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Vorwort.  Die  Fr  an  nhofor  Ischen  Bcugnngscrscheiuangen ,  welche 
dorch  ihr  theoretisches  luteresso ,  durch  die  Leichtigkeit  ihrer  Beobachtung 
und  durch  die  Mannich  faltigkeit  ihrer  Formen  gleich  anziehend  sind,  haben 
bisher  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  nur  eine  lückenhafte  Darstellung 
gefunden  und  finden  können.  «Gewöhnlich  wird  nur  der  einfachste  Fall 
eines  schmalen  Spaltes  ausführlicher  behandelt^  für  die  immer  noch  ein- 
fachen Fälle  der  parallelogrammförmigen  und  dreieckigen  Oefinung  aber, 
selbst  wenn  die  Construction  des  Bildes  angegeben  wird,  muss  auf 
Schwerd^a  classisches  Originalwerk*)  oder  auf  Littrow's  Darstel- 
lung*^) verwiesen  werden,  und  zwar  mit  gutem  Rechte.  Denn  zur  Her- 
stellung des  Intensitätsausdruckes  sind  entweder  weitläufige  Summationen^ 
oder  die  Anwendung  der  Integralrechnung  nöthig,  wozu  einerseits  der 
Raum,  andererseits  die  Hilfsmittel  eines  elementaren  Compcndiums  nicht 
ausreichen.  Eine  elementare  Darstellung,  wie  sie  sich  für  die  Bedürfnisse 
eines  Lehrbuches  eignet,  das  auf  ausgedehntere  analytische  Entwickelun- 
gen  verzichten  muss ,  ist  mir  bisher  nicht  bekannt  geworden. 

Die  folgenden  Blätter  sind  dazu  bestimmt,  eine  solche  mit  den  elemen- 
tarsten Hilfsmitteln  durchgeführte  Darstellung  zu  geben ,  und  wir  werden 
sehen,  dass  sich  auf  diesem  Wege  nicht  nur  die  Construction  des  Bildes 
für  Parallelogramm,  Dreieck  etc.,  sondern  sogar  die  Intensitätsverhält- 
nisse für  die  wichtigsten  Bildpunkte  in  genügender  Weise  ableiten  lassen. 
Der  allgemeine  Intensitätsausdruck  freilich  kann  und  soll  durch  diese  syn- 
thetische Methode  nicht  hergestellt  werden;  das  ist  und  bleibt  die  Aufgabe 
der  Analyse.  Dagegen  hat  unsere  Betrachtungsweise  wieder  andere  Vor- 
theilc  vor  der  analytischen  voraus;  sie  gewährt  nämlich  besser  als  diese 
einen  Einblick  in  die  Qenesis  der  Erscheinungen,  wir  sehen  die  dunkeln 
Linien  und  Punkte  gleichsam  unter  unseren  Augen  entstehen  und  erkennen 

*)  Scbwerd,  die  Beugnngserscheinnn^en.    Mannheim  18^5. 
•^  Littrow,  im  Artikel  „Undalation**  in  Oehler's  physikal.  WötVerVucV.  BA  VX.« 
ZeiiBcbHn  f.  Biälbematik  a.  Physik  XIV.  1.  •• 
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die  geometrisclion  Gr(inde'jrrriJ!a.s  Gesetz  der  Intoiisitätsvertheilung.  Von 
dieser  Seite  aufgefasst/bilrl^  die  synthetische  Darstellung  eine  erwünschte, 
wenn  nicht  nothweäjt^i^e- Ergänzung  der  analytischen,  und  bietet  selbst 
Demjenigen  noch^'<?HO  Gesichtspunkte,  welclier  mit  der  analytischen  Bc- 
trachtungswefse,  bereits  vertraut  ist. 

Nebst.,&fni-Vesentlichen  Inhalt  des  Seh  wer d' sehen  Werkes  war  ich 
bestrebt;. A^ch  einige  allgemeinere  Sätze,  welche  ich  in  einer  früheren  Ab- 
handlyng*\^eröffentlichto*),  in  das  elementare  Gewand  zu  kleiden.  Ausser- 
dedi,  gfaube  ich  in  dem  letzten  Paragraphen  dieses  Schriftchens  auf  einen 
.WjcÜtfgen  neuen  Satz  (vom  Minimum  des  Beugungswinkels)  aufmerksam 
gemacht  zu  haben.  Auf  ihn  lässt  sich  nämlich  eine  neue  Methode  zur 
Messung  der  Wellenlängen  gründen,  welche  wirklich  in  Ausführung  zu 
bringen  mir  leider  bisher  nicht  vergönnt  war. 

1.  Einleitung.  Auf  einen  undurchsichtigen ,  mit  einer  oder  mehreren 
Oeffnungen  versehenen  Schirm  treffe ,  von  einem  sehr  weit  entfernten  leuch- 
tenden Punkt  herkommend,  ein  Bündel  paralleler,  homogener  Lichtstrah- 
len, oder,  was  dasselbe  ist,  eine  ebene  Lichtwelle.  Die  in  der  Ebene  des 
Schirmes  und  innerhalb  einer  Oeffnung  gelegenen  Aethertheilchen  werden, 
durch  die  einfallende  Welle  erregt,  dem  Principe  des  Huyghens  zufolge, 
ihrerseits  zu  Bewegungsmittelpunkten,  und  senden  demgemäss  nach  allen 
jRichtungrn  Elementarstrahlen  hinter  den  Schirm ,  welche  sich  in  unendlich 
viele  Bündel  paralleler  Strahlen  gruppiren  lassen.  Dasjenige  unter  ihnen, 
welches  die  einfallenden  Strahlen  fortsetzt,  nennen  wir  direct,  die  übri- 
gen gebeugt.  Der  Winkel,  weldien  ein  gebeugtes  Bündel  mit  der  Rich- 
tung der  directen  Strahlen  bildet,  heisst  sein  Beugungswinkel. 

Befindet  sich  nun  hinter  dem  Schirm  eine  Linse  (das  Objectiv  eines 
Fernrohres  oder  die  KrystalUinse  des  Auges),  so  werden  durch  dieselbe 
alle  Strahlen  einer  solchen  Gruppe  in  einem  einzigen  Punkte  vereinigt. 
Man  findet  diesen  Punkt,  indem  man  durch  den  optischen  Mittelpunkt  0 
der  Linse  mit  der  Richtung  des  betrachteten  Strahlenbündels  eine  Parallele 
zieht  und  auf  dieser  von  0  aus  gegen  den  Beobachter  hin  die  Brennweite 
der  Linse  abträgt. 

Da  eine  Linse  bekanntlich  an  den  Gangunterschieden  der  durch  sie  ge- 
brochenen Strahlen  nichts  ändert,  so  kommen  diese  im  Vereinigungspunkt 
vermöge  der  Gangunterschiede,  mit  welchen  sie  von  der  beugenden  Oeff- 
nung ausgegangen  sind,  zur  Interferenz.  Da  der  Grad  der  Uebereinstim- 
mung  oder  des  Gegensatzes  der  einem  Bündel  angehörigen  Elementarstrah- 
len je  nach  dessen  Richtung  ein  verschiedener  ist,  so  werden  die  Vereini- 
gungspunkte in  gesetzmässiger  Abstufung  verschieden  starke  Erleuchtung 
zeigen,  und  so  in  ihrer  Gesammtheit  eine  Zeichnung  bilden,  welche  wir 
das  Beugungsbild  nennen.    Das  Beugungsbild  entsteht  demnach 
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auf  einer  vom  optischen  Mittelpunkt  0  des  Objectivs  aus  mit 
dessen  Brennweite  als  Radius  beschriebenen  Halbkugel, 
welche  von  einer  durch  0  zur  Schirmebene  parallel  gelegten  Ebene  anderer- 
seits begrenzt  ist. 

Aqs  dieser  Betrachtung  geht  sofort  zweierlei  hervor.  Verschiebt  man 
die  Oeffnung  in  der  Ebene  des  Schirmes  parallel  mit  sich  selbst,  jedoch  so» 
dass  sie  stets  im  Bereiche  des  Objectivs  bleibt,  so  wird  dadurch  das  Bau- 
gnngsbild  weder  verschoben,  noch  erleidet  es  sonst  eine  Aenderung.  Eben 
so  wenig  wird  dass<*lbe  geändert,  wenn  man  der  Fernrohraxe  verschiedene 
Neigungen  zur  Schirmebene  ertheilt.  Bei  jeder  Neigung  wird  immer  der- 
jenige Theil  desselben  gesehen,  welcher  dem  Gesichtsfelde  des  Fernrohres 
entspricht. 

Bei  Beobachtung  mit  blossem  Auge  fällt  das  Bild,  falls  das  Auge  für 
den  als  Lichtquelle  benutzten  Punkt  accommodirt  ist,  auf  die  Netzhaut  und 
kommt  so  unmittelbar  zur  Wahrnehmung.  Die  Anwendung  eines  Fernroh- 
res gewährt  den  Vortbeil,  dass  alle  Dimensionen  des  Beugungsbildes,  im 
Verbältniss  der  Brennweiten  des  Objectives  und  des  Oculars,  vergrössert 
erscheinen. 

Statt  nun  das  wirkliche  halbkugelige  Bild  zu  untersuchen  und  zu  con- 
struiren,  denken  wir  uns  jeden  seiner  Punkte  senkrecht  auf  die  Grundfläche 
der  Halbkugel  projicirt,  und  legen  jedem  Punkte  der  Projection  diejenige 
Lichtstärke  bei,  welche  seinem  entsprechenden  Punkte  auf  der  Kugelfläche 
zukommt.  Wir  erbalten  so  ein  in  der  Ebene  ausgeführtes  Gemälde,  den 
Grund ri SS  des  Beugungsbildes;  von  ihm  aus  kann  man  augenblicklich 
durch  Errichten  von  Senkrechten  wieder  zum  halbkugeligen  Bilde  zurück- 
kehren. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  vorerst  an,  dass  die  directen  Strahlen 
sowohl,  als  die  Axe  des  Fernrohres  zur  Schirmebene  senkrecht  stehen. 
Der  Vereinigungspunkt  der  directen  Strahlen,  d.  h.  das  Bild  des  leuchten- 
den Punktes,  liegt  alsdann  in  der  Fernrohraxe  selbst  (am  Kreuzungspunkte 
der  Fäden)  und  projicirt  sich  in  die  Mitte  des  Grundrisses. 

2.  Die  ElementarBtreifen.  Sei  nun  AB  (Fig.  l)  ein  unendlich  schma- 
ler Streifen  einer  beugenden  Oeff*nung,  AD  und  BE  die  Rand  strahlen 
des  von  ihm  ausgehenden  elementaren  Strahlenbündels,  sei  ferner  B  C  senk- 
recht zu  AB,  so  ist  ACj  d.  h.  die  Projection  der  Streifenlänge  AB  auf  die 
Strahlenrichtung,  der  Gangunterschied  der  Randstrahlen  für  dieses 
Eleroentarbündel. 

Beträgt  dieser  Unterschied  eine  ganze  Wellenlänge,  so  vernichten 
sich  sämmtliche  Strahlen  bei  ihrer  Vereinigung;  denn  zu  jedem  Strahle 
lässt  sich  ein  anderer  angeben,  der  um  eine  halbe  Wellenlänge  gegen  ihn 
▼erschoben  ist. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  Gangunterschied  der  Randstrahlen  eine 
beliebige  Anzahl  ganzer   Wellenlängen   ausmacbt*,  deuu  fti^WV.  Tcvwci  ^%ä 
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von  gleiclier  Amplitnde  und  gleicher  WellenlSnge,  welche  sich  nach  der- 
selben Kicbtung  fortpflanzen,  setzen  eich  zu  einem  reaultirenden  Strnhl« 
von  derselben  WelleulSoge,  nusamiiiBQ,  welcher  dem  einen  componitenden 
Strahle  um  dieselbe  Weglänge  voraaseilt ,  um  welche  er  gegen  den  anderen 
zurück  ist*,  oder  der  Gangnutcrscliied  des  resultirendeu  Strahles  ist  das. 
arithmetische  Mittel  ans  den  Gaugunterschieden  der  beiden  componireuden 
Strahlen,  wenn  man  alle  Gaiiguuterschiede  auf  einen  und  denselben  nach 
der  nämlichen  Richtung  sich  l'orii)flänzeQden  Strahl  bezieht.  Auf  diesen 
evidenten  Satz  gestützt,  kauD  mau  leicht  den  Gangunterschied  angeben, 
welcher  der  Resultante  ans  allen  IrllementarBtrtilileu  eines  Streifchens  zu- 
kommt. Vereinigt  man  nämlich  ja  zwei  f;leichweit  von  der  Mitte  -V  d« 
Streifchens  abstehende  Strahlen  PQ  und  RS  (Fig.  l),  so  ist  der  Gangunler- 
schied  des  resnitirenden  Strahles  in  Beziehung  auf  den  einen  Randstrabl 
AD  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  Gangiintersciiieden  Pp  und 
Itr  der  componireuden,  also  gleich  Mm.  Die  einzelnen  Kesultanten,  welclia 
man  so  erhält,  haben  nun  zwar  verschiedeuc  Amplituden,  jedoch  gegeniibeF 
dem  Eandstrahl  .il>  alle  den  gleichen  Unterschied  Miii.  Durch  ihre  Verei- 
nigUDg  wird  man  daher  einen  Strahl  erhalten,  dessen  Amplitude  gleich  ist 
der  Summe  der  Amplituden  der  Elnzelresultanten,  welcher  aber  denselben 
Gangunterschied  Mm  besitzt,  d.  h.  der  resultirende  Strahl  eines 
schmalen  Streifchens  befindet  sich  in  demselben  Schwin- 
gungszustand,  wieder  von  dessen  Mitte  ausgehende  Elemen- 
larstrahl. 

Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  Alles  in  g§,  2  und  3  von  den  Elementar-- 
streifen  Gesagte  unverändert  gilt,  mag  nan  die  Ebene  BAD  das 
Strahlenbaudels  zur  Ebene  des  Streifcbena  senkrecht  stehen 
oder  nicht. 

4.  ParallelogrammfÖmüge  Oeffnung.  Ist  die  beugende  Oeffnnng  ein 
Farallelograinm  ABCD{Vi^.  2),  so  legen  wir  durch  denjenigen  Eckpunkt  .iJ, 
welcher  von  irgend  einer  zu  dem  betrachteten  Strahloubüudel  senkrechten 
Ebene  abcd  die  kleinste  Entfernung  hat,  eine  Ebene  A^^i  zu  den  gebeug- 
ten Strahlen  senkrecht,  also  parallel  aar  beliebigen  Wellenebene  abcd,  und 
bemerken,  dass  die  Entfernungeo  Dß  und  Cy  der  mit  A  benachbarten  Eck- 
punkte B  und  C  von  der  Ebene  AßjS,  welche  nichts  anderes  als  die  Proi 
jectionen  der  Seiten  AB'=a  und  AC^Ii  auf  die  StrahlenrichtuDg  sind,  zu- 
sammen der  Entfernung  li&  der  dritten  Ecke  D  von  derselben  Ebene  gleich- 
kommen. Diese  Streckeu  Bß,  Cy,  Di  sind  alsdann  die  GangunteischiedB 
der  Eckstrahlen  Bb,  Cc  und  Dd  gegenüber  dem  Eckstrahl  Aa. 

Ist  uun  Bß  einer  ganzen  Wellenlänge  gleich,  so  denken  wir  uns  daa 
Parallelogramm  durch  gerade  Linien  parallel  mit  AB  in  schmale  Streifcheii 
zerlegt!  ^^^  Gangunterachied  der  Endstrahlen  eines  jeden  Slreifchi 
trSgt  alsdann  eine  ganae  Wellenlänge;  die  Sirahleu  eines  jeden  Streifchei 
Teraicbiea  sieb  ädher,  und  detnnaclj  auch  die  der  gUUMLÜBlpll 


in  elementarer  Darstellung.   Von  Dr.  E.  Lommel.  ^  5 

jenigen  ist,  welche  das  ganze  Stroifcben  bei  dem  Gangunterscbicd  —k  ge- 
ben würde.  Bezeichnen  wir  die  bei  dem  Randstrablenuuterscbied  xl  re- 
snltirende  Amplitude  mit  ^(.rA),  so  können  wir  diesen  Satz  durch  die 
Gleichung 

4K)']-i^.-(7') 

ausdrücken. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  jedes  elementare  Bündel  auf  ein  anderes 
zurückgeführt  werden  kann,  dessen  Bandstrahlenunterscbied  weniger  als 
eine  ganze  Wellenlänge  beträgt.  Sollte  der  Gangunterschied  des  letzteren 
grösser  sein  als  ein  halbe  Wellenlänge ,  so  lässt  es  sich  wiederum  auf  ein 
anderes  reduciren,  dessen  Gangunterschied  um  eben  so  viel  kleiner  als  ^l 

(f  r 

J+^y,  wo^<i,  und  macht  man  ^Ä=^P 

so  gross,  dass  Pp  =  ^il  und  demnach  i?r=-7it  wird,  so  vernichten  sich  die 

Bündel  ADPQ  und  RSBE^  weil  zu  jedem  Strahle  im  ersten  ein  Strahl  im 
zweiten  vorhanden  ist,  der  gegen  ihn  um  ^A  zurückbleibt.  Die  Wirkung 
reducirt  sich  also  auf  diejenige  des  Streifchens  PBy  dessen  Randstrahlen- 
unterschied (  I r  JA  ist  und  das  sich  zum  ganzen  Streifen  AB  verhält  wie 

\ 7  ZU  1+-7.    Die  resultirende  Amplitude  für  AC^=^(\+^\x  ist  daher 

/  von  der  für  das  ganze  Streifchen  bei  AC^={^ rJA  geltenden,  oder 


4+^ 

man  hat 


4(*+f>]=^--4(»-|)4 


Zwei  elementare  Strahlenbündel,  welche  von  verschieden  langen  Streif- 
chen ausgehen,  aber  denselben  Randstrahlenunterschied  haben,  wollen  wir 
ähnlich  nennen.  Es  ist  klar,  dass  wir  auf  dem  eingeschlagenen  Wege 
nur  ähnliche  Strahlenbündel  hinsichtlich  ihrer  Wirkung  mit  einander  ver- 
gleichen können ,  was  auch  für  unsere  Zwecke  vollkommen  genügt.  Nen- 
nen wir  die  resultirende  Amplitude,  welche  ein  Streifchen  von  der  Länge  1, 
dessen  Elementarstrahlen  die  Einheit  der  Amplitiide  besitzen,  bei  irgend 
einem  Randstrahlenunterschied  liefert,  die  für  diesen  Ganguntorschied 
charakteristische  Amplitude,  so  erhalten  wir  für  ein  mit  diesem 
ähnliches  Strahlenbündel  die  resultirende  Schwingungsweite,  wenn  wir  die 
charakteristische  Amplitude  mit  der  Länge  des  neuen  Streifchens  und  mit 
der  Amplitude  seiner  Elementarstrahlen  multipliciren. 

3.  Q^XLgvoiieTBdbied  de»  resultirenien  Strahles.     Zwei  livdiV^UtÄ\\^xi 


rw<^^•^*^^^, 
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OE  ifi^mXia^ 

daher 

^  „     fmk 

a 

Durch  dieselbe  auf  OB  und  einen  zugehörigen  Kegel  angewandte 
CoDstruetion  findet  man 

als  Abstand  des  Panktcs  J^i,  in  welchem  OB  von  einer  dunkeln  Linie  der 
zweiten  Beihe  geschnitten  wird. 

Die  dunkeln  Linien  einer  jeden  Reihe  folgen  demnach  im  Grnndriss 
in  gleichen  Abständen  auf  einander,  und  zwar  gilt  für  die  erste  Beihe  der 

Abstand  - —  ,  für  die  zweite  der  Abstand  -7-.  Diese  Grössen  verhalten  sich 
a  0 

aber  wie  die  zu  a  und  b  als  Grundlinien  gehörigen  Hohen  h  und  A(  des  ge- 
gebenen  Parallelogramms.  Um  daher  im  Grundriss  das  Netz  der  dunkeln 
Linien  zu  entwerfen,  ziehe  man  zuerst  durch  0  die  Geraden  OA  und  OB 
resp.  parallel  zu  den  Seiten  a  und  b  der  Oeffnung,  trage  auf  OA  von  0  aus 
beiderseits  gleiche  Stücke  ab,  welche  proportional  (oder  gleich)  der  zuge- 
hörigen Höhe  h  sind,  und  ebenso  auf  0  B  gleiche  Stücke  proportional  (oder 
gleich)  der  zweiten  Höhe  A, ;  in  den  Theüpnnkten  errichte  man  Senkrechte 
resp.  auf  0  A  und  OB^  so  sind  diese  die  gesuchten  dunkeln  Linien. 

Zieht  man  ausserdem  noch  XOX'  (Fig.  4)  senkrecht  zu  OA  und  YOY' 
senkrecht  zu  OB^  so  wird  durch  diese  beiden  Linienschaaren  der  Grund- 
riss in  lauter  unter  sich  congruente  Parallelogramme  zerschnittdh ,  welche 
der  gegebenen  Oefinung  ähnlich,  aber  um  90^  gegen  dieselbe  gedreht  sind. 
Aus  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich  folgende  bequemere  Construction  für 
das  Liniennetz. 

Man  ziehe  durch  die  Bildmitte  0  zwei  Gerade  XX'  und  W  resp. 
senkrecht  zu  den  Seiten  a  und  b  des  Parallelogramms,  trage  auf  ihnen 
beiderseits  von  0  gleiche  Stücke  auf,  welche  resp.  a  und  b  proportional  (oder 
gleich)  sind.  Durch  die  Theilpnnkte  ziehe  man  Parallele  mit  YY'  und 
XX*^  so  sind  diese  die  verlangten  dunkeln  Linien. 

Die  beiden  Geraden  XX  und  YY\  welche  durch  0  gehen  und  nicht^ 
zu  den  dunkeln  Linien  gehören,  sollen  die  Hauptaxen  des  Grundrisses, 
die  dunkel  umrahmten  Felder,  aus  denen  er  zusammengesetzt  ist,  Spectra 
genannt  werden.  Das  mittlere  Spectrum,  welches  in  seiner  Mitte  den 
Vereinigungspunkt  0  der  directen  Strahlen  enthält,  besteht  aus  vier  der 
vorhin  erwähnten  Parallelogramme;  die  beiderseits  von  ihm  längs  der 
Hauptaxen  aufgereihten  Hauptspectra  enthalten  deren  zwei  und  bilden 
mit  dem  Mittelspectrum  ein  Kreuz,  dessen  Arme  zu  den  Seiten  der  Oeff- 
nung  senkrecht  stehen.  In  den  Winkeln  dieses  Kreuzes  stehen  die  Winkel- 
spectra,  von  denen  jedes  nur  aus  einem  der  obigen  Parallelogramme  besteht. 
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6.  Die  Intensität  auf  den  Hauptazen.  Die  Linie  XX'  ist  die  Pro- 
jection  des  zur  ersten  Scbaar  dunkler  Parallelkreise  gehörigen  Aequa- 
tors.  Die  in  den  Punkten  des  letzteren  sich  vereinigenden  Strahlenbündel 
stehen  sämmtlich  senkrecht  zur  Axe  AO^  d.  h.  zur  Seite  a  des  Parallelo- 
gramms, oder,  was  dasselbe  ist,  die  Projection  B^  C^ig-  2)  ^^^  ^  a^^  die 
Strahlenrichtung  ist  Null.  Die  Normalebene  der  gebeugten  Strahlen  {AByd^ 
Fig.  5)  geht  alsdann  durch  AB  und  es  wird  Cy==D6,  Ist  nun  Cy  gleich 
einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen,  so  wird  das  ganze  Bündel  ausgelöscht^ 
vrie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  die  Oeffnung  parallel  ^C  in  Streifchen 
zerlegt;  es  entspricht  dieser  Fall  den  bereits  bekannten  Punkten,  in  welchen 
die  mit  FF'  parallelen  dunkeln  Streifen  die  HauptaxeA!'^'  durchschneiden. 

Ist  dagegen  Cy  =  Dd  =  ^X^  so  kann  keine  vollständige  Vernichtung 
eintreten,  sondern  die  Strahlen  werden  sich  zu  einem  resultirenden  ver- 
einigen, dessen  Amplitude  und  Intensität  wir  zum  Ausgangspunkt  der  Ver- 
choDg  wählen  wollen.  Bei  Cy  =  Dö  =  ^k  wird  von  jedem  Streifchen  nur 
das  letzte  Drittheil  wirksam  bleiben,  dessen  Endstrahlen  um  eine  halbe 
Wellenlänge  differiren;  die  resultirende  Amplitude  wird  daher  für  jedes 

Streifchen  nur—   von    der  vorigen    sein,  und  da  alle  Streifchen   unter 

3 

sich  in  vollkommener  Uebereinstimmung  sind,  so  beträgt  auch  für  das 

ganze  Parallelogramm  die  Amplitude  — ,  die  Intensität  sonach  -^  von  der 

vorigen.     Enthält  ferner  Cy  6,  7,  9,  ...  (2m +  0  halbe  Wellenlängen  ,  so 

werden,  wie  man  durch  dieselbe  Betrachtungsweise  leicht  findet,  die  resul- 

111  1 

tirenden  Amplituden  der  Beihe  nach  — ,  — ,  — ,  . . .  ; — ,  und  die  zu- 

5      7      9  2m  -}■  1 

gehörigen  Intensitäten-^,   -j,  —*,...  - —      ^^  betragen.  Wir  können  diese 

Intensitäten  mit  Schwerd  „Maxima  auf  der  Hauptaxe'^  nennen*). 
Die  entsprechenden  Punkte  des  Grundrisses,  welche  offenbar  die  Strecken 
zwischen  den  dunkeln  Punkten  der  Hauptaxe  halbiren,  sind  inTaf.I,  Fig.  4  a 
mit  3',  b\Y  . . .  bezeichnet.  Der  zwischen  0  und  dem  erste  Minimum  in  der 
Mitte  liegende  Punkt  l'  kann  nicht  einmal  genähert  als  ein  Maximum  be* 
trachtet  werden ;  das  ihm  entsprechende  Maximum  liegt  in  0  selbst. 

Sei  endlich  allgemein  Cy^Dö=  (m+  —  )  A  (Fig. 5),  wo  m  eine  ganze, 

p 

—  eine  echt  gebrochene  Zahl  bezeichnet,  so  ziehe  man,  nachdem  auf  Cy 

m  Wellenlängen  bis  e  abgetragen  sind,  cij  parallel  Ay  und  ri^  parallel  AB^ 


*)  Diese  sogenannten  Maxima  sind  nicht  die  wirklichen;  diese  liegen  etwas 
▼or  jenen  gegen  die  Mitte  des  Bildes  zu,  nähern  sich  ihnen  ab^x  um  «o  icv^x,^^ 
weiter  man  auf  der  Hauptaxe  binaasgehU 
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80  vernichten  sich  die  vom  Parallelogramm  CDrj^  ausgehenden  Strahlen 
und  es  bleiht  nur  die  Wirkung  des  schmalen  Parallelogramms  ABrj Rührig, 
fflr  welches  der  Gangunterschied  der  von  J  und  rj  ausgehenden  Eck- 
strahlen —  X  beträgt.    Es  verhält  sich  aber 

oder 


An  :6  = 
Also  ist 


,:6=|i:(,«+-^)i. 


Ati  = —  .  b 

mq+p 

und  der  Flächeninhalt  des  wirksamen  Theiles  ABri^  verhält  sich  zu  dem 

des  ganzen  Parallelogramms   ABCD  wie. zu  1.     Das  von  ABfjt 

mq+p  '* 

ausgehende  Strahlenbündel  ist  aber  ähnlich  mit  dem  Strahlenbündel,  das 
mit  dem  Gangunterschiede  Cy=Dö=:  —  X  von  dem  ganzen  Parallelogramm 

ausgebt;  denn- würde  die  Oeffnung  parallel  AC  in  Streifchen  zerlegt^  so 
wären  die  StrahlenbÜndel  der  einzelnen  Streifchen  von  ^i9^^  unter  dieser 
Voraussetzung  ähnlich  denjenigen  von  ABCD,  Die  bei  dem  Gangunter- 
schied Cy=Dö=lm-\ jk  iresultirende  Amplitude  beträgt  daher  — 3—» 

die  Intensität  ( x~)    ^^^  derjenigen,  welche  bei  dem  Gangunterschied 

Cy=sDd  =  —  X  statthaben  würde,  oder  es  ist,  wenn  wir  die  oben  einge- 
führte  Bezeichnung  auch  hier  gebrauchen ,  vom  Vorzeichen  abgesehen : 

Wären  sonach  die  Intensitäten  aller  zwischen  0  und  dem  ersten  Mini- 
mum gelegenen  Punkte  bekannt,  so  könnte  man  auch  die  Intensitäten  für 
alle  übrigen  Punkte  der  Hauptaxe  sofort  angeben.  Ja,  durch  eine  Be- 
trachtung, welche  sich  von  der  in  §.  2  für  ein  Streifchen  durchgeführten  in 
nichts  unterscheidet,  lasst  sich  leicht  zeigen,  dass  hierzu  nur  die  Keuntniss 
der  zwischen  0  und  T  enthaltenen  Intensitäten  nöthig  ist. 

Für  die  zweite  Hauptaxe  VF'  würde  man  durch  dieselbe  Betrach- 
tungsweise offenbar  ganz  die  nämliche  Reihe  von  Intensitäten  finden. 

7.     Intensit&t   in   einem   beliebigen   Punkte    des  Bildes.      Es  sei 

ganz    allgemein  (Fig.  6)    Cy  =lfn-\ \x  und  i?/3  =  (  n -< — J  Ä,  wo  wie- 

der  m  and  n  ganze  Zahlen,  —  und  —  echte  Brüche  bedeuten,  so  trage  man 
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auf  Cy  m,  auf  B^  aber  n  ganze  Wellenlängen  von  C  und  B  aus  ab,  und 
ziehe  durch  die  letzten  Theilpuokte  z  und  ^  resp.  tr\  und  ^i  parallel  mit  y^y 
und  A^j  sodann  ij{;  parallel  AB  und  ix  parallel  AO^  so  vernichten  sich  die 
Strahlen  de«  Parallelogramms  CDr\i  und  ebenso  diejenigen  des  Parallelo- 
gramms -ßixf  aus  bekannten  Gründen,  und  es  bleibt  nur  übrig  die  Wir- 
kung des  kleinen  Parallelogramms  Ar\i,%y   dessen  Eckstrahlen  in  i^  und  » 

resp.  um  —  Jl  und  —  \  gegen  den  Eckstrahl  in  A  zurück  sind.     Das  von 

Ar{i%  ausgehende  Strahlenbündel  kann  als  mit  dem  von  dem  ganzen* Paral- 

lelogramm  ausgehenden,  für  welches  Cy  =  — "L  und  Bß=—k  wäre,  ähnlich 

bezeichnet  werden;  denn  man  kann  beide  Bündel  in  eine  gleiche  Zahl  der 

p 

Reihe  nach  ähnlicher  Elementarbündcl  zerlegen.     Da  nun  An  =  : —  .  b 

WS'  +  P 

und  Ai  = : — .a  ist,  so  verhält  sich   der  Flächeninhalt  des  Parallelo- 

p  r 

^amms  Arii%  zu  dem  des  ganzen  wie —  • ■ —  zu  1,  die  von  jenem 

"  mq  +p    W5+  r 

erzenste  Amplitude  ist  also —  • von  dericniffen,  welche  statt- 

^  ^  mq  +  p    ns  +  r  ''      ^ 

P  ^ 

finden  würde,  wenn  — k  und  —X,  die  Verzögerungen  der  Eckstrahlen  in  C 

und  B  für  das  ganze  Parallelogramm  wären. 

Sei  daher  (Taf.  I,  Fig.  2)  Cy=:— X,  Bß=  — X,  so  zerlege  man  das 
Parallelogramm  AB  CD  in  Streifchen  parallel  AC-^  für  jedes  derselben  ist 
der  Gangunterschied  der  Endstrahlen  —  A,  also  die  resultirende  Amplitude 

b.Al~X\  wenn  die  charakteristische  Amplitude  für  den  Gangunterschied 

—  l  gleich  A  ( —  x)   und  die  Amplitude  jedes  Elementarstrahls  gleich  1 

gesetzt  wird.  Jeder  resultirende  Strahl  hat  gegenüber  dem  Eckstrahl  in  A 
denselben  Gangunterschied,  wie  der  von  der  Mitte  des  entsprechenden 
Streifchens  ausgehende  Elementarstrahl;  die  resultirenden  Strahlen  in 
ihrer  Gcsammtheit  bilden  daher  wieder  ein  Streifchen,  dessen  Lage  hin- 
f>ichtlich  seiner  Gangunterschiede  durch  die  Mittellinie  EF  des  Parallelo- 
gramms angegeben  wird.    Der  Gangunterschied  seiner  Endstrahlen  Ei  und 

Fip  beträgt  offenbar  —  X]  die  Amplitude  des  resultirenden  Strahles  (welcher 

9 

den  nämlichen  Gangunterschied  gegenüber  A  hat,  wie  der  von  der  Mitte  M 
ausgebende  Elementarstrahl),  wäre  daher  a.Ay—  x\  wenn  Ä\e  km^YvVoi^^ 
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jedes  einzelnen  Strahles  im  Streifchen  EF  gleich  1  wäre;  da  dieselbe  aber 
h,  aI  —  Xj  ist,  so  hat  man  als  Amplitude  der  Gesammtresultante 

Vernachlässigt  man  den  für  alle  Bildpnnkte  constanten  Factor  a6,  so 

ist   also   die  für  Cy  =  (w  -< j  il  und  Bß^=^\n-\ — j  A  resultirende  Am- 
plitude- 

Nun  haben  wir  oben  gezeigt,  dass 


P 


mq+p 
also  auch 


•-'{rO=4(-+7)']' 


.-7V;-^(t')-4("+7)'] 

ist.    Wir  erhalten  demnach  als  resultirende  Amplitude 


und  als  resultirende  Intensität 

/ 


Alle  Strahlenbündel,  für  welche  (7y  =  (m  +  -^  j  1  ist,  haben  ihre  Ver- 
einigungspunkte in  einem  Parallelkreise,  welcher  sich  in  einer  Geraden 
parallel  VV  projicirt;  ebenso  entspricht  den  Strahlenbündeln,  für  welche 

Bß^=^{n-\ — \x  ist,  im  Grundriss  eine  zu  XX'  parallele  Gerade.  Der 
Durchschnittspunkt  P  dieser  beiden  Geraden  ist  die  Projection  des  Bild- 
punktes,  für  welchen  Cy  =  (wH — r-JA  und  ^/3  =  /nH — |A  zu  gleicher 

Zeit  gilt.  In  den  Punkten,  in  welchen  die  beiden  Geraden  den  Hauptaxen 
XX*  und  Y  Y'  begegnen  (wir  nennen  sie  diezuPcoordinirt^nPunkte), 
finden  aber  nach  §.  6  die  Intensitäten 

.[(.+  |).]j\.aj4(.+r),]f   ■ 

Statt.   Wir  sehen  also,  dass  dieintensitätin  irgend  einem  Punkte 

des  Bildes  gleich  ist  dem  Producte  der  Intensitäten,  welche 

in  den  ihm  coordinirten  Punkten  aufden  Hauptaxen  herrschen. 

So    ist  namentlich  die  Intensität  iu  den  Punkten,  welche  den  Gang- 

unferschieäeD  Cy  =  — ; l  und  -ß/3= A  entsprechen,  ausgedrückt 


,,  wenn  die  Intensität  <1 


i  Fig.  4h  mit  l'  und  i" 


(?«+!)'    (2»  +  !)" 

kictclin<!tcn  äti:llen  gleich  ■'  angpiiommen  wird.    Dinac  Punkt«  liegen  tn 

r  Mille    der  Winkolapectm  und  sind  in  der  Figur  mit  den  Nennern  ihrer 

btensitütsansd rücke  faeKeichnot.     Wir    können  dieao  Intensitäten  in  dem 

f  aämlichen  Sinne,  wie  oben,  Mnxima  nennen.  —  Ana  den  obigen  Betrach- 

I  tnugen  QTgiobt  sich  noch  wie    von  seihst  der  Satz,    dass   der  resulti- 

,    Tcnde  Strfthl   aich   stets   in   demselben  SchwingungSEOstando 

l>p rindet,    wie     der    vom    Kienzungs punkte     der    Diagonalen 

lOÄgehende  Elementaratrahl.    (Vergl.  |.  11,) 

8.  Der  schmale  Spalt.  Lässt  mnn  die  eine  Seite  n  des  Parallelogramms 
Hier  grösser  werden,  währetid  die  andere  6  nnverAndert  bleibt,  so  rücken 
I  die  XD  a  senkrechten,  mit  .YX'  parnllelcD  dimkeln  Linien  immer  näher  »u- 
'  Hrnmea,  während  die  en  YY'  parallelen  ihre  Lage  unverändert  beibohal- 
I  t«i.  Igt  o  endlich  im  Verhältniss  zur  Wellonlängo  so  ansserordentlith  gross 
I  ^»ordon,  dass  seine  Projcclion  auf  einö  beliebige  Strahlenrichtnng,  selbst 
wenn  diese  mit  a  einen  Winkel  von  nahe  !)0°  bilden  sollte,  eine  sehr  grosse 
Aniabl  ganzer  Wellenlängen  enthült,  so  wird  für  Jede  solche  Btrnhlenricb- 
I   tnog  von  der  ganzen  Ocffnung  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  wirksam  bleiben. 
|Die  IntenfiitKt  wird  daher  in  allen  Punkten  des  Bildes  verschwindeud  kloin 
^lufatteD,  mit  Ausnahme  von  denjenigen,  deren  StrahlenbUndel  z.Lr  Seite 
paacnkcecbt  stehen,  welche  also  in  der  Hauptaxo  X.l"  projicirt  sind.    Die 
darch    einen  schmalen   Spalt   hervorgebrachte  Bengungserschcinung   wird 
daher  ans  einer  einzigen,  durch  0  gehenden  nnd  ku  den  Spalträndern  si  nk- 
Tnchtcn  hellen  Linie  bestehen,  welche  in  gleichen  Abstünden  von  dunkeln 
a  nnterbrochen  ist  und  im  Uebrigcn  dio  u3ralichcn  IntensitätGvorhält- 
B  aurwcist,  wie  die  llaiiptase  hei  einem  gloichbreiten  Parallelogramm, 
Bei  dem  Versuch  mit  der  Spaltöffnung  wälilt  man  als  Lichtquelle  in 
r  Regel  nicht  einen  Lichtpunkt,  sondorn  eine  zu  den  SpaltrHndern  pa- 
rallele Lichtlinie.    Dio  Lichtstrahlen,  welche  von  den   einzelnen  Punkton 
Ist  Licbllinie  ausgehen,  interferiren  unter  sich  nicht  (sie  sind  „incohit- 
mf);  jeder  dieser  Lichtpunkte  liefert  alsdann  eine  solche  durch  sein  Bild 
D  gebende,  zu  den  Spallrtlndcrn  senkrechte  helle  Linie;    alle  diese  Liclt- 
I  fUgcn  sich  mit  ihren  Paukten  gleicher  Intensität  stetig  zu  dorn  Ben- 
ingsbilde  zusammen;  die  dunkeln  Punkte  geben  dunkle  zn  den  Spaltriln- 
a  itatallele  Streifen,  welche  das  Uengungshild  in  einzelne  Spectra  «er- 
L  das  mittlere  doppelt  so  breit  ist,  als  die  Seitenspectra, 
1  doien  Hübe  der  scheinbaren  Höhe  der  Lichtlluie  gleichkommt. 

Die  erwiibnten  dunkeln  Streifen  werden  offenbar  von  jenen  Strablen- 

huloln  hervorgebracht,  deren  Kandstrahlonnutcrschied  eine  ganze  Anzahl 

o  Wellenlängen  beträgt,  für  welche  also  b  tin  ^=  mA  ist,  wenn  mit  ^  ''"^ 

^flgmiga Winkel  und  mit  b  die  senkrecht  zu  den  Räudom  gemesaoae  Btoita 

B  bezeichnet  wür^ 
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9.  Von  Parallelcorven  begrenzte  Spalte.  Ist  die  beagende  Oefifnung 
ein  Spalt  mit  geradlinigen  parallelen  Rändern,  dessen  obere  Begrenzungs- 
curve  mit  der  untern  congriient  und  parallel  ist  (Fig.  7),  so  dass,  wenn  EF 
parallel  zum  Rande  AB  gezogen  wird,  die  Tangente  in  E  parallel  läuft  zur 
Tangente  in  F^  so  lasst  sieb  der  Spalt  parallel  AB  \\i  scbmale  oder  gleicb- 
lange  Parallelogramme  zerlegen.  Die  Wirkung  eines  jeden  dieser  Streif- 
eben verschwindet,  sobald  die  Projection  der  Randlänge  AB  (welcbe  bier 
nicht  als  nnendlicb  gross  im  Vergleicb  zur  Wellenlänge  angenommen  wird) 
auf  die  Richtung  der  gebeugten  Strahlen  eine  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
beträgt;  man  sieht  hieraus  sogleich,  dass  der  Grundriss  des  Ben- 
gungsbildes,   von  welcher  Natur  übrigens  die  Begrenzungs- 

.  carven  sein  mögen,  von  dunkeln  Streifen  senkrecht  zum 
Spaltrande  durcbschnitten  wird,  welche  um  so  enger  zusammen- 
rücken, je  grösser  die  Randlänge  wird.  Es  sind  dies  genau  dieselben  Strei- 
fen, welche  ein  Parallelogramm  von  gleicher  Randlänge  senkrecht  zu  dieser 
hervorbringen  würde. 

Ferner  findet  auf  der  dnrcb  0  senkrecht  zum  Rande  gezogenen  Haupt- 
aze  dieselbe  Inteusitätsvertheilung  statt,  welche  ein  Parallelogramm  von 
gleicher  Breite  und  Randlänge  daselbst  erzeugen  würde;  denn  die  Streif- 
chen, in  welche  man  die  Oeffnung  parallel  AB  zerlegen  kann,  sind  der 
Reile  nach  identisch  mit  denen  des  Parallelogramms,  und  ihre  resultirenden 
Strablen  haben  unter  sich  die  nämlichen  Gangunterschiede  wie  dort. 

Ebe  wir  zur  Untersuchung  des  Beugungsbildes  einer  dreieckigen  Oeff- 
nung  übergehen,  sei  es  gestattet,  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen 
noch  einige  allgemeinere  Betrachtungen  hier  anzuschliessen. 

10.  Oeffanngen,  deren  Ordinaten  sich  fär  dieselben  AbscisBen  nur 
durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Denken  wir  uns  eine  ganz 
beliebig  begrenzte  Oeffnung  und  den  Grundriss  ihres  Beugungsbildes  auf 
ein  und  dasselbe  durch  0  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  be- 
zogen, und  zerlegen  wir  dieselbe  parallel  der  (willkürlich  zu  wählenden) 
Ordinatenaxo  in  Streifchen  von  gleicher  Breite,  sp  können  wir  jedes  der- 
selben als  ein  schmales  Rechteck  betrachten.  Eine  ganz  beliebige  Rich- 
tung der  gebeugten  Strahlen  denken  wir  uns  angegeben  durch  die  gemein- 
schaftliche Erzeugende  zweier  gerader  Kegel,  deren  gemeinsame  Spitze  in 
0  liegt,  und  von  denen  der  eine  die  Abscissen-,  der  andere  die  Ordinaten- 
axe  zur  Axe  hat.  Die  Projectionen  der  beiden  Kreise,  welche  von  diesen 
Kegeln  auf  der  halbkugeligen  Bildfläche  angegeben  werden,  sind  Gerade, 
welche  resp.  senkrecht  zur  Abscissen  und  Ordinatenaxe  stehen  und  deren 
Durchschnitt  der  dem  betrachteten  Strahlenbündel  entsprechende  Punkt  des 
Grundrisses  ist.  Jetzt  werde  die  Länge  eines  der  obigen  Rechteckeben 
dadurch  geändert,  dass  man  sie  mit  der  Zahl  k  mnltiplicirt,  während  die 
Breite  ungeändert  bleibt.     Damit  das  Strahlenbündel,   welches  von  dem 

neaen  Recbteckehen  ausgeht,  mit  dem  früheren  ähnlich  bleibe,   muss  sich 
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dieOeffnnng  des  zweiten  Kegels  ändern  (und  zwar  kleiner  oder  grösser  wer- 
den, je  nachdem  k  grösser  oder  kleiner  als  1  ist),  während  der  erste  Kegel 
derselbe  bleibt.    In  Fig.  3  sei   OA  die  Ordinatenaxe,   FOA  die  durch  sie 
senkrecht  zur  Grandrissebene  gelegt«  Ebene,  und  FO=:^f  die  in  letzterer 
enthaltene  Erzeugende  des  zweiten  Kegels;  ist  nun  für  das  ursprüngliche 
Reebteckchen  Oa  =  jf  dessen  Länge    und  0E=  Y  die   Ordinate  des  Bild- 
pnnktes,  sind  ferner  Oa=zky  und  OE=Y'  die  entsprechenden  Grössen  für 
das  veränderte  Rechteckchen ,  so  muss ,  wenn  die  Strahlenbündel  einander 
ähnlich  sein  sollen,  in  beiden  Fällen  Oa  den  nämlichen  Werth  ^k  haben, 
und  es  ergiebt  sich 

y 

und 

V'  —  Cül 
ky 

Folglich  ist 

k' 

Verfährt  man  somit  allen  Rechteckchen,  d.  h.  multiplicirt  man 
sämmtliche  Ordinaten  der  Oeffnung  mit  dem  nämlichen  Fac- 
tor Ar,  so  sieht  man,  dass  die  einzelnen  elementaren  Strahlenbündel  den 
früheren  der  Reihe  nach  ähnlich  bleiben ,  wenn  man  nur  den  Abstand  der 
znr  Abscissenaxe  parallelen  Geraden,  welche  die  Projection  der  Grund- 
fläche des  zweiten  Kegels  ist,  in  demselben  Verhältniss  kleiner  oder  grös- 
ser macht,  in  welchem  man  die  Ordinaten  der  Begrenzungscurve  vergrös- 
sert  oder  verkleinert  hat.  Der  neue  Bildpunkt,  den  man  so  erhält,  hat  die 
nämliche  Intensität  wie  der  frühere,  abgesehen  von  einem  constanten  Fac- 
tor Ar*,  welcher  durch  die  Aeuderung  des  Flächeninhalts  der  Oeffnung  (der- 
selbe ist  das  A:- fache  des  vorigen)  bedingt  ist.  Aendert  man  also  eine 
Oeffnung  derart,  dass  man  ihre  Ordinaten  alle  mit  der  näm- 
lichen Zahl  k  multiplicirt,  so  erhält  man  das  neue  Beugungs- 
bild, indem  man  die  Ordinaten  des  früheren  durch  dieselbe 
Constante  k  div^dirt.  Die  Linien  gleicher  Intensität  des  ursprünglichen 
Bildes  verwandeln  sich  also  durch  diese  Behandlung  in  die  Linien  gleicher 
Intensität  im  Bilde  der  geänderten  Oeffnung. 

Für  eine  kreisförmige  Oeffnung  istklar,  dass  die  Punkte  gleicher 
Intensität,  also  namentlich  auch  die  völlig  dunkeln,  sich  in  Kreislinien  um 
0  als  Mittelpunkt  gruppiren  werden.  Lässt  man  nun  die  kreisförmige 
Oeffnung  in  eine  elliptische  übergehen,  deren  grosse  Axe  in  die  Ordi- 
oatentxe  fällt,  indem  man  jede  Ordinate  mit  A:  (^  1)  multiplicirt,  so  wird 
jeder  Kreis  im  Beugungsbilde,  indem  man  seine  Ordinaten  durch  k  divi- 
dirt,  in  eine  Ellipse  verwandelt,  deren  grosse  Axe  in  die  Abscissenaxe  zu 
liegen  kommt.  EineEUipse  liefert  demnach,  als  bengexidL^  O^H- 
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nang  gebraucht,  elliptiHcbe  Ringe,  welche   mit  ihr  älml 
aber  um  00"  gegen  sie  gedreht  sind. 

Multiplicirt  man  sowohl  dio  AbBcisacn  als  die  Ordinateu  einer  Oel 
nnng  mil  eiuem  und  domselbeo  Fnntor  k,  bo  miiss  man  gleichzeitig 
Abscissen  und  Ordinate«  des  Beugungsbüdcs  durch  A  dividircn.  Die  neae 
Oeffnung  ebeneo  wie  ihr  Ucagungshild  bleiben  alsdnnn  den  Drspj-iluglichen 
Shulich,  nur  sind  die  Dimensionen  des  letzteren  in  demselben  Verhältniss 
kleiner  geworden,  in  dem  man  die  der  erstereu  vergrössert  hat,  nnd  umge- 
kehrt. Wollte  mau  daher  ,  nm  an  Lichtstärke  zu  gewinnen ,  immer  grösser« 
und  grössere  Oeffnnngcn  anwenden,  so  würde  man  bald  eine  Grenze  eirei- 
chen,  für  welche  das  Beugnngsbild  nicht  mehr  deutlich  gesehen  wird,  weil 
seine  bellen  nnd  dunkeln  Linien  sich  zu  enge  zusammendrängen.  Dar 
Hauptvortheil  der  Ferurohrbeohachtniig  vor  der  mit  blossem  Auge  beruht 
gerade  darauf,  dnss  man  bei  gleicher  Deutlichkeit  des  Bildes  grössere  Oeff- 
nuDgen  anwenden  und  dadurch  eine  (im  Verhältniss  der  Qnadralc  der' 
Flächeninhalte)  grossere  Licbtstilrke  erzielen  kann. 

U,  Oeffunngen  mit  Hittelpunkt  nnd  (mindestens)  einem  Paar  conjn- 
girter  Dnrchmeuer.  Bclrachten  wir  jetzt  eine  Ooffnnng,  deren  Conlur 
einen  Millclpunkt  besitzt,  d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  alle  di 
gezogenen  Sehnen  halbirt  werden.  Legen  wir  durch  diesen  zwei  conja* 
girte  Durchmesser  (deren  jeder  die  mit  dem  anderen  parallelen  Sehnen 
balbirt)  und  zerlegen  wir  die  Oeflnung  parallel  mit  dem  einen  in  lauter 
gleichbroite  Streifchon,  welche  wir  als  schmale  Parallelogramme  betrachten 
kiinncn.  Zwei  dieser  Streifeben,  welche  beiderseits  gleichweit  vom  Mittel- 
punkt abstoheu,  sind  von  gleicher  Länge  nnd  senden,  welches  auch  die 
Richtung  der  gebeugten  Strahlen  sein  mag,  ähnliche  Stralilenbündel 
sie  geben  daher,  jedes  für  sich,  RcsiiUanten  von  gleicher  Amplitude,  welche 
den  nämlichen  Gangunterscbied  gegenüber  einem  beliebig  gewRblten  Strahle' 
besitzen,  wie  die  von  den  Mitten  der  Streifchen  ausgehenden  Elementar*' 
strahlen-  Diese  beiden  Kesultnutcn,  wiederum  mit  einander  vereinigt,  lie- 
fern einen  Strahl,  welcher  denselben  Gangunterscbied  hat,  wie  der  durdfa 
den  Mittelpunkt  der  Oefinnng  gehende  Elementarstrahl.  So  lassen  sieb.] 
die  Wirkungen  aller  Stroifchen,  indem  man  sie  je  zwei  und  zwei  zusammea- 
fasst,  ersetzen  durch  die  Wirkung  von  durch  den  Mittelpunkt  der  OelTnung 
gebenden  Strahlen,  welche  zwar  nnter  sich  verschiedene  Ampliludi 
alle  denselben  Gangunterschied  haben.  Der  rcsulttrendo  Strahl 
einer  m  it  einem  Mittelpunkt  begabten  Oeffnung  befind  et 
also  stets  in  demselben  Seh  wi  nguugszuat  and,  wie  der  di 
den  Mittelpunkt  gebende  Eiementarstrahl. 

Dieser  Salz  findet  Anwendung  auf  das  Parallelogramm  (a.  §.  7),  la- 
dem  man  dessen  Diagonalen  oder  dessen  Mittellinien  als  conjngirte  Durch-' 
mcsser  betrachten  kann;  ebenso  aof  jedes  regelmässige  Vieleck  von  gers^' 
Seilemabl;  /ernflr.jpfjijflfl  ffrflJB*  ^^  Ellipse  etc. 


\ 


1 

I 


r ~ 
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■  19.  Dnieoktge  Oeffnung.     Wir  legen  durch  den  Eckpunkt  A  (Fig.  8) 

I  dM(  Drei^ckf,  welcher  einer  beliebigen  Normnlebeuc  der  gebeugten  Strab- 
l«n  xin  nächsten  liegt,  zu  difisen  eine  Ebene  eenkrechtj  Bß  und  Cy,  die 
RDtfeinnngen  der  beiden  anderen  Eckpnnkte  von  dieser  Ebene,  oder,  whr 
likssetbe  ist.  die  Projectionen  der  Dreiecksseiten  AC^=c  und  AB  =  b»ni 
die  Richtung  der  gebeugten  .Str&blen,  sind  nlsdann  die  Gaugnnterscbiede 
der  Eckslrahlen  in  B  und  C  gegenüber  dem  Eckstrahl  in  A. 

Sei  nun  beispielsweise  ß|)  gleich  einer,  Cy  gleich  «wei  ganzen  Wellen- 
Ungen,  and  man  zieht  von  B  nns  die  Gerade  B  D  nach  dem  IlalbirungBpnnkt 
der  Gegenseite,  so  werden  alle  von  dem  Streifen  ^jönuBgehendeSlrahlen 
ler  sich  in  gleichem  Schwingungszustand  ,  und  zwar  hinler  dem  Strahl  AA' 
nm  eine  Wellenlänge  zurück,  dagegen  dem  Strahl  Cy  um  ebenso  viel  voraua 
sein.  Ueberhaupt  wird  jeder  mit  BD  pnrnllele  Streiren  Strahlen  aussen 
den,  welche  unter  sich  in  gleichen  SchwingnngsKtistHnden  sind.  Zwe 
solcbe  Streifen,  welche  die  Grundlinie  AC  \a  zwei  nm  AV=*^AC  entfern 
teo  Punkten  treffen,  Hind  um  eine  ganze  Wellenlänge  in  ibr^m  Gange  %'er 
schieden;  swei  Streifen  aber,  welche  nm  ^AC  von  einander  abstehen, 
I  differiren  unter  sich  um  eine  halbe  Wellenlänge.  Zieht  man  daher  dnrch 
pinen  beliebigen  Punkt  fa  Fig.  0)  der  Seite  AC,  der  um  weniger  als  ^AC 
TOD  A  absteht,  eine  Parallele  zu  BD,  ebenso  durch  die  Punkte  (i,  c,  d), 
«eiche  rosp,  um  \AC.  %AC,  ^AC  von  a  abstehen,  ho  sind  die  Streifen  na' 
DKd  fc,  ebenso  hb'  und  rf/  unter  sich  in  vollkommener  Uebereinatim- 
aung,  <!•  ihr  Gangnnterschied  eine  ganze  Wellenlänge  beträgt;  hingegen 
Bteheu  aa  und  'cc  mit  bb'  und  dd'  in  diroctem  Gegensatz,  da  zwischen 
ihncD  ein  Gang  unterschied  von  einer  halben  Wellenlänge  herrscht.  Da 
nun,  wie  sich  ans  dem  blosen  Anblick  der  Figur  ergicbt,  die  Summe  der 
Streifen  aa'  und  cc  gleich  ist  der  Somme  der  Streifen  hli  und  dd',  so  ver 
sichten  »ich  ihre  Strahlen  gegenseitig.  iJa  eich  aber  zu  jedem  beliebigen 
Streifen  anf  diese  Weise  noch  drei  hlnzuHadeu  lassen,  welche  mit  ihm  die 
Uchtatiirke  Null  geben,  so  vernichten  sich  alle  von  der  dreieckigen  OeiT- 
BVng  kommenden  Strahlen,  sobald  die  Projection  der  einen  Sötte  auf  die 
Strkhletirichtung  eine,  die  der  zweiten  Seite  zwei,  die  der  dritten  demnach 
•beafalls  eine  ganso  Wellenlänge  lioträgt. 

Allgemein  lässt  sich  behaupten,  dass  die  Wirkung  des  gebeugten 
Bündels  Null  ist,  sobald  die  Projectionen  zweier  Dreiecksseiten  auf  die 
än»blenrichtung  zwei  verschiedenen  Zahlen  ganzer  Wellenlängen 
gleich  «ind  (uothwcndig  ist  dann  anch  die  Projection  der  dritten  Seile  anf 
diewlbo  Kichtnng  gleich  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen).  Sei,  um 
dieae  Behauptung  zu  erhärteu,  Bß  =  mk,  Cy  =  ("<  +  "')*■,  so  theile  man  AC 
in  m+n  gleiche  Theite,  ziehe  durch'  den  hi""'  Theilpunkt  (M),  von  A  aus 
gerfcbnei,  BM,  so  wird  jeder  mit  Di\l  parallele  Streifen  Strahlen  liefern, 
««lehn  unter  sich  in  gleichem  SchwingungszuBlamle  tind;  je  zwei  Streifen, 
vtlcbe  dnrch  zwei  benachbarte  TheJi^nnkte  g"faen,  werden  unltst  %)c\i%m 

Ufi„„„iit  e    l-hfili,  KIV,  I.  o  ^1 
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eine  ganze  Wellenlänge  im  Gange  yerschieden  sein,  und  dasselbe  wird 

AC 
überhaupt  gelten  für  je  zwei  solche,  welche  um  — -r— ,   auf  ÄC  gemessen, 

von  einander  abstehen.    Zwei  Streifen  dagegen,  welche  auf  AC  das  Stück 

AC 

r  zwischen  sich  fassen,  dififeriren  unter  sich  um  eine  halbe  Wellen- 

2  (m  +  w)  ' 

AC 

länee.  Zieht  man  nun  durch  einen  Punkt  «,  welcher  um  weniger  als  —. — ; — r 
°  **  2(m+fi) 

AC 

von  A  absteht ,  und  durch  alle  Punkte  6,  c,  rf, . . . ,  die  von  a  um  —z — - — c  , 

2  \fH  -^  H) 

AC  AC 

2  .  —p — - — r  ,   3  .  — ; — ; — r  u.  s.  f.  entfernt  sind ,  Streifen  parallel  B  flf ,  so 
2  (m  +  w)  '         2  (m  +  n)  ^ 

treffen  auf  AM2m^  auf  MC2n  solcher  Streifen.  Unter  diesen  sind  die 
Streifen  aaj  cc\  . . .  unter  sich,  ebenso  bh\  dd\  . .  .  unter  sich  in  Ueber- 
einstimmung,  die  erste  Gruppe  befindet  sich  aber  zur  zweiten  in  vollem 
Gegensatz.  Bezeichnet  man  die  Länge  des  ersten  Streifens  mit  or,  die 
des  letzten  oder  2(m+ny^^  mit  y,  und  die  Linie  BM  mit  d,  so  ist  im  Drei- 
eck ^^^itf  jeder  folgende  Streifen  um  —  länger,  im  Dreieck  BMC  aber 

jeder  folgende  um  —  kürzer  als  der  vorhergehende.  Die  verschiedenen 
Streifenlängen  sind  demnach : 

1)  a:,  2)  ^  +  rr, 

^         2m         '  ^  2fw 


^  2m        ^    '  ^  2m       ^^    ' 

.   .X     (2«  — l)tf  ,  ,     V      (2w— 2)d  . 

^'^  +  ^^  2n         "*"^'  2m  +  2)     ^— -_Z-  +  y, 


N  3rf  .  .  ^  2(f  . 

2m  +  2ii-3)         ^  +  y»  2m  +  2n-2)         ^  +  y> 

2m  +  2n— 1)         r^  +  ^i  2m  +  2n)  y. 

Addirt  man  jede  dieser  beiden  Gruppen,  so  erhält  man  als  Summe  der 
Streifen  von  ungerader  Ordnungszahl 

/2  +  4  +  ...+  («>n-2)      t+8+...(2>.-l)\ 

\  2m  ^  2n  J     ^         ^    y 
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und  ak  Summe  der  Streifen  von  gerader  Ordnungszahl 
/l  +  3+...+  ftm-l)  2_+^^+(2n-2)X 
\  2m  2n  /  . 

Nun  ist  aber  die  Summe  aller  ungeraden  Zahlen  von  1   bis  2  m  —  1 

gleich  nt*,  und  die  der  geraden  von  2  bis  2m  —  2  gleich  m  (m  —  1);  man  hat 

sonach  als  Summe  der  ungeraden  Streifen 

m  +  n^l 

^-^—d  +  mx  +  ny 

imd  als  Summe  der  geraden  ebenfalls 

d  +  mx  +  ny. 

Da  diese  beiden  Summen  einander  gleich,  ihre  Wirkungen  aber  gerade 
entgegengesetzt  sind,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf.  Dasselbe  würde  von 
jeder  anderen  derartigen  Streifenreihe  gelten.  Das  gebeugte  Bündel 
wird  also  zerstört,  wenn  jede  derProjectionen  zweier  Drei- 
eeksseiten  gleich  einer  anderen  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
ist  Im  Bilde  erscheint  also  überall  da,  wo  ein  solches  Bündel  vereinigt 
wird,  ein  dunkler  Punkt. 

13.  Conatruction  des  Omndrisses.  Um  im  Grundrisse  die  dunkeln 
Punkte  zu  bestimmen,  ziehe  man  (Fig.  10)  OB  parallel  der  Dreiecksseite 
JC{b)  und  06^  parallel  AB(jc)  und  trage  auf  diesen  Linien  von  0  aus 

beiderseits  Stücke  auf,  welche  resp.  gleich  ---  und  —  ,  welche  such   also 

nmgekehrt  wie  die  Dreiecksseiten  b  und  c,  oder  direct  wie  die  zugehörigen 
Höhen  h'  nnd  h''  verhalten.  In  den  Theilpunkten  errichte  man  Senkrechte 
resp. zu  OB  und  OC;  da,  wo  sich  zwei  dieser  Senkrechten,  die  Theilpunkten  ^ 
von  ungleicher  Ordnungszahl  entsprechen ,  durchschneiden,  treten  im  Bilde 
dunkle  Punkte  auf.  Diese  Construction  ergiebt  sich  durch  dieselbe  Schluss- 
reihe, welche  oben  beim  Parallelpgramm  angewendet  wurde.  Es  wird  da- 
her nicht  nöthig  sein,  dieselbe  hier  zu  wiederholen. 

Eine  andere  bequemere  Construction  ergiebt  sich  durch  folgende  Be- 
trachtung. 

Ist  wie  vorhin  OB  (Fig.  10)  parallel  AC^  OC  parallel  AB  gezogen, 
ferner  Oß  proportional  (oder  =)ä",  Oy  proportional  (oder  =)  h'  gemacht 
worden,  so  ist  Dreieck  Oßy  ähnlich  dem  gegebenen  Dreieck  A  CB,  weil 
Winkel  ßOy^sLA  und  Oß:Oy  =  Ii':h'  =  b:c.  Errichtet  man  nun,  um 
die  beiden  ersten  Geraden  der  obigen  zwei  Liniensysteme  zu  erhalten,  ß8 
senkrecht  zu  OC  und  y8  senkrecht  zu  OP,  zieht  ferner  durch  0  XX'  pa- 
rallel/9  4  und  YT  parallel  yi^  und  verbindet  0  mit  d,  so  ist  Dreieck  tiO 
Xhnlich  dem  Dreieck  Oßy  («  ist  der  Durchschnittspunkt  von  yi  mit  -^2"); 
denn  Winkel  Oii  ist  gleich  L  ßOy=^LA,  weil  ihre  Schenkel  aufeinander 
senkrecht  stehen;  femer  würde  ein  über  Od  als  Durchmesser  beschriebener 
Kreis  doreh  ß  und  y  gehen;  es  ht  daher  L  Ody  =  LOßy  =  LC  lA^V^iv 
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pheriewinkel  über  dem  gleichen  Bogen;  Dreieck  s80  ist  daher  ähnlich 
mit  Dreieck  Oßy  und  folglich  auch  mit  dem  gegebenen  ACB^  und  zwar 
verhält  sich  06',8B',Ot  =  a\b:c.  Aus  dieser  Aehnlichkeit  folgt  weiter 
noch,  dass  die  Gerade  Od  oder  ZZ\  welche  die  Durchschnittspunkte  je 
zweier  zn  Theilpnnkten  von  gleicher  Ordnungszahl  gehörigen  Senkrechten 
enthält,  senkrecht  steht  zu  der  dritten  Dreiecksseite  a. 

Um  daher  das  Liniennetz,  dessen  Knoten  dunkle  Punkte  sind ,  zu  ent- 
werfen, ziehe  man  XX'  senkrecht  zur  Seite  c  der  dreieckigen  Oeffnung, 
V  V  senkrecht  zu  ft,  trage  auf  ersterer  Linie  gleiche  Stücke  proportional 
r,  auf  letzterer  Stücke  proportional  b  auf,  und  ziehe  durch  die  Theilpunkte 
Parallele  resp.  zu  YY'  und  X X'  -^  die  dritte  zur  Seite  a  durch  0  gelegte 
Senkrechte  ZZ'  geht  d^nn  durch  alle  jene  Schnittpunkte,  welche  keine 
Nullpunkte  sind  (ebenso  wenig  wie  die  auf  XX'  und  YT'  selbst  gelegenen 
Theilpunkte)  und  wird  durch  sie  in  Stücke  abgetheilt,  die  proportional  a 
sind.  Man  hätte  statt  XX'  oder  YY'  ebenso  gut  ZZ'  der  Construction  zn 
Grunde  legen  können;  die  durch  die  Theilpunkte  von  XX'  oder  TY'  mit 
ihr  parallel  gelegten  Geraden  gehen  nothwendig  durch  die  nämlichen  vor- 
hin schon  erhaltenen  Knotenpunkte.  Ueber  den  Grundriss  ist  also  ein  aus 
drei  Schaaren  paralleler  Geraden  gebildetes  Netz  ausgebreitet,  welche  resp. 
zn  den  Seiten  der  dreieckigen  Oeffnung  senkrecht  stehen  und  sich  je  drei 
in  den  nämlichen  Punkten  durchkreuzen;  sie  zerschneiden  den  Grundriss 
in  congruente  Dreiecke ,  welche  mit  der  Oeffnung  ähnlich ,  aber  nach  der 
einen  oder  andern  Seite  hin  um  90*^  gegen  sie  gedreht  sind.  Alle  Knoten- 
punkte sind  Nullpunkte,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  auf  den  drei 
durch  die  Bildmitte  gehenden  Geraden  XX\  YY',  ZZ  liegen.  Wir  wollen 
diese  drei  Geraden  die  Hauptaxen  des  Bildes  nennen  (Fig.  11). 

14.  Die  Intensit&t  auf  den  Hauptaxen.  In  einer  Hauptaxe  (z.  B.  ZZ') 
erscheinen  diejenigen  Bildpunkte  projicirt ,  deren  erzeugende  Strahlenbün- 
del senkrecht  zur  entsprechenden  Dreiecksseite  (a)  stehen,  so  dass  die  Pro- 
jectionen  der  beiden  anderen  Seiten  auf  die  Strahlenrichtung  einander 
gleich  werden. 

Sei  demnach  Bß  =  Cy  (Fig.  8),  so  sendet  jeder  mit  J5C  parallele  Strei- 
fen Strahlen  von  gleichem  Schwingungszustande  aus;  ist  nun  zunächst 
Bß=^CY  =  l  und  man  zieht  (Taf.  I,  Fig.  12)  DE  durch  die  Mitte  D  von 
AB  parallel  mit  BC,  ebenso  DF  parallel  AC,  so  vernichten  sich  die  Wir- 
kungen der  Dreieckchen  ADE  und  DBF,  denn  zu  jedem  Streifen  des 
ersten  lässt  sich  ein  anderer  gleichgrosser  im  zweiten  angeben,  der  gegen 
ihn  einen  Gangunterschied  von  lA  hat;  es  bleibt  also  nur  die  Wirkung  des 
Parallelogramms  -£^/>/'C  übrig ,  dessen  Endstrahlen  längs  C/' gegen  die- 
jenigen längs  £Z>  um  |X  zurück  sind,  und  welches  dem  Flächeninhalte  nach 
die  Hälfte  des  Dreiecks  ABC  ist. 

Ist  weiter  Bß=zCy=^m\,   so   theile  man  AC  (Fig.  13)  in  m  gleiche 
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Theile,  ziebe  durch  die  Theilpunkte  Parallele  zxx  AB  und  BC*^  die  Wirkung 
eines  jeden  der  so  entstandenen  Parallelogramme  ist  aus  bekannten  Grün- 
den Null.    Die  noch  übrig  gebliebenen  kleinen  Dreiecke  ^  deren  jedes   -^ 

▼om  ganzen  ist ,  kann  man  ebenso  behandeln  wie  vorher ;  es  bleibt  alsdann 
TOD  jedem  noch  die  Wirkung  eines  kleinen  Parallelogramms  Übrig,  welches 

die  Hälfte  des  entsprechenden  Dreieckchens,  also  — ^  vom  ganzen  Dreieck 

ist  (die  wirksamen  Parallelogramme  sind  in  der  Figur  schraffirt).  Die 
Strahlenbündel,  welche  diesen  Parallelogrammchen  zugehören ^  sind  aber 
ähnlich  mit  dem  Strahlenbündel  des  Parallelogramms  ED  FC  im  vorigen 
Falle  (Fig.  12),  da  ihr  Randstrahlenunterschied  wie  dort  ^l  beträgt;  ausser- 
dem  ist  jedes  derselben  gegen  das  benachbarte  um,  eine  ganze  Wellenlänge 
verschoben ,  so  dass  alle  unter  sich  in  vollem  Einklänge  stehen.  Die  aus 
der  Wirkung  aller  resultirende  Amplitude  beträgt  daher,  weil  m  solcher 

•M  I 

Parallel ofi:ramme  vorhanden  sind,  — z  oder  — ,  und  die  Intensität  mithin 
°  2m*  2  m 

^ ,  vorausgesetzt,  dass  Amplitude  und  Intensität  im  vorigen  Falle,  d.  h. 


(2ifi) 

für  01  =9 1 ,  resp.  gleich  ^  und  j-  angenommen  werden. 

In  den  Punkten  der  Hauptaxe  also,  welche  den  Gangunterschieden 
^^  =  Cy  =  A,  2X,  3il, . . .  mA, .  . .  entsprechen,  d.  h.  in  den  bei  der  Con- 
i»truction  des  Grundrisses  auf  der  Axe  aufgetrageneu  Theilpunkten,  ver- 
balten sich  die  Intensitäten  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
geraden  Zahlen,  also  wie 

Jl^   J       1_  1 

2"    4""e^'"*(2m)«-"* 

In  Fig.  IIa  sind  diese  Punkte  mit  2',  4',  6',  .  .  . ;  2"  4",  6", . .  . ;  2'",  4'", 
ö",  —  beziffert. 

Sei  nun  weiter  Bß  =  Cy=^kj  so  behaupte  ich^  dass  die  Wirkung  des 
Dreiecks  ABC  grösser  sei,  als  diejenige  des  gleichgrossen  Parallelogramms 
ABFG  (Fig.  14),  dessen  Kandstrahlcn  in'  BF  gegen  die  in  ^^  um  \X  diffe- 
riren.  Zieht  man  nämlich  durch  die  Mitte  D  von  AB  2>£*  parallel  ^C  und 
DF  parallelere*,  sodass  die  Strahlen  des  Streifens  BC  um  eine  halbe,  die  von 
D E  um  eine  Viertel- Wellenlänge  gegen  den  von  A  oder  die  von  AG  aus- 
gebenden Strahlen  zurück  sind ,  so  erscheint  die  Resultante  des  Dreiecks 
ABC  zusammengesetzt  ans  den  Resultanten  des  Parallelogramms  AD  FE 
and  der  beiden  kleineren  Dreiecke  DBF  und  EFC^  diejenige  des  Paralle- 
logramms AB FG  aber  aus  der  Resultante  dos  nämlichen  kleineren  Paral- 
lelogramms AD  FE  uud  den  Resultanten  der  Dreieckchen  DBF  und  EGA. 
Während  aber  die  Wirkung  des  Dreieckchens  DBF  im  ersten  Falle  von 
der  des  Dreieckchens  EFC  durchweg  unterstützt  wird,  wird  dieselbe  vio 
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zweiten  Falle  durch  die  Wirkung  des  Dreieckchens  EGA  theilweise  auf- 
gehoben, woraus  das  oben  Behauptete  unmittelbar  folgt. 

X 
Hat  man  nun  allgemein  ^/3==  C^=(2m-)- 1)  — ,  so  theile  man  AC 

(Fig.  15)  in  2fn+  I  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallele 
mit  ^^  und  BC^  so  wird  dadurch  das  Dreieck  ^jßC  zerlegt:  1)  in  Drei- 
eckchen, deren  jedes  ^ j— r^vom  ganzen  Dreieck  ist;  die  Wirkungen  von 

(2m  +  1) 

je  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  heben  sich  auf,  weil  zu  jedem 
Streifeben  im  einen  Dreieckchen  ein  gleichgrosses  im  andern  existirt,  des- 
sen Strahlen  gegen  jene  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben  sind ;  wirk- 
sam bleibt  also  nur  das  letzte  unpaare  Dreieckchen  ahC\  2)  in  Parallelo- 
gramme, deren  Endstrahlenunterschied  abwechselnd  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Anzabl  halber  Wellenlängen  beträgt;  die  Wirkung  der  ersteren 
ist  Null ,  von  jedem  der  letzteren  aber  bleibt  ein  kleines  Parallelogramm 
übrig,  dessen  Endstrahlenunterschied  \\  und  welches  doppelt  so  gross  als 

2 

eines  jener  Droieckchen,  also  7 ; — r^  von  ABC  ist.     Solcher  Parallelo- 

•*  (2m +  1)* 

grammchen,  deren  Strahlenbündel  übrigens  unter  sich  in  völligem  Einklänge 

sind ,  sind  m  vorhanden.     Also  setzt  sich  die  Gesammtwirkung  zusammen 

aus  der  Wirkung  der  m  Parallelogrammchen,  deren  Oberfläche  j —        ^  von 

ABC  beträgt,  und   aus  der  des   Dreieckchens  ahC  von   der  Oberfläche 

', ; — TT.     Die  Wirkung  des  letzteren  ist  aber  nach  dem  Vorausgehenden 

(2  m  +  Ij* 

grösser,  als  die  des  gleicbgrossen  Parallelogramms  ahfg\  also  ist  die  ge- 
suchte Resultante  grösser  als  die  Wirkung  der  Parallelogrammchen,  deren 
Gesammtoberfläcbe 

2m  1         _  2m  +  l    _       1 

(2//I  +  1)«"'"  (2m  +  l)«~"  (2m  +  l)*""2m  +  1 

ist.     Die  reäiiltirende  Amplitude  beträgt  aber  für  diese,  wenn  man  wegen 

der  Aehnlichkeit  der  Strahlenbündel  dieselbe  Einheit  zu  Grunde  legt,  wie 

1  1 

oben  für  den  Fall  Bß=  Cy=mX, ;-— ,  die  Intensität  sonach  7 ; — r^. 

'^  '  '2m-fl'  (2m-fi)* 

Die  Intensitätsverbältuisse  in  den  Punkten  der  Hauptaxo,  welche  den 
Gangunterschieden  JA,  |A,  |il, . . . X,  ...  entsprechen  (sie  liegen  mit- 
ten zwischen  den  Punkten  0,  2',  4',  6^  . . .  etc.  und  sind  in  der  Fig.  IIa  mit 
r,  3',  5',...  etc.  beziffert),  werden  also  durch  Zalilenwerthe  ausgedrückt, 
welche  resp.  grösser  sind  als  die  umgekehrten  Quadrate  der  ungeraden  Zah- 
len, also  resp.  grösser  als 

J_      J_       1  1        • 

i»'  3"''  5«' '''i~z~;;r+if'''' 
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Die  Grösse,  welclie  diesoa  Zahlen  jedcemal  uoch  h  insu  zufügen  wäre, 
IUI  die  genauen  Verhältuisse  zu  erhalten ,  rUlirt  ofTenbar  von  der  Wlrkuag 
iet  kleiuen  Dreiecks  abC  her,  ilesaeii  Oberfläche  sich  zur  ganzen  wirk- 
itmi^n  PUche  wie  1  zu  2ni-|-  1  voihSlt.  Je  grösser  daher  die  Zahl  m  wird, 
iluto  mehr  verschwindet  die  Wirkung  dea  Dreieckcheoa  gegenüber  der 
GtHDimi Wirkung  und  desto  mehr  näberu  sich  die  vorstehenden  Werthe 
il^ii  wthren  lutensitätsverhältiiisson*). 

l'eberhanpt  kann  auf  einer  Hauplase,  d.h.  wann  Bß=Cy  ist,  die  Wir- 

lang  der  Strahlen  nie  Nnll  sein;  denn  süi  allgemein  B  ß  =  Cy=(iii+-\  l, 

Mlheitc  man  C^  (Fig.  16)  in  c  im  Verhällnisa  von  «i  :^,  zerlege  Cc  wie- 

d«  in  m  gleiche  Tbcile  und  ziehe  durch  die  Tlieilpunkto  Parallele  mit  A  B 
uilAC,  so  bleibt  l)  die  Wirkung  des  Dieieckcheua  Abc,  dessen  Strahlen 

llifabc  gegen  den  in  ^  am  —  i  zurück  sind;  2)  die  Wirkung  von  mParatle- 

bgrftDiinchen ,  welche  \K  zum  Kand strahl enunterschied  Laben  und  deren 
Strititenbündcl  je  gegen  das  Tolgende  um  eine  ganüe  Wellenlänge  vcr- 
Kboben  sind. 

AngeDominen ,  die  Normalebene  der  gebeugten  Strahlen  gehe  durch 
«HO  Dreiecksseite ,  z.  B.  durch  BC  (Fig.  17),  so  sind  die  Frojectionen  der 
$rit«n  AB  und  AC  auf  die  Strallcnrichtuug  beide  gleich  Au,  und  dieser 
FiU  tmtemcheidct  sich  itn  Wesen  nicht  von  dem  eben  bebandelten  £|3=€'y. 
Wenn  das  bisher  Gesagte  zunächst  nur  für  die  Hälfte  OX  der  Hauptaxe 
pit,  so  bezieht  sich  der  gegenwärtige  Fall  auf  die  andere  Hälfte  OX';  man 
Sndtt  Hii  sie  durch  dieselben  Betrachtungen  die  nämliche  Reihe  von  In- 
teniitüten. 

15.   Inteniität  in  anderen  Blldpankten.    Der  Eckstrahl  in  B  (Fig.  18) 

im  eine  halbe,  derjenige  in  6' aber  um  eine  ganze  Wellenlänge  gegen 

i«i  Bckstrahl   iu  A  zurück,   so  ziehe  man  durch  die  Mitte  D  von  AC  die 

Linien   DK  nnd  DF  resp.  parallel  mit  BC  und  AB;    alsdann  werden  sich 

fic  Wirkungen  der  beiden  Dreieckeben  ADE  und  I>CF  gegenseitig  auf- 

ftabciD,  weil  ihre  homologen  zu  BD  parallclea  Streifchen  einen  Ganguntei- 

vou  je  einer  halben  Wellenlänge  besitzen  ;  übrig  bleibt  nur  die  Wir- 

ug  de«  farallologramms  DEBF,  welches  die  Hälfte  des  Dreiecks  ABC 

ttmacht   und  dessen   Eckstrahlen  in  £>  und   B  beide  um  ^X  gegen  den  in 

anrSck  sind. 

Ist  allgotDciu  der  Eckslrahl  iu  B  (Fig.  19)  uui  eine  ungerade,  der  tn  C 
n  «in«  gerade  Anzahl  halber  WellcntSngen  gegen  den  EckstraLl  iu  A 
Blick,  d.  h.  betrügt  die  I'rujectiuu  dfr  Dreieuksseite  AB  auf  die  StraLlen- 

frugtivlicu 
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richtuDg il,  diejenige  von  ^(7(*w  +  «  +  0  ^  ^"^  demnach  die  Pro- 

jection  der  dritten  Seite  X,  so  theile  man  ^  6^  in  2  m  4-  2n  4-  2  gleiche 

Theile,  verbinde  den  (2m  + 1)^**  Theilpnnkt  M  (von  Ä  ans  gerechnet)  mit 
5,  und  ziehe  durch  die  übrigen  Theilpunkte  Parallele  mit  üfi?;  dadurch 
wird  AB  in  2m  +  l  1  ^^  in  27i -(- i  unter  sich  gleiche  Theile  getheilt  (in 
Fig.  19  ist  m  =  l  und  ;i=:2).  Den  auf  BC  zunächst  B  gelegenen  Theil- 
pnnkt D  verbinde  man  mit  A^  so  verschwindet  die  Wirkung  des  Dreiecks 
ACD  vollständig;  denn  die  Projectionen  der  Seiten  AC  und  AD  auf  die 
Strahlenrichtung  sind  verschiedenen  Zahlen  ganzer  Wellenlängen  gleich, 
nämlich  erstere  =  (m  -{-  n  + 1)  ^9  letztere  =3  (m  4- 1)  A.  Verbindet  man  jetst 
noch  D  mit  Ey  dem  auf  AB  zunächst  B  befindlichen  Theilpunkt,  so  ver- 
schwindet ebenso  die  Wirkung  des  Dreiecks  ADE^  denn  die  Projectionen 
von  ^Z^nnd^J^  betragen  resp.  (m -)- 1)  jl  und  mA.  Wirksam  bleibt  also 
nur  noch  das  Dreieckchen  EBDj  dessen  Eckstrahlen  in  B  und  D  resp.  am 
\  X  und  l  gegen  den  in  E  verzögert  sind ;  behandelt  man  dasselbe  wie  oben, 
so  reducirt  sich  seine  Wirkung  auf  die  des  kleinen  Parallelogramms  deBf^ 
dessen  Eckstrahlen  in  d  und  B  wie  vorhin  um  ^l  gegen  den  in  e  zurück- 
bleiben, dessen  Strahlenbündel  also  mit  jenem  des  vorigen  speciellen  Fal- 
les (Fig.  18)  ähnlich  ist. 

.   Nun  istDreieck  ABB ; — von  ABC.  und  Dreieck  BDE ; —  von 

2n+l  '  2in-|-l 

ABB.  also  Dreieck  BDE ; —  • ; —  von  ABC,  Demnach  istdiereaol- 

2m  +  l     2«4-l 

11  ^  ^ 

tirende  Amplitude  j —  • und  die  Intensität 


2m +  1    27i4-l  (2m  +  l)*    (2«  +  l)* 

von  derjenigen  im  obigen  besonderen  Fall. 

Betrachten  wir  weiter  den  speciellen  Fall,  wenn  (Fig.  20)  die  Eck- 
strahlon  in  B  und  C  resp.  um  ^A  und  \X  gegen  den  in  A  zurückbleiben« 
Zieht  mau  durch  die  Mitte  D  von  ^C  die  Geraden  Z>i^  und  2>F  resp. parallel 
m\t  ACxmA  AB,  so  heben  sich  die  Wirkungen  der  Dreiecke  EBB  und  FD  0 
gegenseitig  auf,  weil  ihre  entsprechenden  zu  Bf{Af=^\AC)  parallelen 
Streifen  einen  Gang  unterschied  von  je  \l  haben;  wirksam  bleibt  nur  noch 
das  Parallelogramm  AEDF  (==\ABC),  dessen  Eckstrahlen  in  E  und  F 
gegen  den  in  A  resp.  um  ^A  und  |A  zurück  sind.  Theilt  man  dasselbe 
durch  die  zu  ^^  parallelen  Geraden  ae  und  fd  in  drei  gleiche  Theile,  so 
vernichten  sich  wiederum  die  Wirkungen  von  AEea  und  fdDF,  weil  ihre 
gleichen  Resultanten  einen  Gangunterschied  von  ^X  besitzen,  und  nur  die 
Wirkung  des  (scbraffirten)  Parallelogramms  aedf  bleibt  übrig.  Da  seine 
Eckstrahlen  in  e  und  f  je  um  ^k  gegen  den  in  a  zurück  sind,  so  ist  sein 
Strahlenbüudel  ähnlich  mit  dem  des  vorigen  speciellen  Falles  (Fig.  18) ;  die 
jetzige  Amplitude  vorhält  sich  also  zu  jener  wie  g-  ^^  i>  ^^^^  w^®  i  '^^  *> 
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demnach  ist  die  reäultirende  Intensität  — ,  von  der  überhaupt  in  diesem 
Parigraph  zur  Einheit  gewählten. 

Sei  nun  allgemein  (Fig.  21)  der  Eckstrahl  in  B  um  —  ~A,  der  in  C 

QQ  — X X  gegen  den  Eckstrahl  in  A  zurück ,  so  theilo  man  -i  C  in 

2«+2/i  +  l  gleiche  Theilc ,  verbinde  den  (2m  +  l)**"  Theilpuukt  M  (von 
A  aus  gerechnet)  mit  B  und  ziehe  durch  die  übrigen  Theilpunkte  Parallele 
zu  BM^  so  wird  dadurch  ^^in2m  +  l,  i^Cin2fi  unter  sich  gleiche Theile 
zerlegt.  Verbindet  man  jetzt  den  auf  AB  zunächst  an  A  gelegenen  Theil- 
punkt  D  mit  (7,  so  verschwindet  die  Wirkung  des  Dreiecks  DBC^  weil  die 
Projection  von  DB  auf  die  Strahlenrichtung  offenbar  mXy  die  von  DC  aber 
(«-|-/t)X  beträgt;  verbindet  man  ferner  D  mit  dem  dritten  Theilpuukt  E 
9iafAC  (von  A  aus  gerechnet),  so  ist  die  Wirkung  des  Dreiecks  DEC  eben- 
falls Null;  denn  die  Projectionen  der  Seiten  DE  und  DC  betragen  resp.  k 
und  {m+n)X,  Die  ganze  Wirkung  ist  also  zurückgeführt  auf  die  des  Drei- 
eckchens >ii>J?,  welches  in  D  und  E  die  Gangunterschiede  ^X  und  |A  be- 
sitzt und  daher  ganz  wie  vorher  behandelt  werden  kann. 

Das  Dreieck  ACD  ist  aber  - — r--  vom  ganzen  Dreieck  ^tf^C,  ferner 

Dreieck  ADE^ /     ,  ,  von  ACD,  folglich: 

Dreieck  ADE=i^    \     .  - — ,^     ,  ,  .ABC. 

2m-fl   2m+2u+\ 

War  also  die  Amplitude  im  Specialfall  (Fig.  20)  j^ ,  so  ist  sie  jetzt 

1 1 

2m-f  r2m-t-2w-f  r 

und  die  Intensität  sonach  ; r"TTi«  t '."H — rr^»  immer  auf  die  oben  ge- 

(2m-f  1)*   (2m-f 2w-f  1)*'  ^ 

w&hlte  Einheit  bezogen. 

Wir  können  jetzt  das  Ergebniss  des  gegenwärtigen  Paragraphen  zu- 
lammenfassen  in  dem  Satze:    Betragen  die   Projectionen   zweier 
Dreiecksseiten  auf  die  Strahlenrichtung  jede  eine  ungerade 
Anzahl  halber  Wellenlängen,  so  ist  die  Intensität  in  dem  ent- 
sprechenden Bildpunkt  ausgedrückt  durch   das  Product  der 
reciproken  Quadrate  jener  beiden  ungeraden  Zahlen,  wenn  die 
Lichtstärke  der  Punkte,  für  welche  die  Projectionen  der  drei  Seiten  resp. 
^i,  ^A,  A  sind,  zur  Einheit  genommen  wird.    Dabei  dürfen  die  beiden  un- 
geraden Zahlen  auch  einander  gleich  sein,    wenn  nur  die  Projection  der 
dritten  Seite  nicht  gleichzeitig  Null  ist,  in  welchem  Falle  man  es  mit  einem 
Punkte  der  bereits  abgehandelten  Hauptaxen  zu  thuu  hätte;  die  Projection 
der  dritten  Seite  muss  vielmehr  stets  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
gleich  sein. 
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Die  hier  in  Uetle  stehenden  Bildpunkte  projictrcn  eicb  im  GmadtiM 
(Fig.  II)  in  den  Hiltclpunkten  nnd  den  Berührungspunkten  der  Ellipsen, 
wolclic  für  jeden  Sextanten  des  Bildes  in  diejenigen  pBrallelogramme  ein- 
gezeichnet wurden,  deren  Seiten  mit  den  heiden  ihn  ciuBciiliesacnden  üaupt- 
H.xen  parallel  laufen.  In  Fig.  11  n  ist  ein  solcher  Sextant  in  grösserem 
Maassetabe  besonders  gezeichnet  nnd  jedem  der  erwähnten  Funkte  der 
Nenner  seines  IntensitStsaasdrnckcs  beigoschrioben  worden.  Ans  dieser 
graphischen  Uebersichtstabclle  erkennt  man,  dass  von  den  fünf  fdr  jede 
Ellipse  angegebenen  lutensittitcn  die  des  Mtttelpnnktos  die  grüsstc  ist;  vtc< 
können  daher  diese  Punkte  Maximalpunkte  nennen  (obgleich  die  wiA-j 
liehen  Masima  etwas  mehr  gegen  die  Mitte  des  Bildes  zu  liegen).  Denkaoni 
wir  una  in  jedem  Punkte  des  Grundrisses  die  zugehörige  Intensitfit  als  Or- 
dinate errichtet,  so  stellt  sieb  die  ganze  Erscheinung  ols  ein  zusammen- 
hängendes Lichlgebirgo  dar;  über  jeder  Ellipse  erhebt  sich  ein  Berg,  dessen 
UipFel  (nahezu)  über  deren  Mittelpunkt  liegt;  joder  Lichtberg  ist  von  vier 
Kesselthlilern  (den  duukelu  Funkten)  umgehen  und  hängt  mit  dcu  Nachbar- 
borgen durch  sattelfiiraiige  I'ässo  zusammen.  Entlang  den  Hauptaxen  ver- 
laufen, nach  Aussen  stetig  abfallend,  sechs  Gebirgszüge,  deren  Kämme  di 
benachbarten  isolirten  Gipfel  allenthalben  überragen  nnd  in  dem  mittlen 
hüchsten  Gebirgsknoten  ihren  geineinschaftlichen  Culminalionepunkt  er- 
reichen. 

16.  Bengangsbild  einer  Oeffimng,  welche  am  zwei  sn  einander  aTinme- 
triflch  gelegenen  Parallelogrammen  gebildet  ist.  Theils  um  zu  zeigen, 
wie  die  bisher  entwickelten  Sätzo  sich  auch  zur  Bestimmung  der  Beugnngs- 
phänomeue  anderer  Oeffnungeu  verwerthen  lassen,  IhoiU  um  einer  später 
folgenden  Anwendung  willen,  soll  hier  nuch  die  Erscheinung  betrachtet 
worden,  welche  durch  zwei  congruenle  sj'mmetriscb  zusammeustosseude' 
Parallelogramme  (Fig.  22}  hervorgebracht  wird.  Dunkle  Stellen  können 
im  Bilde  nur  da  auftreten,  wo  entweder  die  Wirkuug  jedes  FantllelogrammB 
für  »ich  verschwindet,  oder  da,  wo  die  Wirkuug  des  einen  aufgehoben  wird 
durch  die  Wirkung  des  anderen.  Jedes  Parallelogramm  giobt  aber  für  sich 
die  Wirkung  Null,  1)  wenn  die  Prajection  der  gemeinschaftlichen  Seite  JA 
auf  die  Strahlenrichtung  eine  Anzabl  ganzer  Wulleulängen  beträgt;  2)  wenn 
die  Projectionen  von  AB  und  AC  gleichzeitig  Jede  eine  beliebige  Anzahl 
von  ganzen  Wellenlängen  auamaefaen.  Um  die  entsprechenden  dunkeln 
Stellen  im  Grundriss  zu  Huden,  hat  man  daher  dieselbe  Construction  zu  ma- 
chen, als  wollte  man  für  jedes  Farallelugramm  einzeln  das  Itengungsbild 
entwerfen.  Man  ziehe  nämlich  durch  0  die  Gerade  .V.V  senkrecht  zu  AD, 
yy  und  ZZ"  resp.  senkrecht  au  .4/1  nnd  AC,  trage  auf  .VA"'  von  0  aas 
beiderseits  gleiche  Stücke  proportional  AO  auf  und  auf  11"  (oder  ZZ") 
gleiche  Stücke  proportional  AB;  durch  die  letzteren  Theilpuukie  ziehe  man 
Farallolo  zu  AM",  so  werden  diese  in  ihrer  ganzen  Länge  vollkommtai 
MihwMri  erscheinen  (vgl.  liiersu  $.  u).     Durch   die  Theilpunkte  auf  £X' 


1 


er-  J 
er-  ^ 


1 


Q  FurftUele  sowohl  zu  FI''  als  ZZ';  da,  wo  dieselben  sicli  durch- 
m,  auch  ».nt XX'  selbst,  erscheinon  dunkle  Punkte. 
Die  WirkuBgen  der    beiden  Pnrallelograinme   können   sich   nur   dort 
I  gegvaseitig  nuf heben,  wo  ihre  resiiltironden  Stiablon  mit  gleichen  Ampli- 
I  tndeu,  fther  oincm  GanguntorschieU    von  einer  ungeraden  Anzahl  halber 
I   WtilRnlÜDgen  sich  veieinigeu.     Es  ist  leicht  cinsuseben,  dass  nur  in  Punk- 
ten der  Axe  XX"  beiden  Bedingungen  gleichseitig  genügt  werden  kann, 
il  iwu   werdeu  diese  neuen  dunkeln  Punkte  gerade  in  der  Mitte 
r  lisgpo  t wischen  donjcnigen,    welche  auf  der -V-Axe  boieita  gefunden  sind 
'  (nuaentlich  jederseits  auch  einer  zwischen  der  Bildmitlo  und  dem  ersten 
der  voiigeo  dunkeln  Punkte).     Denn  ist  für  eiueu  Pnnkt  der  Aze  .VA"  der 
L  EclitraW  i-  «> —  ''—  •-   '  —  -"+'1 


I  B  gegen  den  in 
I  renltüende  Strahl ,  walcbei'  < 

,   2B+1 


-iL  verschoben,  so  wird  auch  der 

I  der  Mitte  ß  des  ersten  Parallelogramms 

kansgslit,  gerade  uro  — -k  gegen  den  von  y   ansgohendon  roaultireudcn 

SitM  des  Eweiten  Parallelogramms  varschobcu  sein.  Die  angegebenen 
Biltliiunklfl  sind  aber  gerade  diejenigen,  ffir  welche  die  Verschiebung  des 
2J.  +  J 


1  B  gegen  den  in  ^  - 


- 1  betragt. 


,  die  in  Rede  stehende  Oeffnung  zu 
Ifebitrl,  so  hätte  man  die  Intensität  auf  de: 
I  Ende  ausgesprochenen  .Snizes  ang 
t(  XX"  dieselbe  Reihe  von  Intensitäten . 


dar  in  §.  9  besprochenen  Ctasse 
Axe  XX  auch  vermöge  dos  dort 
iben    können.     Danach  herrscht 

/ßlche  daselbst  ein  Rechteck  von 


Grundlinie  BC  und  der  Höhe  AD  (Kechteek  BCEF,  Fig.  22)  bervor- 
•ingeu  würde. 

Kach  diesen  Angaben  läset  sich  der  Grundriss  des  Bildes  uit  allen  sei- 
ilnnkclu  Stellen  ohne  Schwierigkeit  construircn,  wie  dies  in  Figur  23 
leben  ist. 

17.  Xnitf&rtnige  OeSucng.  Die  Beugnngserscheiuung  eiuer  kreisrun- 
'eflniing  ist  für  oiue  synthetische  Utihandluug  wenig  geeignet.  Deu- 
wollcu  wir  CS  versuchen,  weuigstene  die  Lage  der  beiden  ersten  diin- 
Rtnge  ann^ernd  zu  bestimmen. 

D*  im  Beugungshildc  des  Kreises    alle  von  der  Bildmitte  gleichwoit 

JBtferBten  Pnokte  offenbar  anuh   die  gleiche  Lichtstärke  besitzen,  so  ge- 

ea,   blos  eine  doreh  die  Bildmitte  gezogene  Gerade  zu  betrachten. 

.1  (Fig.  34)  eine  suluho  Gerade,  so  donken  wir  uns  die  kreisfürmigo 

ravng  tenkrccht  zu  OA  in  schmale  Streifen  zerlegt,  so  dass  die  Strah- 

eine*  j«den  Stti^tfens  nnter  sich  in  Ueberoinetiramuug  sind.     So  lange 

Projectieu  des  Durchmessers  Ali ^d  auf  die  Strahl enrichtnng  we- 

halbe  Wellenlänge  beträgt,  wird  keiner  dieser  Streifen  mit 

directem  Gegensatz  sein  können  i  beträgt  diese  Prujection 

aicD  halbe  WellenUnge,  so  dass  etwa  (.ftg.  14)  ^a  Vtt^^j 
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tion  von  AD^=^\\\a\,^  so  macbe  man  BC^=  AD  und  beschreibe  von  Punk- 
ten, welche  auf  AB  um  00  resp.  über  A  und  B  hinaus  liegen,  mit  dem 
Kadius  der  Oeffnung  die  Kreisbogen  MCN  und  PDQ\  die  Wirkungen  der 
linsenförmigen  Stücke  MANC  und  PDQB  werden  sich  alsdann,  weil  ihre 
entsprechenden  Streifen  einen  Gangunterechied  von  \k  haben,  aufheben, 
während  das  Mittelstück  itfiV^P  noch  wirksam  bleibt.  Wird  die  Projec- 
tion  des  Durchmessers  bei  wachsendem  Beugungswinkel  immer  grösser,  so 
nehmen  auch  jene  linsenförmigen  Stücke  zu,  bis  sie,  wenn  jene  gleich  einer 
ganzen  Wellenlänge  geworden  ist,  im  Mittelpunkte  0  Eusammenstossen, 
und  nur  noch  das  Mittelstück  MONQP  (Fig.  25)  als  wirksam  übrig  lassen. 
Eine  vollständigere  Vernichtung,  als  in  diesem  Falle,  wird  eintreten,  wenn 
die  Projectiou  des  Durchmessers  eine  ganze  Wellenlänge  etwas  übersteigt; 
denn  seien  (Fig.  26)  die  Projectionen  von  0C=  OD  jede  gleich  |X,  upd  man 
beschreibt  von  C  und  D  aus  mit  dem  Radius  der  Oeffnung  Kreisbogen, 
welche  auf  der  zu  ^  ^  in  0  errichteten  Senkrechten  in  ü  und  V  sich  begeg- 
nen, und  errichtet  ferner  EF  und  GH  resp.  in  den  Punkten  C  und  D  senk- 
recht zu  AB^  so  vernichten  sich  die  Wirkungen  der  Stücke  ^AfC^Fi^i"  und 
ÜPGHQ  F;  was  die  noch  übrigen  Theile,  nämlich  die  zwei  Segmente  AECF 
und  DGB  H  und  die  beiden  Zwickel  MPÜ  und  NQV  betrifft,  so  stehen  ihre 
längsten  und  darum  wirksamsten  Streifchen  mit  einander  in  directem  Gegen- 
satz ,  z.  B.  die  zur  Hechten  nächst  R  ü  und  S  V  liegenden  mit  dem  rechts 
zunächst  EF  befindlichen.  Sorgt  man  also  dafür ,  dass  diese  wirksamstou 
Streifchen  sich  völlig  aufheben,  so  wird  die  resultirende  Intensität  sehr 
klein  ausfallen  müssen.  Dies  tritt  nun  ein,  wenn  RÜ=CE  gleich  dem 
halben  Hadius  (r)  geworden  ist;  dann  ist  aber  OCsr^^y.  r  =  0,886.r; 
i4  C  =  0,134.  r,  und  es  verhält  sich  -4  6^ :  0  C  =  0,184  : 0,866 ,  oder  ACxOC 
=  0,155  :  1 ,  woraus  weiter  CD:AB=zi :  1,155  folgt.  Beträgt  also  die  Pro- 
jection  von  CD  eine,  so  beträgt  die  des  ganzen  Durchmessers  1,155  Wellen- 
längen oder  nahezu  1,2A.  Der  erste  dunkle  Ring  tritt  also  (beiläufig) 
ein,  wenn  die  Projection  dos  Durchmessers  auf  die  Strahlen- 
richtuug  Ij  Wellenlänge  ausmacht*). 

Setzt  mau  diese  Betrachtungen  weiter  fort,  so  findet  man,  dasa  ein 
zweites  Miuimum  eintreten  muss,  wenn  dio  Endstrahlen  des  Durchmesaera 
AB  um  etwas  mehr  als  zwei  Wollonläugen  in  ihrem  Gange  verschieden 
bind.  Sei  alsdann  (Fig.  27)  die  Projection  von  CD  auf  die  Strahlenricb- 
tung  gerade  2A,  so  thcilc  mau  CD  (in  O^  J  und  A')  in  vier  gleiche  Theile, 
so  dass  jeder  einem  Gaugunterschiod  von  4^  entspricht,  errichte  in  den 
Theilpunkteu  Senkrechte  auf  A  /» ,  beschreibe  von  J  und  AT  ans  Kreisbogen 
mit  dorn  Kjulius  der  Oetfiuinj;,  die  in  i  und  V  sich  schneiden,  femer  eben- 
solche von  iswei  Punkten  hus,  die  auf  .1  /v  hbor  ./  und  B  hinaus  um  OC  resp. 


♦)  Der  jrouniu«  \\\  rth  ist  l..M9tni.     Du   l.ichtstärkf  bei  l.«X  beträgt  0,00018, 
di^euyrv  in  der  Uildmitto  .•    l  ^o»ot£t. 
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von  /  und  K  entfernt  liegen ,  so  vernichten  sich ,  wie  man  leicht  einsieht, 
die  Wirkungen  der  nicht  schraffirten  Flächentheile.  Was  die  schraffirten 
Theile  anlangt,  so  unterstützen  die  zunächst  {?iE^  gelegenen  Streifchen  die 
bei  HV^  sind  aber  in  directem  Gegensatz  mit  den  an  MN  anliegenden. 
Wird  daher  die  Lage  des  Punktes  C  so  gewählt,  dass  CE -{•  Rü^^MN 
wird,  so  werden  die  Streifchen  nächst  MN  durch  das  Zusammenwirken  der 
an  CE  und  R  ü  angrenzenden  neutralisirt  und  die  Lichtstärke  wird ,  da 
diese  Vernichtung  gerade  die  längsten  und  darum  wirksamsten  Streifchen 
trifft,  nahezu  Null.  Man  findet,  durch  Auflösung  einer  Gleichung  zweiten 
Grides*),  dass  dies  eintritt,  wenn ^C:  0(7  =  0,0847  : 1,  oder  wenn  CD  :  AB 
=  2:2,109.  Der  zweite  dunkle  Ring  erscheint  also,  wenn  die 
Projection  des  Durchmessers  auf  die  Strahlenrichtung  etwa 
2,2WellenlÄngen  beträgt**). 

Wollte  man  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen,  so  hätte  man  für 
die  folgenden  Minima  Gleichungen  von  immer  höheren  Graden  aufzulösen. 
Wir  begnügen  uns  daher  mit  den  gefundenen  Werthen,  welche  bis  auf  ^^l 
richtig  sind. 

18.  Anwendung  auf  das  Auge  und  das  Femrohr.  Wenn  ein  femsich- 
tiges Aage  gegen  einen  sehr  weit  entfernten  Lichtpunkt  gerichtet  ist,  so 
wird  durch  die  beugende  Wirkung  der  Pupille  auf  der  Netzhaut  nicht  ein 
Punkt,  sondern  ein  kreismndes,  von  abwechselnd  dunkeln  und  hellen 
Ringen  umgebenes  Lichtscheibchen  sich  abbilden;  da  jedoch  die  hellen 
Ringe  im  Verhältnisss  zum  mittleren  Scheibchen  äusserst  lichtschwach 
sind,  so  können  wir  unsere  Betrachtung  auf  dieses  allein  beschränken.  Be- 
leichnen  wir  den  Beugungswinkel,  bei  welchem  der  erste  dunkle  King  ein- 
tritt, mit  ^,  und  den  Durchmesser  der  Pupillenöffnung  mit  d^  so  ergiebt 
sich  der  Winkel  if^,  d.  h.  der  scheinbare  Halbmesser  des  Scheibchens,  aus 
der  Gleichung: 

oder,  weil  der  Winkel  i/;  sehr  klein  ist  und  deshalb  der  Bogen  statt  des 
Sinns  gesetzt  werden  kann,  aus 


*)  Setzt  man  nämlich  0C^=:2x  und  den  Radius  des  Kreises  =:  1 ,  so  hat  ma 

Die  Gleichung  Rl/+CE=ItfN  liefert  dann  zunächst: 

1+2^1— 4a:«  =  2?^T=^S 
oder  nach  Wegscbaffung  der  Wurzeln: 

144ar*-f  40  a:«— 15  =  0, 
woran«  als  einziger  positiver  Werth 

ar  =  0,46095,   demnach  0C  =  2ar  =  0,92190 
hcrYorgehi.     Es  verhält  sich  also 

AC:  OC=0,0781 : 0,9219  =  0,0847 1 1. 

^)  Der  genaue  Werth  ist  2,23dld;i.    Die  Intensität  fWr  I^^X  \sS  ^ff^"^^ 
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Ist  nun,  für  das  Licht  der  Kochsalzflamme,  Jl=:(r"',0005888  und  wird  der 
Durchmesser  der  Pupille  im  Mittel  zu  4""*  angenommen ,  so  erhält  man 

^  =  36",43. 

Von  zwei  entfernten  Lichtpunkten  liefert  jeder  für  sich  ein  solches  Licht- 
scheibchen  ,  deren  Mittelpunkte  dahin  fallen,  wo  die  durch  den  Kreusungs- 
punkt  des  Auges  nach  jenen  Punkten  gezogenen  Sehstrahlen  die  Netzhaut 
treffen.  Beträgt  der  voq  diesen  gebildete  Winkel,  d.  h.  die  scheinbare 
gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Lichtpunkte  weniger  als  2  •  3^,43,  so 
werden  ihre  Lichtscheibchen  sich  theilweise  decken,  ja,  wenn  die  schein- 
bare Distanz  kleiner  als  36'',43  ist ,  wird  sich  das  directe  Licht  des  einen 
Punktes  mit  dem  gebeugten  des  anderen  vermischen  und  eine  deutliche 
Unterscheidung  derselben  wird  nicht  mehr  möglich  sein.  Aus  demselben 
Grunde  wird  ein  Gegenstand,  der  unter  einem  SehwinU^l  kleiner  als  d6'',43 
erscheint,  nicht  mehr  deutlich  gesehen. 

Wie  die  Pupille  des  Auges,  wird  auch  die  Objectiyöffnung  eines  Fem- 
rohres Beugungserscheinungen  verursachen,  nur  wird  der  Radius  des  Licht- 
scheibchens  hier  im  Yerhältniss  der  Durchmesser  der  Pupille  und  des  Ob- 
jectivs  kleiner  sein.  Sei  (Fig.  28)  0  der  optische  Mittelpunkt,  OF=:F  die 
Brennweite,  FV  die  Brennebene  des  Objectivs  eines  astronomischen  Fem- 
rohres, ferner  o  der  optische  Mittelpunkt  und  oF=f  die  Brennweite  des 
Oculars  und  bilden  die  durch  0  nach  zwei  unendlich  weit  entfernten  Licht- 
punkten (z.  B.  den  Individuen  eines  Doppelsterns)  gezogenen  Geraden  OF 
und  0  V  den  Winkel  W  (scheinbare  Distanz  der  beiden  Sterne)  mit  einan- 
der, so  werden  einem  bei  o  beobachtenden  Auge  die  Mitttelpunkte  Fund 
F'der  beiden  durch  das  Objectiv  erzeugten  Lichtscheibchen  unter  dem  Seh- 
winkel VoF^=i'tlj  erscheinen.  Damit  nun  die  Lichtscheibchen  F  und  V 
nicht  zusammenfliessen ,  muss  mindestens 

(wo  D  den  Durchmesser  des  Objectivs  bezeichnet);  damit  ferner  das  Auge 
die  Punkte  F  und  V  noch  getrennt  unterscheide ,  muss  wenigstens 

1,2. A 

sein.     Aus  der  Figur  aber  ergiebt  sich 

Fiang  W^  fiang  -^ , 

oder  wenn  man,  was  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  gestattet  ist,  die  Bo- 
gen statt  der  Tangenten  setzt: 


,^BM.B>B  die  obigen  Wertbe  von  V  nnd  ^  liier  ela ,  bu  bat  man : 

ih.  damit  diBbeidenSterneiiocligotroiiiitgosßhouwerdeD, 
Efliien  sich  die  13rQQnweiteD  vod  Objectiv   und  Ociilar  ver- 
btlleB  wie  die  Oarchmeaaer  vao  Objectiv  und  Papille. 
F 
Der  QnotieDt—  drückt  bekanntlich  die  Vorgrüssernng  des  Fem- 

nbfts  aas.  Wollte  man  daher  die  vergrSssernde  Kraft  des  Femrohrea 
Meigeni,  ohne  an  Schärfe  des  Bildes  einznbässen,  so  mUsate  man  in  dem- 
»IlWD  Verhaitnisa  den  Darchmesser  dee  Objectivs  grösser  mncben;  den 
Jtd«mal  nöthigei)  Durchmesser  des  Objectivs  erhält  man,  wenn  man  den 
DnrcbDieaser  der  Pnpille  mit  der  VergrössernngsEahl  mnltiplicirt. 

Man  sieht  daraus,  dass  bei  der  Schwierigkeit,  grosse  und  TchlerrrL'ie 
ObjectiTC  herenslelloD,  durch  die  hier  eriirterto  „Abweichung  wegen  der 
Beugung"  der  Vervollkommnung  der  dioptrischcn  Fernrohre  eine  nicht 
Weht  zu  überschreitende  Grenze  gezogen  ist. 

19.  fien^ngiencheinimgen ,  durch  mehrere  unter  sich  gleiche  Oeff- 
Muigen  hervorgebraoht  Wenn  in  einem  Schirme  mehrere  unter  &iob 
ieiebe  und  ähnlich  liegende,  aber  ganz  beliebig  gmppirte  Oeffnungen  vor- 
uden  sind,  so  liefert  jede  derselben  einen  reanltirenden  Strahl,  welchem 
BrMlbe  Gangnuterachied  eigen  ist,  wie  einem  gewissen,  von  einem  be- 
immten  Fnnkte  der  Oeffnung  (s.  B.  dem  Mittelpunkt,  wenn  ein  solcher 
tistirt)  ansgebenden  Elemeutarstrahl.  Alle  diese  Resultanten  haben  für 
be  und  dieselbe  Beugungürichtung  auch  dieselbe  Amplitude,  nämlich  die- 
«ige,  welche  jede  einzelne  Oelfnung  für  diese  Strahl eniichtung  hervor- 
ringeo  würde,  jede  tiSgt  gleicbaam  das  Beugangsbild  der  einEcInen  Oeft- 
iDg  in  sich;  würden  daher  diese  Kesultautcu  unter  sich  nicht  interferiren, 
I  milMle  auf  der  BildSäche  die  Bongungserscheinung  der  einzelnen  Oeff- 
ng,  nur  mit  erbühter  Lichtstarke,  zitm  Vorschein  kommen.  Da  aber, 
irermSgC  der  oben  erwähnten  Gangunlersehiede ,  Interferenz  eintritt,  ao 
Kfrd  dtes«B  Bild  nur  au  solchen  Stollen  uugeändert  bleiben,  für  welche 
IS  Reaullanlen  in  vollem  Einklänge  stehen;  an  anderen  Stellen  wird  tbeil- 
ise  oder  vollständige  Vernichtung  eintreten.  Wir  sehen  also,  dass  das 
D  <]«r  einzelnen  Oeffnung  hervorgebrachte  Bild,  mit  proportional  dem 
ladrale  der  Oeffnungszahl  verstärkter  Intensität,  die  Grundlage  der 
Qen  Entchcinung  bildet.  Die  Modificationeti,  welche  es  erleidet,  hüngen 
r  von  den  Gang  unterschieden  der  interferirenden  Reault«nteu,  d.  b.  nur 
D  der  Grnppirung  der  OefTnungen  ah,  keineswegs  aber  von  der  Ge- 
ltalt denelbeu. 

Die  jetzige  Aufgabe  unterscheidet  sich  von  den  hiahcr  behandelten 
ladofcb,  daas  die  zu  vereinigenden  Strahloncomplexo  nicht  wie  bisher 
an«  mntinnirlich  aufeinanderfolgenden  Strahlen  besteben.  An*«\«\M 


■ber ,  nni]  gerade  den  wichtigsten ,   Us8t  sieb  das  l*rob)ein  auf  die  früheretf 
zurückruhren,  iudeui  man  die  ciiizoluen  mit  discoiittuuirlic.hen  Gnngunler-'l 
Kchieduii  bebaftctcii  Slialileu  iu  nueiidlicU  vicio  <?DiitiiiuirU(^lL  aarFionndfi 
folgende  Coaiiioneuteii  Rufgplöst  denkt. 

20.    Oeffdiingen,  welche  in  glsichen  Abständen  längs  einer  G«rad«n  4 
gereiht  lind.     Sind  die  gleichen  OefTnungeD  so  gruppirl,  dass    bomolage 
Pnukte  derselben,  wozu  nninentlicL  aucb  die  Au sgangiip unkte  ihrer  reeul- 
tirendeu  Strahlen  geboren,    iu  eiuer  geraden  Linie  gleichweit  von  einander 
entfernt  liegen,  so  bat  man  eine  Reibe  von  Strahlen  gleicher  Amplitude  zu 
vereinigen,  von  denen  jeder  gegen  den  benacbbarten  um  dieselbe  Weglänge 
verschoben  ist.     Giebt  man  dem  ganzen  BUndel  eine  andere  Neigung  der- 
art, dass  der  Gangunterscbied  des  zweiten  StrabU  gegenüber  dem  erBtenJ 
nm  eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  grösser  wird  als  vorher, 
dasselbe  auch  für  je  zwei  andere   anuiittelbar  anfeinanderfolgende  Strab'j 
len  ein;  die  jetzt  resultirende  Amplitade  und  Lichtstärke  kann  sieb  ali'fl 
dann  von  der  früheren  nur  insofern  unterscheiden,  als  bei  der  neuen  Rich*]^ 
tung  die  einzelnen  Strableu.  vermöge  der  Wirkung  jeder  einzelnen  Oeff* 
nnng,  andere  Amplituden  erhalten;  die  Modifieation,  welche  das  nrsprüng*  1 
liebe  Bild  erleidet,  bleibt  dieselbe,    weil  sie  nicht  von  der  Amplilndo  de^l 
einzelnen  Strahlen,  sondern  nur  von  der  Art  und  Weise  ihrer  Intcrferenc 
abhängt.     Man  brauchte  daher  die  Untersuchnng  nur  auf  jene  ßeuguugs- 
ricbtungen  anszudohnen,  für  welche  der  G an guat erschied  zweier  benach- 
harter  Strahlen  weniger  als  eine  ganze  Wellenlänge   beträgt ;  von  da  an  j 
werden   die  nämlichen   Modificationen    für  jedes  Intervall   einer    ganzeal 
Wellenlänge  periodisch  wiederkehren.  M 

Ist  nno  die  Anzahl  der  Oeffnungen  n  und  ihr  gegenseitiger  Abstand*) 
r  (Fig,  29),  80  vergleichen  wir  ihre  Wirkung  mit  derjenigen  eines  Eleoien- 
tarstreifens  (Fig.  30)  von  der  Länge  ne,  der  mit  der  Verbindungslinie  der, 
homologen  Punkte  zQEammenfällt.     Theilt  man  nämlich  diesen  in  »gleiche 
Tboilc  und    denkt   man  sich  die  von  jedem  Theile  ausgehenden  Strahlen 
zu  einem  reaultireudon  vereinigt,   so  werden  diese  n  in  den  Abständen  e 
aufeinanderfolgenden  Kesultanten  (Fig.  30)  sich  von  den  gegebenen  gleich-  i 
gerichteten  (Fig,  20)   nur  durch  den  WerlL  ihrer  Amplituden,   nicht  abei^ 
hinsichtlich  ihrer  Gangunterschiede  unterscheiden.     (Wir  konnten  eben  so  J 
gut  auch  sagen,  dass  wir  uns  die  Resultanten  der  einzelnen  Oeffnungen  ii 
Element arstrahlen  zerlegt  denken,  welche  sich  stetig  über  die  ganze  Strockfi-J 
HC  nusbreiten.)     FUr  den  Elcmcntarstreifen  (Fig.  30)  tritt  nun  VernlchtuitgJ 
ein,  sobald  dieProjection  desselben  auf  die  Strahlenrichtnog  eine  ganzs' 
Anaafal  von  Wollenlängen  «nsmacht,  d.h.  sobald  die  Projection  von  ne  niif  1 


")  fntcr  dem  Alistanil  zweier  benachbarter  Oeffnnngeu  »erstehen  wir  i 
denjenig?)!  bomologcr  Pnnktc,  nn  dass  derselbe  gleich  der  Rrcile  der  Oefl^any I 
plni  itr  Breite  des  dtukeln  Zwischenranmes ,  längt  der  Verbindaneitii'u  gemessen^ 
tu  deaieu  itt. 


^Bbgenaonte  Richtnng  ml,  oder  die  von  e  gleich  — ).  ist.     Diese  Vernicli 

r      lang,  venn    wir  sie    Linsichtlich   ihrer  Entstehungsweise  nüher  ins  Ange 

ftaeu,  riilirt  entweder  ilaher,  dass  die  einüelnen  Resultanten,  obgleich  jede 

I        fSr  sich  einen  Lichteindrack  hervorhringen  würde,  sicL  vermöge  ihrer  Gang- 

(       mlenchiede  gegeascitig  aufheben,  oder  sie  tritt  ein,  weil  jede  Resnltante 

^  lieh  Knil  ist.    Nur  die  ersteren  Fälle  können  auf  unsere  jetzige  Aufgabe 

Bioweadting  finden;  denn  im  letzteren  Falle  werden  die  Resultanten  der  ein- 

D  Oeffnungen  im  Allgemeinen  nicht  Nnll  sein,  wenn  die  eutaprechen- 

es  EJementarstreirens  es  sind.     Die  Resultanten  des  Elemenlarstrei- 

it  sind  aber  jede  für  sielt  Null ,  wenn  die  Projectiou  von  e  selbst  eine 

Ute  AnxAbl  Ton  Wellenlängen  beträgt,  d.  h.  wenn  —  eins  ganze  Z&bl 

P,  odei  wenn  jede  Resultante  gegen  ihre  benacbbatte  um  eine  Anzahl 
IT  Wellenlängen  veracboben  ist.  Würden  bei  diesem  Ganguaterscliiede 
bAmplitnden  irgend  einen  Wertb  haben,  wie  es  bei  der  Reihe  von  Oeff- 
UgCQ  (im  Allgemeinen)  wirklich  der  fall  ist,  so  würde  im  Gegentheil 
Pgen  des  Tollkommenen  Einklanges  der  einzelnen  Resultanten  die  n  fache 
npliinde  und  sonacb  die  /i'f^chc  Intensität  der  einzelnen  OctTnnng  sich 
pben. 

Dt»   Znsaminon wirken   der   n    Oeffnungcn    erzeugt    also 
innkolbeit,   su    oft  die   ProjectioD    der  Entfernung  e   zweier 

Insehbarter  Oeffnnngen  — i  beträgt,  wenn  nurnikeinViel 

[cbee  Ton  n  ist. 

Rl  aber  m  ein  Vielfaches  von  n,  d.  h.  beträgt  dieProjec- 
von  feine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen,  so  ist  die  In - 
itlt  n'mal  so  gross,  als  die  von  einer  einzigen  Oeffnung 
^i derselben  Strahlenrichtung  hervorgebrachte. 

Wir  nennen  diese  dunkelsten  und  hellsten  Stellen  des  niodificirten  Bit- 
•  Uiaiaa  undMaxima  zweiter  Ordnung,  indem  wir  als  Minima 
wd  H&xima  erster  Ordnung  die  von  einer  einzigen  Oeffnung  berriibrenden 
k«x«i«hneD.  * 

Ein  nur  unvollständiges  Znsammenwirken  der  Strahlen  wird  iiir  die 
ßeibe  ton  Oeffnnngen,  ebenso  wie  für  den  Kleracnlarstreifen  eintreten, 
**nii  die  i'rojeclion  von  nt  auf  die  Strahleurichding  gleich  einer  ungera* 
im  Aoinbl  von  halben  Wellenlängen,  d.  h.  wenn  die  Projectiou  von  c  gleich 

—^ i  iat.     Von  den  entsprechenden  Stellen  des  Bildes  können  wir  die- 

jesigvn,  «eiche  zwiscben  zwei  Minirais  aweiter  Ordnung  enthalten  sind, 
Hasiin«  dritter  Ordnung  nennen,  wührend  die  den  Maximis  zweiter 
Ordnung  Dnmittelbar  vorhergehenden  oder  folgenden  nicht  als  Maiima  an- 
ipheo  werden  dürfen,  indem  zvischtQ  ilinea  and  den  gtosaen M^üm» 

-...•Mk  u.   rbf'k.  XIV,I 
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(zweiter  Ordnung)  keine  Minima  enthalten  sind.  Ist  n  eine  ungerade  Zahl, 
80  wird  ein  solches  Maximum  dritter  Ordnung  (ein  kleines  Maximum)  ein- 
treten, wenn  die  Projection  von  t  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 
längen ausmacht,  d.  h.  wenn  2i7i-f-i  ein  ungerades  Vielfaches  von  n  ist;  in 
diesem  Falle  vernichten  sich  die  Resultanten  der  einzelnen  Oeffnangen  zu 
zwei  und  zwei,  und  nur  eine  einzige  bleibt  in  ihrer  vollen  Wirkung  zarück ; 
an  der  betreffenden  Stelle  des  Bildes  erscheint  alsdann  dieselbe  Lichtstarke, 
welche  von  einer  einzigen  Oeffnung  Aorthin  gesendet  würde.  Diese  Ma- 
xima  dritter  Ordnung  liegen  gerade  in  der  Mitte  zwischen  zwei  grossen 
Maximis. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass  alle  jene  Strahlenbündel  die  gleiche  Mo- 
dification  erleiden ,  für  welche  die  Projection  des  zu  Hilfe  gezogenen  Ele- 
mentarstreifens auf  ihre  Richtung  den  nämlichen  Werth  hat,  d.  h.  alle 
jene,  welche  mit  der  Verbindungslinie  homologer  Pankte  der  Oeffnungen 
den  gleichen  Winkel  einschliessen.  Die  Gesammtheit  dieser  Strahlenrich- 
tungen bildet  aber  einen  Kegel,  der  seine  Spitze  in  0  und  eine  durch  0 
mit  jener  Verbindungslinie  parallel  gelegte  Gerade  OE  zur  Axe  hat;  die 
Linien  gleicher  Modification  sind  daher  auf  der  Kngelfläche  die  dieser  Axe 
zugeordneten  Parallelkreise  und  im  Grandriss  Gerade,  welche  zn  OE  senk- 
recht stehen.  Die  Pankte,  in  denen  >.  B.  die  den  Maximis  zweiter  Ord- 
nung entsprechenden  hellen  Linien  die  Gerade  OE  schneiden,  findet  man 
leicht  wie  früher  (Fig.  3)  aus  der  Gleichung : 

OE  =  (H^. 

Für  die  Construction  der  Erscheinung  ergiebt  sich  demnach  folgende  Regel. 
Nachdem  das  für  eine  Oeffnung  geltende  Bild  entworfen  ist,  ziehe  man 
durch  dessen  Mitte  0  eine  Gerade  OE  (Fig.  31)  parallel  zur  Verbindungs- 
linie homologer  Punkte  der  Oeffnungsgruppe.    Auf  diese  trage  man  beider« 

fl 

seits  von  0  aus  gleiche  Stücke  auf,  welche  einzeln  =- — sind.  Jedes  solche 

e 

Stück  ist,  wie  dieser  Ausdruck  zeigt,  gleich  der  Höhe  eines  Parallele« 
gramms ,  dessen  Grundlinie  gleich  e  and  dessen  {"lächeninhalt  gleich  fK  ist. 
Der  willkürlichen  Grösse  fk  muss  man  natürlich  den  nämlichen  Werth  bei- 
legen, wie  bei  der  Construction  des  für  eine  Oeffnung  geltenden  Orandr 
risses ;  am  bequemsten  erscheint  es ,  hier  wie  dort  fX  gleich  dem  Flächen- 
inhalt einer  der  Oeffnungen  anzunehmen.     Den  Zwischenraum  zwischen 
zwei  solchen  Theilpunkten  theile  man  in  so  viele  gleiche  Theile ,  als  Oeff- 
nungen vorhanden  sind,  und  errichte  in  allen  Theilpunkten  Senkrechte  so. 
OE.    Die  in  den  zuerst  erhaltenen  Theilpunkten  (und  in  0  selbst)  errich- 
teten  Senkrechten  entsprechen  den  Maximis,  die  in  den  übrigen  errichte«  \ 
ten  den  Minimis  zweiter  Ordnung;  letztere  erscheinen  vollkommen  dunkel.  . 
Ein  Zwischenraum  zwischen  zwei  dieser  dunkeln  Linien ,  in  welchen  ein  . 
grosses  Maximum  fällt ,  ist  gerade  doppelt  so* breit,  als  ein  solcher,  der 


1  kleines  lUaxiiiiiiiD  enthält.  Die  Loge  der  grosflen  Haxima  bleibt  nnver- 
viel  OeETanngen  auch  vorhanden  sein  mögen,  voränsgesetzt 
8  der  Wertli  von  e  der  nämliche  tleibt.  Wird  die  Ananhl  der  Oeffnun- 
mclirl,  t«line  Aendcrung  von  e,  ho  scliiobea  bicli  swiavlicn  zwei 
e  Uaxinin  immer  meiir  Minima  und  kleine  Maxima  ein ;  dabei  wäclist 
der  Gtane  der  grossen  Mnsima  jiroporlinnal  dem  Quadrate  der  UeffnungS' 
Eahl,  während  s.  B.JencE  oben  besjirocbene  kleine  Masimum,  das  bei  un 
gender  OelTnD&ggzahl  zwischen  xwei  grossen  gerade  in  der  Mitte  liegt, 
anvcrlodert  die  Lichtstärke  beibehält,  welche  es  bereits  bei  einer  Oeff 
Rang  haue. 

In  Fig.  31  ist  die  hier  gelehrte  Constraction  an  einem  Beispiel,  nSm- 
fa  fUr  eine  Ornpiio  von  drei  Parallelogrammeu,  durchgeführt. 

SL  Oittsr.  Sind  die  OeffuQiigen  schmale  Spalten,  welche  senkrecht 
Aon  zur  Vorhiudangslinie  ihrer  Mittelpunkte,  so  heisst  eine  solche  Gruppe 
n  Gitter,  betrachtet  man  durch  dasselbe  eine  (homogene)  LichlUote, 
f  würde  ein  Spalt  (nach  §■  v)  eiae  Uoihe  von  Spectrcn  erzengen,  deren 
3  bekannter  Weise  von  der  Breite  dea  Spaltes  abhängt.  Dieselben 
rdoD  DÜmlich  erhalten,  wenn  man  auf  der  durch  0  au  deu  Spaltrandern 
kreebt  gezogenen  Axa  gleiche  Stllckc  aufträgt,  welche  der  Breite  des 
alte»  umgekehrt  proportional  sind;  die  in  den  Thcilpunktoa  errichteten 
lakrecbten  bezeichnen  die  dunkeln  Zwiächeurüume,  welche  die  einzelnen 
^ctr«  vott  einander  trennen,  während  die  Senkrechte  in  0  selbst  das 
IBd  ilrr  Liehtlinie  abgiebt.  Wirken  nuu  mehrere  solche  Spalten  zusammen, 
I  Biao  auf  derselben  Axe  noch  diejenigen  Senkrechten  zu  errichten, 
kiie  die  Maxima  and  Minima  zweiler  Ordnnag  angeben;  wäre  z.  B.  die 
jUiernyng  zweier  aufeinanderfolgender  Spalten  fünf  Mal  so  gross  als  die 
■tt«  einer  UeS'uung,  so  sind  die  Hliicke,  welche  man,  um  die  Lage  der 
B  Maxima  au  erhallen,  auf  der  Axe  von  0  aus  beiderseits  auftragen 
jenem  Abstände  iimgekebrl  proportional,  also  fünf  Msl  kleiner  als 
Üt  ancrst  aufgetragenen.  Den  Zwischenraum  iweier  solcher  grossen  Ma- 
IJME  muM  man  noch  in  so  viele  gleiche  Theile  thcilen,  als  Oeffnnngen  vor- 
lUDdnn  sind ,  um  die  Stellen  der  Minima  zweiter  und  der  Maxima  dritter 
Dfihinug  SU  bekommen.  Wird  die  Anzahl  der  OoiTnungcn  immer  grosser, 
M  «erden  die  kleinen  Maxima  gegenüber  den  grossen,  deren  Intensität 
praportioual  dem  Quadrate  der  OeETnongszahl  n-itchst,  immer  mehr  znrlick- 
tretno,  imd  bei  genügend  grosser  Anzahl  der  Spalten  wird  endlich  der  Fall 
etntr«teu,  dass  von  dem  ursiirtlnglichen  Beugnngsbild  des  einen  Spnltes 
nur  noch  die  grossen  Maxima  als  schmale,  an  der  anvisirtcn  Lichtlinie  pa- 
rallel« Licfautreifen  stehen  bleiben,  welche  durch  fast  vollkommen  dunkle 
Zwischcarlame  von  einander  getrennt  sind. 

Danb  folgende  einfache  Betrachtung  wird  der  Vorgnng  bei  der  Ent- 
itohiuig  diwter  isolirten  hellen  Linien  noch  weiter  erlfiulcrt.  Wenn  der 
üinriuUer«ebied    aweier  bermchbarteT  Rr!sullanteu  gennu  e\nc  igRXki>c  ko.- 
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zM  von  Wellenlängen  beträgt,  so  sind  dieselben  in  vollem  Einklänge 
und  bringen  die  erhöhte  Lichtstärke  der  grossen  Maxima  hervor ;  für  jede 
andere  Beagangsrichtung  wird  man ,  von  der  ersten  Resultante  ausgehend, 
bei  hinlänglich  grosser  Anzahl  der  Oefinnngen,  leicht  eine  andere  finden, 
Welche  nahezu  um  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  gegen  jene 
verschoben  ist.     Denn  beträgt  der  Oangunterschied  zweier  benachbarter 

Resultanten  — ky   wo  —  ein  (echter  oder  unechter)  irreductibler  Bruch  ist, 

so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder  ist  der  Nenner  gerade 
=2;i  (und  dann  natürlich  der  Zähler  ungerade),  oder  der  Nenner  ist  un- 
gerade =2w-f  1.     Im  ersten  Falle   differirt  die  w*®  Resultante   g^en  die 

erste  um  n.  — l  öder  um  — L  also  um  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 

längen.    Im  zweiten  Falle  ersetzen  wir  den  Bruch  — ; —  durch  des  andern 
^  2n  +  l 

—      ,  welcher  von  jenem  nur  um  — ; —  abweicht ,  d,  h.  um  be- 


2r(2n  +  iy  '^  2r(2w+l) 

liebig  wenig,  wenn  bei  unendlich  grosser  Oeffnungszahl  r  beliebig  gross 

gewählt  werden  darf;  alsdann  ist  die  r  (2n-|-l)^^  Resultante  gegen  die  erste 

um  ==-il  verschoben.     Hat  man  so  zur  ersten  Resultante  eine  «**  ge- 

2  ® 

funden,  die  mit  ihr  um  ein  ungerades  Vielfaches  halber  Wellenlängen  diffe-^ 

rirt,  so  findet  dasselbe  statt  für  die  zweite  und  (^+1)^^>  die  dritte  ond 

(n+2)^®  u.  s.  f.     Man  sieht  alsb,  dass  für  jede  andere  Beugungsrichtaiig: 

als  die  der  grossen  Maxima  nahezu  Vernichtung  eintreten  muss. 

Ein  grosses  Maximum ,  welches  zufällig  auf  einen  einer  einzigen  Oeff^ 
nnng  schon  angehörigen  dunkeln  Streif  treffen  sollto,  wird  natürlich  ver> 
schwinden.  Bei  dem  oben  angeführten  Beispiel^  wo  die  Breite  der  Oeff- 
Dting  \  von  dem  Abstände  zweier  Oefi'nuugen  (i3.  h.  J  von  dem  sie  trennen^ 
den  undurchsichtigen  Zwischenraum)  beträgt  ,  fehlt  das  fünfte,  zehnte, 
fünfzehnte  etc.  Maximum.  Sind  die  Spalten,  eben  so  breit  als  die  sie  tren- 
nenden Zwischenräume,  so  fällt  die  zweite^  vierte,  sechste  etc.  helle  Linie 
aus;  der  Abstand  je  zweier  hellen  Linieu  ist  also  in  diesem  Falle  gerade 
doppelt  so  gross,  als  der  zwischen  der  ersten  und  dem  Bilde  der  Lichtquelle 
(Fig.  32). 

Bei  Anwendung  einer  nicht  homogenen  Lichtquelle  werden  die  hellen 
Streifen  von  verschiedenen  Farben ,  aber  gleicher  Ordnung  in  verschiede- 

fm.1. 

neu  Abständen  von  der  Bildmitte  auftreten.     Vermöge  des  Ausdrucks  - — 

verhalten  sich ,  für  jede  Ordnung ,  diese  Abstände  wie  die  Wellenlängen 

der  einzelnen  Lichtarten.     Ist  das  einfallende  Licht  weiss,  so  reihen  sich 

die    verschiedenfarbigen   Linien    gleicher  Ordnungszahl  so   an   einander^ 

dass  sie  ein  vollständiges  Spectnrm  >ildon,  dessen  violette»  Ende  gegen  die 


a  elementarpr  üaratellung.  Von  Dr.  E.  Lomhel. 
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BXi^t^eUe,  dessen  rothea  Ende  nacb  AuBsen  gekehrt  ist;  natärlich  werden 
B  d«a  Stellen  des  Sppctrnros,  wo  Licht  hintreffen  sollte,  das  in  der  Licht- 
l^elle  fehlt,  ilankle  Unterbrechungen  sich  zeigen;  bei  Benutzung  von 
k Sonnenticbt  erscheint  daher  dns  Gilte  repeutrum  von  den  Fraun- 
P  liafer'schen  Linien  durchsetzt.  Die  Abstände  je  zweier  Fraunhofer- 
I  iclieD  Linien  ini  Grundriss  eines  Gitter:«pectnims  sind  der  Differenz  der  zn- 
L  pbärigeti  Wellenlängen  proportional;  fUi  Beugungswinkel ,  die  so  klein 
I  ibd,  inst  man  statt  ihrer  Sinns  den  Bogen  setzen  kann,  also  etwa  für  dtm 
*  Spectmm  jederseits ,  findet  diese  Proportionalität  anch  noch  im  wirk- 
I  Kefaen  Bilde  auf  der  Kugel oberflüche  statt.  Diese  Linien  und  mit  ihnen  die 
I  nnchiedenen  Farben  sind  also  nach  einem  anderen  Gesetze  vertheilt,  als 
Q  durch  ein  Prisma  entworfenen  Spectrum,  und  zwar  nach  dem  ein- 
«n  Gesetze,  das  sich  denken  lüsst;  das  Gitterspectrum  ist  daher  als 
ttUrliche,  typische  äpoctrum  anzusehen. 
Die  hellen  Streifen  einer  jeden  Ordnung  bilden  für  eich  ein  solches 
ienpectrum;  diese  Spectra  werden,  ja  weiter  sie  von  der  Bildmitte  ab- 
kfaeo,  immer  länger  und  licht  schwächer,  die  äusseren  werden  sich  daher 
n  Theil  decken  und  vermischen ;  das  innerste  Spectrum  aber  erscheint 
r  unvermischt  and  um  so  reiner,  je  mehr  Spalten  das  Gitter  besitzt. 
In  Fig.  32  sind  für  einGitter,  deBscn  Stube  ebenso  breit  sind  wie  die 
LHcken.  die  Spectra  erster,  zweiter  and  dritter  Ordnnng  angedeutet, 

!  Gitterspectra  liefern  das  vorz liglichste  Mittel,  die  Wellenlängen 
i  di«  durch  die  Fraunhofer' scheu  Linien  charactertsirten  Lichtgattuu- 
D  mit  Schärfe  zu  bestimmen.  Entspricht  nämlich,  im  ersten  Spectrum, 
md  einer  derselben  der  Beugungswinkel  ^  und  die  Wellenlänge  i,  so 
I,  wie  wir  wissen 

k  =  e  siit  Tfj 
,  indem  e  «"ni{>  eben  die  Projection  des  Abstands  zweier  benachbBrter 
luf  die  Strahlenriehtung  ausdrückt.  Der  Winkel  ^  wird  an  dem 
Kidolithen,  dessen  Fernrohr  zur  Beobachtung  dient,  abgelesen,  der  Ab- 
ifld  t  mikro metrisch  gemessen-  Beobachtet  man  dieselbe  Linie  in  einem 
ctram  m'"  Classe,  so  hat  man  noch,  wenn  ^n  der  jetzt  gefundene  Beu- 
pvink«!  ist, 


).~-.simti„, 


lontrolirt  werden 


•  der  oben  erhaltene  Werth  durch  neue  Messungei 
n  (i.  f  M). 
22.   Kahrere  Reihen   ron   OeSnnngen.     Mehrere   unter  aich  gleiche 
1   Oeffnungen,   welche  selbst  wieder  längs  einer  Geraden ,  die 
boniologen  Punkte  verbindet,   in  gleichen   Abständen  gereiht  sind, 
Wl»  ficli  g«n«  in  derselben  Weise  wie  vorhin  behandeln.     Denkt  maa 
t  StrabJen  einer  Reibe  zu   einem  reBuUiiendeo  vexft\o\i| 


23.    Beiigi]Dgt«rieh«uangen ,   berTorgebraoht    durch    ein    danklM 
Sohirmcben  oder  eine  Grappe  lolchet.     In  §.  IB  ist  gezeigt  worden,  duf' 

sowohl  die  Pupille  des  Auges  als  auch  die  ObjectiTöffnung  eines  Fernrohrs 
beugend  wirkt.  Da  aber  der  Durchmesser  der  Pupille  und  noch  mehr  der- 
jenige des  Objeclivs  ungeheuer  gross  ist  im  Vergleich  zu  den  Dimensionen 
der  kleinen  Oefinungen  and  der  dunkeln  Körperchen,  »n  denen  man  die 
BeuguDgserecheinungen  gewöhnlich  beobachtet,  so  können  wir,  gestlitet 
auf  §.  10  (Ende),  sagen,  dass  die  durch  Pupille  oder  ObjectivUffnung  be- 
wirkte seitliche  Ausbreitung  des  Licbteindrucks  vorschwindend  klein  sei 
gegenüber  der  durch  kleine  Oeffnuogen  oder  kleine  dunkle  Körper  hervor- 
gebrachten, oder,  was  für  die  mathematische  Behandlung  auf  dasselbe 
hinauskommt,  dass  der  Darchmesser  des  Ohjectivs  als  nncndlich  gross  an- 
Busehen  sei,  verglichen  mit  den  Dimensionen  merklich  beugender  Oeffnun- 
gen  oder  Körperehen. 

Sei  nun  (Fig.  36)  A  ein  beliebiger  Punkt  am  Eande  einer  Ii 
Ocffnung  und  /tS  ein  von  ihm  ausgehender  gebeugter  Strahl  und  schneid 
eine  durch  diesen  gelegte  Ebene  den  Schirm  längs  der  Geraden  AB, 
ist  A  B  ein  beliebiger  Elementarst  reifen  der  Oefiiinng.  Wollen  wir  nun  i 
Resultante  aller  Strahlen  dieses  StreiTens  bestimmen,  so  tbeilen  wir  ^ 
von  A  angefangen  nach  B  hin,  in  gleiche  Thcile  Aa,  iib,  bc...,  deren 
Lunge  so  beschaffen  ist,  dasB  der  Gangunterachied  AI  zweier  Randstrablen 
AS  und  as  der  jenen  Abtheilnngen  entsprechenden  Strahlen  hü  ndel  gerade 
eine  ganze  Wellenlänge  beträgt.  Alsdann  verschwindet  die  Wirkung  der 
vollstÄndigen  Bündel. -ia.  nb,  bc  ganz,  und  nur  die  des  unvollstHndigen 
Bündels  cB  (dessen  Breite  cB  in  der  Figur  kleiner  als  J  cd  angenommen 
ist)  bleibt  Uhrig.  Tritt  jetzt,  ohne  dass  im  Uebrigen  etwas  geünderl  wird, 
an  die  Stelle  der  kleinen  Oeffnung  ein  mit  ihr  congruentes  dunkles  Schirm- 
chen und  macht  man  die  nämlicbr!  Constmction  wie  vorher,  so  stellt  jetst 
AB  den  Schnitt  des  .Schirmchens,  die  bis  ins  Unendliche  verlängert  ge- 
dachten Geraden  .4  tV  und  B  W  dagegen  stellen  den  Schnitt  der  einfallen- 
den unbegrenzten, Lichtwelle  dar.  Theilt  man  nun  die  Gerade  IV  iV  von 
dem  Punkt  A  aus  nach  rechts  und  links,  wie  oben  angegeben,  in  die 
gleichen  Theile  Aa,  ab,  bi:,  crf,  ,..,  Aa',...,  so  bringen  die  Strahlen, 
welche  von  den  WellenstUcken  AfFunddlf"  ausgehen,  keine  Wirkung 
hervor,  und  die  zwischen  A  und  B  auf  das  undurehBichlige  SchirmcboiM 
fallenden  werden  ganz  abgehalten.  Es  kann  also  nur  noch  der  Tb  eil  BtM 
der  Welle  zur  Wirkung  kommen,  Ist  aber  ni  der  Mittelpunkt  *'on  cd  undl 
macht  man  dn^Bm,  so  vornicbton  sich  die  Bündel  Bai  und  dti  gegen- 
seitig, weil  sie  in  ihrem  Gange  um  eine  halbe  Wellenlänge  differiren,  und 
man  behält  blos  noch  das  Bündel  mn  übrig,  welches  sich  von  dem  bei  der 
kleinen  OefTnung  übrig  gebliebenen  Bündel  cB  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  es  um  \i  gegen  dasselbe  verschoben  ist.  Das  Bündel  mn  wird  also 
r  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen ,  und  genau  di«  — 


s««i  beliebige  Farben ,  die  Abstände  homologer  BUdpnnkte  -von  der  Bild- 

uU«  wie  die  zugehörigen  Wellenlängen,  was  sofort  aus  dem  Ausdruck 

licrvorgfbt.  Hat  man  daher  z.  B,  fUr  violettes  Utiit  das  Netz  entworfen, 
and  ist  v  ein  hellcy  Paukt  desselben,  so  braucht  man  uur,  nm  den  zuge- 
liuHgen  rcttben  Punkt  r  zu  finden,  durch  O  nnil  v  rine  Gerade  zu   ziehen 

and  auf  derselben  Or  =  OEi.  p  absntragen,  wo  itr  nnd  1»  resp.  die  Wellen- 

Itngt^n  Aes  rothen  und  vinlottm  Lichtes  heseichnon.  Auf  der  Strecke  Pr 
sind  alsdann  die  zwiscbenliegendon  Farben  nach  demselben  einfaehen 
Gesell:  wie  hei  jedem  Gitterspectrnm  vertheilt.  In  der  Bildmitte  0  fallen 
lUe  Farben  susammen  und  erzeugen  dasclhst  das  weisse  Bild  des  leuchtenden 
Punktes;  dasselbe  erscheint  umgeben  von  regelmSsaig  angeordneten  Speetren, 
deren  Längsrichtungen  sHmmtlich  nach  der  Bildmitte  convergiren  (Fig.  33). 
AU  zweites  Betspiel  diene  die  schöne  Erscheinung,  welche  man  er- 
blickt, indem  man  durch  die  Fahne  einer  Vogelfcdcr  (am  besten  eignen 
^hdieSchwung'  uudSteneifedern  der  Singvügel)  einen  leuchtenden  Punkt 
betrachtet.  Je  vier  der  FÄsercben  oiß,,  ffi.^.i,  a'ß,.  a"ß„  (Fig.34)  begrenzen 
«ilie  »US  zwei  symmetrischen  ParnllelogrammeH  gebildete  OefFnung  wie 
Ig.  22,  und  würden  daher  für  sich  allein  die  Erscheinung  Fig.  13  erzeugen. 
&ber  entlang  dem  Kieloben  ab  sehr  viele  solche  Oefl'nuagen  auf  eiUAU- 
folgen ,  so  werden  nur  die  auf  den  Linien  dar  grossen  Maxima  ge- 
enen  Bildpunkle  übrig  bleiben;  diese  Linien  sind  Kenkrecht  zum  Kiel- 
ib,  also  parallel  zu  OX,  und  sind  in  Fig.  '.!3  puuktirt  angegeben.  (Bei 
W  Constniclion  wurde  angenommen,  daea  ein  Fäserchen  ii,$i  gerade 
Ib  so  breit  aU  der  zwischen  zwei  benaclibarten  enthaltene  liebte  Zwischen- 
im  sei,  so  dass  der  Abstand  zweier  grosser  Maxima  J  beträgt  von  dem 
bftand  zweier  der  in  Fig.  23  vorhandenen  dunkeln  Streifen,  und  somit 
a  dritte  Maximum  mit  dem  zweiten  dunkeln  Streifen  zusammen IKI It.) 
eil  nnu  femer  solcher  Kielchen  "b,  ah',  etc.  sehr  viele  dem  MHtelkiole 
B  entlang  gereiht  sind,  so  wird  das  Bild  von  neuen,  zu  J B  senkrcchteu 
uimatnlinieu  durchsetzt  und  dadurch  jede  der  obigen  Maximumlinien 
eine  dichtgedrängte  Reihe  von  bellen  Punkten  zerlogt ;  da  nämlich  die 
:lien  ab,  ab'  etc.  verhüttniss massig  grosse  Abstände  haben,  so  werden 
Ihnon  entsprechenden  Maxima  sehr  nahe  an  einander  liegen.  Um  nun 
wetMes  Licht  die  Spectra  zu  erhalten,  brancht  man  nur  durch  jeden, 
■•  dein  violetten  Lichte  angehörigen,  hellen  Punkt  des  Bildes  zur  Bild- 
eine Gerade  zu  ziehen  und  auf  dieser  nach  der  oben  gegebenen  Vor- 
Ifl  den  ;(ugehürigen  rothen  Pnnkt  zu  suchen.  Die  einzelneu  Spectra, 
:r  zu  f'.f  parallelen  Punktreihe  angehören,  erscheinen  alsdann 
breiteren  Spectren  verschmolzen ,  welche  von  feinen  dunkeln  nach  der 
Blte  bin  convergiren deu  Längslinien  durchzogen  sind,  wie  das  in 
U  augedcntcl  ist. 


derselbe  mebr  oder  weniger  vollkommeDe  Einklang  hercscben,  nud  die 
lieDgungsersclieinung  wird  qualitativ  dieselbe  bleiben,  als  wenn  nur  eine 
üeffuuug  vorbaadca  würe;  die  einzige  Modilication ,  welche  sie  erleidet, 
beEtoht  darin ,  dass  ihre  lotoosität  überall  in  gleichem  Maasse  erhöbt  wird. 
Nach  den  Sälzon  des  vorausgehenden  Paragraphen  wird  nuD  die  Beu- 
gungserachcinung  qualitativ  nicht  geändert,  wenn  wir  die  Oeffnungen  durch 
gl eicbge staltete  und  gleicbgrosse ,  undurchsichtige  oder  durchsichtige 
Scbirmcbeu  ersetzen.  Bei  den  Uöfen  sind  die  Wasserbläschen,  aus  denen 
die  Wolkeu  bestehen,  als  solche  Schirmcbon  zu  betrachten;  dieselben  mU»^ 
sen  demnach  die  uäiuHube  Reibeufolge  von  lutensitäts Verhältnissen  hervor-l 
briageo,  wie  eine  etusige  kreisförmige  Oeffnung  von  dem  Durchmesser  der'' 
Bläschen.  Ist  die  Lichtquelle  ein  Punkt,  z.  B.  ein  heller  Stern,  so  wird 
für  jede  Farbe,  nach  §.  17,  das  erste  und  zweite  Minimum  eintreten,  wenn 
die  Prujection  dieses  Durchmessers  auf  die  Beugungsricbtnng  resp.  1,  2  uud 
3,2  Wellenlängen  beträgt;  nehmen  wir  an,  dass  das  erste  Maximum  zwi- 
schen den  zwei  ersten  Minimis  gerade  in  der  Mitte  liege,  so  wurde 
dasselbe  stattfinden,  wenn  jeue  Projection  l,7i*)  ausmacht,  oder  wenn 
d  sin  ((;=:  1,TA  ist,  unter  ri  den  Bläschendurcbmesser  und  unter  iji  den  Beu- 
gungswinkcl  verstanden.  Da  dieser  Winkel  nur  klein  ist,  so  können  wir 
statt  vorstehender  Gleichung  genähert 

1,-A 

setzen.  Beachten  wir  nur  die^iio  ersten  und  lichtstärksten  Maxima,  so  er- 
scheint demnach  der  Lichtpunkt  von  farbigen  Kreisen  umgeben,  deren 
scheinbare  Radien  (i|j}  sieb  nmgokehrt  wie  die  Bläschcudurcbmesser  und 
diiecL  wie  die  Wellouläugeii  verhalten,  von  denen  also  der  innerste  violett, 
der  äusserste  rotb  ist.  Misst  mau  den  scheinbaren  Halbmesser  irgend  eines 
dieser  Farhenringe,  so  kann  man  uit  Uilfo  der  bekannten  Wellenlänge  aus 
obiger  Gleichung  den  Durchmesser  der  Bläschen  berechnen. 

Ist  die  Lichtquelle,  wie  Souue  oder  Mond,  eine  Scheibe,  so  wird  jeder 
Punkt  derselben  für  sich  die  ganzo  Reihenfolge  der  farbigen  Kreise  erzen- 
geu;  für  jede  Farbe  entsteht  daduicb  ein  mit  der  Licbtschcibe  concentri- 
scher  Ring,  dessen  scbeiubare  Breite  gleich  dorn  Durchmesser  der  Scheibe 
ist.  Da  diese  Ringe  mit  ihren  Rändern  sieb  theilweise  decken,  so  wird  die 
jetzige  Erscheinung  swar  weit  lichtstärker,  aber  weniger  rein  sein,  als  bei 
einem  Lichtpunkt.  Immerhin  läset  sich  die  oben  erwähnte  Bestimmutig 
des  Bläsebendurchmessers  auch  hier  durcbfUbreu,  indem  man  z.  B.  für  den 
rotheu  Ring,  unter  Anwendung  eines  rothen  Glases,  den  Halbmesser  des 
mittleren  Umfangcs  zu  ermitteln  sucht. 

Farbige  Höfe  können  überhaupt  nur  dann  entstehen,  wenn  die  Dunst- 
bläseben merklich  gleiche  Durchoiesser  besitzen;  ist  dies  nicht  der  FalLT 

^  I?er  geuuue  Wj 
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I  Ugem  aicli  die  Maxima  veiachiedener  Farben  über  einander  und  erzeu- 
ta  doTcb  ihre  Miuchung  einen  weiaslicliea  Hof. 

Kttnsllicbe  Uöfo  gewahrt  man,  wenn  man  auf  einer  G1as]ilatle  kleine 
.ärperclien  von  gleicher  GeBtall  und  Grösse  fz.B.  Sporen  vouLycopodiuui 
ad  Boviala,  l'olleukiJruer,  Stfirkmehltörner,  Blutkörperchen  etc  )  auabrei- 
!t  und  eine  Ker^enSanime  dadurch  betrachtet. 

Fadenrörmige  Körper  von  gleicher  Dicke,  z.  B.  Coconfäden,  Wolle, 
|ebe  Haare,  in  willkürlicher  Weise  zwischen  zwei  Glasplatten  gebracht, 
jMigen  chenfalU  Uöfe.  Wären  nämlich  die  Fäden  parallel,  ab^r  in  uniegeU 
Miauger  Verlheilung,  so  würden  sie  qualitativ  die  nämliche  Erscheinung 
kervorbringen  wie  eine  Spalte  von  der  Breite  eines  Fadens,  also  auf  der 
ID  der  Richtung  der  Fäden  senkrechten  Geraden  in  einer  von  dieser  Breite 
ind  der  Wellenlänge  abhängigen  Entfernung  ein  lutcnsitätsmaximum  er- 
mgcn;  wegen  der  verschiedenen  Orientiruag,  der  Fäden  geschieht  das 
lier  in  allen  Richtungen  ringsherum  und  statt  geradliniger  Fransen  muss 
in  Bing  entstehen. 

Hau  begTeift ,  wie  mau  aus  den  scheinbaren  Durchtnesuern  dieser 
EBnatlichGu  Höfe,  ebenso  wie  oben  bei  deu  natürticheu,  auf  den  Durchmes- 
ar  dor  kleinen  Körpercheu  oder  der  Fäden  schliessen  kann,  durch  die  sie 
Vxengt  werden  (Erionietar  von  Vuung), 

25.  Bchief  einfallende  Strahlen.  Wir  haben  bisher  stets  angenommen, 
Uas  die  directen  Slrahlon  »enkrccLt  stehen  zur  Schirmebene.  Jetzt  wollen 
rir  deu  Fall  näher  ins  Aage  fassen,  wo  dieselben  gegen  deu  Schirm  belle- 
Bg  geneigt  siud. 

Sei  zu  dem  Ende  .4  £  (Fig.  37)  ein  beliebiger  Elementarstveifen ,  aJ 
lie  Richtung  der  einfallenden,  ^u  dio  der  gebeugten  Strahlen,  wobei  zu 
peacblen  iat,  dass  die  Ebene  »AB  keineswegs  mit  der  Ebene  aAB  zu  co- 
IKidiren  braucht.  Sind  nun  AC  senkrecht  zu  bB  und  BD  senkrecht  zu 
ta  gwflillt,  80  ist  ßC  die  Weglänge,  nm  welche  der  in  A  ankomnieiidc  di- 
»etfl  Straiil  aj  dem  in  D  eintroifenden  l>ß  vorauB  ist,  und  AD  die  Strecke, 
n  welche  der  von  A  ausgehende  gebeugte  Strahl  Aa  zurückbleibt  gogeii 
B  ausgehenden  D ß.  Die  G es amml Verzögerung  von  Aa  gegen  Bß 
BC,  d.  h.  sie  ist  gleich  der  Differenz  der  Projectionen 
lifcbeus  auf  die  Eichtuugen  der  gebeugten  nnd  der  directen  Strah- 
dienern  Unterschiede  hängt  die  Wirkung  des  Streifcheus  ganz  iu 
Weise  ab ,  wie  bei  senkrecht  einfallendem  Licht  von  der  l'rojeo* 
Streifcheus  auf  die  fieugnugsricbtung. 
Kwnito  leicht  sieht  mau  ein,  dass  die  Wirkung  einer  rechteckigen 
darcb  diu  Uitlerenxen  der  Projcctionen  zweier  anstosseuder  Sei- 
nf  die  Richtung  der  gebeugten  und  directen  Strahlen  jetxt  in  dersel- 
beJingt  wird,  wie  früher  durch  die  Prejactiiftieti  der  Seiten  auf 
beiden  Uiehtungen.  —  Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige 
reohtwinkligres  Co ordinatcnsy stein,  d«ss&«u  Mtstituu^  it^ 
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bekannte  Punkt  0  ist ,  bezogen ,  dann  für  senkrecht  einfallende  Strahlen 
und  in  Bezng  auf  dasselbe  Coordinatensystem  den  Grundriss  ihres  Beu* 
gungsbildes  entworfen;  P  (Fig.  38)  sei  ein  beliebiger  Punkt  des  Grundrisses. 
Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  bei  schief  einfallendem  Lichte  denjeni- 
gen Punkt  P'  des  neuen  Grundrisses  zu  finden,  für  welchen  sich  die  Inter- 
ferenz unter  denselben  Umständen  vollzieht,  wie  bei  senkrecht  einfallen- 
den Strahlen  für  den  Punkt  P.  Zu  diesem  Ende  werde  die  Oeffnung, 
etwa  parallel  zur  Axe  OX^  in  schmale  Streifen  zerlegt,  von  denen  jeder  aU 
ein  Kechteckchen  betrachtet  werden  kann.  Bilden  nun  die  directen  Strah« 
len  mit  OX  und  0  F,  oder  mit  den  Seiten  des  Rechtecks,  die  Winkel  9 
und  ^,  so  construrren  wir  zwei  Kegel,  die  ihre  Spitzen  in  0  haben  und 
deren  Seiten  mit  den  Azen  0  X  und  0  Y  resp.  die  Winkel  q)  und  o/;  bilden ; 
ihre  gemeinschaftliche  Erzeugende  giebt  alsdann  die  Richtung  und  auf  der 
halbkugeligen  Bildfläche  den  Sammelpunkt  der  directen  Strahlen  an ;  die- 
ser projicire  sich  in  0\  Zwei  andere  beliebige  Kegel,  deren  einer  OX^  der 
andere  0  Y  zur  Axe  hat,  geben  ebenso  durch  ihre  gemeinschaftliche  Erzeu- 
gende einen  beliebigen  Bildpunkt  an,  dessen  Projection  P'  sei.  Die  Wir- 
kung im  Punkte  P'  hängt  ab  von  den  beiden  oben  näher  bezeichneten  Dif  • 
ferenzen,  und  ist  die  nämliche  wie  in  P^  wenn  diese  Differenzen  resp. 
gleich  sind  den  Projectionen  der  Rechteckseiten  auf  die  dem  Punkte  P  ent- 
sprechende Strahlenrichtung. 

Nun  l^e  man  durch  die  Axe  OX  die  Ebene  XOZ  senkrecht  zur 
Grundrissebene  XO  7  (in  Fig.  38  ist  ZOZ  um  01^  auf  die  Ebene  XOY  um- 
geklappt gedacht),  so  wird  dadurch  die  Bildfläche  längs  der  Kreislinie  XZ, 
und  die  Kegel  mit  der  Axe  0  X,  welche  die  zu  den  Bildpunkten  P,  (/,  P' 
gehörigen  Strahlenrichtungen  als  Erzeugende  enthalten,  resp.  längs  OFy 
OFy  OF'  geschnitten.  Sind  alsdann  Oj3,  Oy^  OS  die  Projectionen  der 
Länge  Oa  des  Rechteckchens  auf  die  durch  jeden  Kegel  repräsentirte 
Strahlenrichtung,  so  muss,  damit  das  Rechteckchen,  was  seine  Länge  anbe- 
trifft, in  P  und  P'  gleich  wirke,  Od—Oy^Oß  sein.  Nun  sind  die  Dreiecke 
OFÄ,  OFit,  OFK'  der  Reihe  nach  ähnlich  den  Dreiecken  Oaß,  Oay,  Oaö, 
und  wenn  Oi-^0yc=0ß  ist,  so  muss  auch  Oä"  —  OÄ'=Oä,  oder  O'/T" 
=  0R  sein.  Ganz  ebenso  könnte  man  an  den  entsprechenden  Kegeln, 
welche  0  Y  zur  Axe  haben ,  nachweisen ,  dass  bei  gleicher  Wirkung  in  P 
und  /^  auch  ff  Q'=OQ  sein  müsse.  Was  für  dieses  eine  Rechteckchen  er- 
wiesen wurde,  gilt  ebenso  gut  auch  für  jedes  andere,  sonach  auch  für  die 
ganze  Oeffnung. 

Um  daher  bei  schief  einfallenden  Strahlen  den  Grund- 
riss des  Beugungsbildes  zu  .erhalten,  entwerfe  man  densel- 
ben zuerst  für  senkrechte  Strahlen,  bestimme  sodann  den 
Punkt  0\  in  welchem  sich  der  Yereinigungspunkt  der  schie- 
fen Strahlen  projicirt,  und  verschiebe  nun  den  Grundriss 
parallel  mit  sieb  reibst,  bis  sein  Mittelpunkt  0  auf  0'  fällt,  so 


ttellt  derselbe  in  dieser  nenen  Lage  den  Grnndriss  des  nen^n 
SengtmgBbildes  vor. 

Der  Grmndriss  ändert  abo  blos  seine  Lage,  nicht  aber  seine  Gestalt ; 
das  wirkliche  Bild  aaf  der  Halbkugel  dagegen  verliert  seine  frUhf^re  Sym- 
metrie und  erleidet  eine  um  so  bedeatendere  Verzerrung,  je  weiter  man 
den  Gmadriss  verscbiebt,  d.  h.  je  mehr  man  die  einfallenden  Strahlen  ge- 
gen die  Schinnnormale  neigt. 

Anseerdem  ist  auch  zn  bemerken ,  dass  für  dieselbe  Oeffnnng  sich  die 
wnkrechten  Qnerscbnitte  der  directeu  Strahlen  bei  normal  und  bei  schief 
einfallendem  Lichte  wie  licosip  verhalten,  wenn  9  den  Winkel  der  directGu 
Btntblen  mit  der  Normale  der  Schirmebene  bezeichnet.  Die  Inteueitilt  des 
directen  nnd  darum  auch  des  gebeugten  Liiihtea  wird  daher  für  schief  ein- 
fallende Strahlen  gleichmässig  über  das  ganze  Bengnngsbild  im  Verhältuiss 
Ton  eiis'tp-A  geschwiicht  erscheiuen. 

26.  Kethode  der  Hessnng.  Der  im  vorhergehenden  Paragraphen  er- 
«Kiesene'Satz  ist  nun  von  grosser  Wichtigkeit  für  die  bequeme  Anstellung 
der  Beobachtungen  nnd  .Messungen.  Denn  sei  zuerst  die  Fernrohrase 
aso  wie  die  directen  Strahlen  senkrecht  zur  Schirmebene,  so  dase  der 
Pankt  O,  d.  h.  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes,  am  Fadenkreuz  gebohen 
*ird.  Denken  wir  uns  nun,  ohne  Fernrohr  nnd  Schinn  zu  bewegen,  die 
«iDfaltenden  Strahlen  in  die  Richtung  OF'  (Fig.  30)  gebracht,  so  wird 
jetzt  F'  der  Vereinigungspuokt  der  directen  Strahlen  und  ff  seine  Projec- 

sein,  und  am  Fadenkreuz  wird,  wenn  OP=Oa'  ist,  der  Punkt  P  des 
«nprangtichen  BoDgungshildes  erscheinen  (in  der  Figur  ist  nämlich  OZ 
ih  Fernrobraxe,  POO'  der  Durchschnitt  des  Schirmes  oder  der  Grundtiss- 
ebene  ,  nnd  der  Halbkreis  der  Durchschnitt  det  BildÜfiche  mit  der  Ebene 
r  Zeichnung).  Da  nui>OP=^Off,  so  ist  auch  ü  fO^=  Z.  fOZ,  d.  h.  der 
m  Punkt  y  des  anfänglichen  Bildes  entsprechende  Beu- 
hgswiukel  ist  gleich  dem  Winkel,  um  welchen  die  einfal- 
lenden Strahlen  gugen  die  Fernrohrase  geneigt  werden 
ssten,  Dm  den  Punkt  P  ans  Fadenkreuz  zu  bringen.  Statt 
»ber  die  einfallenden  Strahlen  gegen  die  Fernrohrase  und  den  zu  ihr  seak- 
nditen  Schirm  zn  neigen,  wird  man  hesser  den  Schirm  fest  mit  dem  Fern- 
lohr  verbinden  und  Fernrohr  saromt  Scliirm  gegen  die  einfallenden  Strah- 
'len  neigen,  was  offenbar  tlenselhen  Erfolg  hat.  Hat  man  daher  Beugungs- 
^inkcl  XU  messen,  so  verfahre  man  auf  folgende  Weise.  Der  Schirm  oder 
■  Gitter  wird  mittelst  eines  passenden  Ringes  auf  das  Objcctivende  eines 
Tbeodolitfemrohrs ,  senkrecht  zu  dessen  Axe  aufgesteckt.  Alsdann  stelle 
1  das  Fernrohr  mit  seinem  Fadenkreuz  auf  die  Lichtquelle  (Lichtpunkt 
nder  Liebllinie)  ein  und  lese  den  Nonius  ab;  dann  drehe  man  das  Fernrohr 
so  Isnge,  bis  der  Bildpunkt,  für  den  der  Bengungs Winkel  gemessen  werden 
■soll,  an  Fadenkreuz  erscheint,  und  lese  wiederum  den  Nonius  ab;  die  Diffe 
Jtns  der  beiden  Ahiesungen  gitfbt  den  gesuchten  Bewg\\ng9w\TiVe\.  TJi 
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Beitrag  zur  Theorie  der  Fimction  PQ 


Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Docent  in  Halle. 


In  der  Abhand|ang  über  die  darcb  die  GaaBsisehe 
darstellbaren  Functionen  (Göttingen  1857)  bemerkt  Rie^ 
Integral : 

von  einem  der  vier  Wertbe  0,  1,  — ,  qo    bis  zu  einem  dl 

anf  beliebigem  Wege  erstreckt,  eine  Function  P(^'  ^  . 

bei  passender  Wabl  dieser  Grenzwertbe  nnd  des  Wege^r*"^^ 

anderen  jede  der  seclis  Functionen  P  ,  P    . . .  -P^  darstcfl'^- 
(pag.  27) :    „  Es  lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen ,  dass  i^. 
charakteristischen  Eigenschaften  einer  solchen  Function 
dies  in  der  Folge  geschehen,  wo  dieser  Ausdruck  der  P-F> 

bestimmtes  Integral  zur  Bestimmung  der  in  P^,  P^  . .  •  P^  . 
gebliebenen  Factoren  benutzt  werden  soll ;  und  ich  beraer 
dass  es,  um  diesen  Ausdruck  allgemein  anwendbar  zu  ma?^^ 
fication  des  Weges  der  Integration  bedarf,  wenn  die  Fu 

Integralzeichen  für  einen  der  Werthe  0,  1;  oo  ,  —  so  anei 

sie  die  Integration  bis  zu  demselben  nicht  zulässt."  — ^. 
meines  Wissens  nirgend  erfolgt.     Da  die  bestimmten  Ii 
besten  zur  Darstellung  einer  Function  P  eignen,  weil  8 
Zweig  darstellen,  was  sonst  nur  noch,  nach  Riemann'a 
wenigstens  für  den  Quotienten  zweier  P-  Functionen  du« 
gescbeben  kfina,  so  schien  es  von  Interesse  diese  Ansft 


in  elementarer  Darstellung.    Von  Dr.  E.  Lommel.  47 


^^^s*^»^^^ 


das  Gitter  um  seine  yerticale  Axe  in  einer  der  Bewegung  des  Uhrzeigers 
entgegengesetzten  Richtung,  so  wird  sich  die  Linie  D  zur  Rechten,  und  mit 
ihr  das  zugehörige  Spectrum ,  dem  Bilde  der  Lichtquelle ,  welches  immer 
onyerrückt  am  Fadenkreuze  bleibt,  zuerst  nähern,  während  die  Linie  D  zur 
Linken  nebst  dem  zugehörigen  Spectrum  sich  entfernt.  Bei  einem  gewissen 
Drehungswinkel  wird  die  Linie  D  zur  Rechten  stillzustehen  scheinen,  um 
■ch  bei  weiter  fortgesetzter  Drehung  wieder  zu  entfernen ;  die  Linie  D  zur 
linken  fährt  dabei  immer  fort,  sich  zu  entfernen,  bis  sie  aus  dem  Gesichts- 
felde yerschwindet.  Dreht  man  daher  das  Gitter  so  lange  in  der  bezeich- 
neten Richtung;  bis  die  fragliche  Fraunhofer^sche  Linie  der  Lichtquelle  am 
nächsten  gekommen  ist,  so  ist  für  sie  der  Beugungswinkel  ein  Minimum 
(wir  wollen  dasselbe  mit  '^'  bezeichnen),  und  seine  Hälfte  \'^'  ist  gleich 
dem  Winkel,  welchen  die  Schirmnormale  mit  der  unbeweglichen  Fernrohr- 
txe  bildet.  Der  Winkel  ^'  kann  leicht  gemessen  werden ,  wenn  das  Gitter 
auf  der  Drehungsaxe  der  Alhidade  eines  horizontalen  getheilten  Kreises 
befestigt  ist.  Man  sucht  nämlich  für  dieselbe  Fraunhofer'sche  Linie  in 
xwei  Spectren  gleicher  Ordnung  zur  Rechten  und  zur  Linken  das  Mini- 
mnm  der  Ablenkung.  Die  Differenz  der  beiden  Ablesungen  des  Nonius 
giebt  dann  unmittelbar  den  Winkel  ^\  Um  aber  aus  der  Formel  k  =  esinflß 
die  Wellenlänge  zu  berechnen,  hat  man  nicht  den  kleinsten  Beugungswinkel 
tff',  sondern  den  Beugungswinkel  tf;  für  senkrecht  einfallende  Strahlen  an- 
sQwenden.  Aus  der  Bedingung,  dass  stets  OP=0'P'  ist,  ergiebt  sich 
aber  sofort 

Um  den  Winkel  tlf'  nach  diesem  Principe  zu  messen,  könnte  man  auch 
eines  getheilten  Kreises  ganz  und  gar  entrathen  und  sich  der  P  o  g  g  e  n  - 
dorf rächen  Spiegelablesung  bedienen,  indem  man  die  Glasplatte,  auf 
welche  das  Gitter  gezeichnet  ist,  als  Spiegel  wirken  lässt. 
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ZQ  ihrer  Werihfixirnng  einige  Yerabredangen.  Znerst  aber  noch  was  die 
Zalilen  a,  |3, . . .  /  betrifft,  so  werden  fünf  von  ihnen,  mithin  a,  /?,  A,  f»,  v 
als  willkürliche  (complexe)  Yorausgesetzt  und  die  sechste  mit  den  übrigen 
durch  die  Gleichung  verbunden : 

Dann  kann  keine  der  Summen 

eine  ganze  Zahl  sein,  ohne  dass  eine  der  Differenzen  a  —  «',  ß — ß\  y  —  y 
eine  ganze  Zahl  ist,  welcher  Fall  nebst  dem,  da8S 

A,  fi,  V  oder  —  (^  +  f^  +  v  +  2) 
eine  ganze  negative  Zahl  ist,  wie  schon  bemerkt,  ausgeschlossen  wird. 

Die  Werthe  der  complexen  Variabein  s  denken  wir  uns  nach  Gauss 
in  einer  (im  Unendlichen  geschlossenen)  Ebene  aufgetragen ,  so  dass  S  als 
Function  der  ^- Ebene  angesehen  werden  kann.    Von  dem  Punkte  s=0  über  1 

nach  00  ,  von  da  nach  — ,  welches  die  Verzweigungspunkte  der  .v  -  Ebene 

sind,  ziehen  wir  eine  Linie  so,  dass  die  Ebene  einfach  zusammenhän- 
gend bleibt,  welche  der  Querschnitt  der  5 -Ebene  heissen  mag.  Der  Be- 
quemlichkeit halber  denken  wir  uns  den  Querschnitt  längs  der  positiv  reel- 
len Linie  in  der  «Ebene  von  0  nach  oo  gezogen  und  von  dort  aus  in  einer 

Geraden  nach  — .   Wird  dann  der  Werth  von  S  in  irgend  einem  Punkte  der 

««-Ebene  gegeben,  so  bilden  alle  die  Werthe,  welche  an  dem  gegebenen 
stetig  hängen,  wenn  bei  der  Fortsetzung  5  als  Function  der  complexen 
Variabein  5  angesehen  wird,  und  s  den  Querschnitt  nirgend  überschreitot, 
einen  Zweig  der  Function  S,  der  in  der  durch  den  Querschnitt  zerlegten 
.s- Ebene  einwerthig  oder  einändrig  ist.  Durch  stetige  Fortsetzung  der 
Function  S  über  irgend  welche  Theile  des  Querschnitts,  gelangt  man  zu 
neuen  Zweigen  der  Function  S,  die  sich  von  einander  nur  durch  constante, 
von  A,  fi,  V  abhängige  Factoren  unterscheiden.    Der  Zweig  von  S,  welcher 

Z  IL  V 

entsteht,  wenn  für  5=1,  5  ,  für  s=0,  (1— s/  und  (l  — a:«)  gleich  Eins  ge- 
nommen werden,  soll  der  Hauptwerth  genannt  werden,  und  bei  unseren  In- 
tegrationen überall  da  zu  Grunde  gelegt  werden,  wo  nicht  ausdrücklich  eine 
andere  Bestimmung  getroffen  wird.  Wird  aber  durch  einen  vorgeschriebeneu 
Integrationsweg  der  Quersclinitt  überschritten ,  so  soll  S  stetig  längs  des- 
sen)en  fortgesetzt  werden. 

Das  bekannte  Theorem,  nach  welchem  das  Integral  einer  Function, 
die  in  einem  Flächenstuck  einändrig  ist  (z.B.  eines  Zweiges  der  Function  .V) 
genommen  über  die  ganze  Begrenzung  eines  einfach  zusammenhängen- 
den Stückes,  innerlialb  welches  sie  endlich  ist,  Null  seiu  muss,  soll  der 
Cauch  j'sche  Satz  genannt  werden. 
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In  Tielen  Fillen  wird  die  zu  integrirende  Fonctioii  5  in  den  Venwei- 
gtmsspimkten  so  nnendlich,  dass  sie  die  ^  Integration  bis  an  dieselben 
nicht  mlissl;  wir  wollen  fnr  unsere  Abhandlang  aber  den  Sinn  einer  sol- 
chen Integration  Festsetzungen  treffen,  durch  welche  diese  Ausdracke  an- 
beschränkt anwendbar  bleiben.  Ob  die  von  Riemann  intendirte  Modifi- 
catioo  des  Weges  eben  dieselbe  war,  wissen  wir  nicht.  Wir  verstehen  anter 

dem  Int^ral  jSds  genommen  zwischen  zwei  Versweigongspankten  a  and 

b  anf  dem  Wege  /  einen  Ausdruck ,  der  in  folgender  Weise  erhalten  wird. 
Wir  integriren  Ton  einem  Punkte  0  auf  /  bis  zu  einem  nahe  au  a  gelegenen 

Punkt  a4*<t  ^^  bilden  das  Integral  jS^f 5;  sodann  integriren  wir  um  den 

0 
Funkt  a  herum  in  positiver  Richtung  über  eine  von  a  -f-  <  ausgehende-,  eben 

dort  endende  und  ausser  a  keinen  weiteren  Yerzweiguugspunkt  einschlies- 

sende  Schlinge,  und  bezeichnen  dies  Integral  mit  A'  (K  ,  A'  ,  A'    ,  A'i  V 

Dann  integriren  wir  vom  Endpunkte  dieser  Schlinge ,  von  a  -)-  ^  bis  0  zu. 

rück,   wobei   S  einem  neuen  Zweige  angehört,  weil  s  um  a  gegangen  ist, 

velcher  mit  S'  bezeichnet  wird.    Wir  bilden  also  das  Integral 

0 
^S'ds. 

Dnon  ist  der  Ausdruck 

wenn  i    der  zum  Verzweigungspunkte  a  gehörende  Exponent  (also  eine  der 

Zahlen  i,  fi,  v,  —  [A  +  ^  +  »^  +  *-])  ^«^  jedenfalls  eine  endliche  Grösse,  weil 
anf  dem  ganzen  Integratiouswegc  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
fsdlich  bleibt.  (Man  kann  hierbei  auch,  wenn  man  will,  f  unendlich  klein 
tnnehmen.)  Sodann  integriren  wir  von  0  auf  /  bis  zu  einem  nahe  b  gelege- 
nen Punkte  b — 17,  dann  über  eine  von  b — 1}  ausgehende  und  dort  endende 
Sch1in<'e,  die  keinen  weiteren  Yerzweigungspunkt  ausser  b  einschliesst, 
negativ  (rechts)  herum.  Ist  K  der  Werth  des  Integrals  über  die  Schlinge 
positiv  herum,  so  ist  der  Werth,  der  durch  Integration  in  negativem  Sinne 
erhalten  wird,  — e  *  .  A'  wenn  f  der  zum  Verzweigungspunkte  6  ge- 
hörende Exponent  ist,  weil  die  Integration  für  verschiedene  Zweige  von 
S  statt  hat.  Endlich  integriren  wir  von  ^— iy  nach  0,  also  bilden  das 
Integral 


/' 


/ 


0 


S  ds, 

worin  .S"  den  durch   den  negativen  Umgang  um  b  erlangten  Zweig  von  ^' 
bedeutet. 
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Dann  ist  der  Ausdruck 

aus   denselben  Gründen  wie  U  eine  endliche  Grösse.    Ebenso  ist: 

^ + ^— 

-1+/-*»"   i-.--^*'"' 

eine  bestimmte  endliche  Grösse,  ausser  wenn  eine  der  Zahlen  c  ,  e,  Talso 

a      0 
eine  der  Zahlen  A,  fi,  v,  —  [A  +  fi  +  v  +  2])  eine  ganze  negative    Zahl    ist, 
welchen   Fall   wir  ausschliessen.     Diesen  Ausdruck  verstehen  wir  in  die - 

ser  Abhandlung  immer  unter  der  Bezeichnung  fSds,    und  es  stimmt 

derselbe  mit  der  gemeinen  Definition  eines  bestimmten  Integrals  zwischen 
•  complexen  Grenzen  allemal  überein,  wenn  die  letztere  einen  Sinn  hat. 

Bei  dieser  Definition  fallen  die  Euler'scheu  Integrale  mit  ihren  Aus> 
drücken  durch  Gaussische  77  Functionen  durchaus  zusammen  und  wer- 
den mit  jenen  unendlich.    Es  genüge,  dies  für  das  Integral 

7J(A)=  A*  ,e^^ds 
u 
gezeigt  zu  haben.    Wenn  wir  partiell  integriron,  so  haben  wir 


.X  00  QO 


Is  e       ds^\—s  .e       l+Jksf         e       du. 


0  0     0 


Die  eckige  Klammer  ist  nach  unserer  Auffassung  des  Integrals  gleich 
—  6     t'  I  +  ( ""  ^  +  t    e        )  '  (^  —  M 


'  -»(e^^»'.,) 


e         —  1 


=  *    '' 2lni =^ 


Mithin  ist : 

/«  ,^                                                                                       X 

und 

X  X  ;|^       jj 

I  i  .  ^        ds  =   I     - ; ^  //  'k  —  m  ): 

J  J  k  ,k—  \  .  ,  .k  —  m-^i             ^             ' 


ü  ü 
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nimmt  man  hierin  m  hinlänglich  gross  an,  so  kann  (k  —  m)  bei  positivem 
reellen  Theil  von  1  jede  mit  negativem  reellen  Theil  versehene  Zahl  sein. 
Sogar  für  ganze  negative  Zahlen  könnte  die  Gleichung  bestehen  bleiben,  da 
dann  beide  Seiten  unendlich  gross  werden.  Die  anderen  Eni  er 'sehen  In- 
tegrale können  als  ein  specieller  Fall  der  AFunctionen  angesehen  und  be- 
bandelt werden,  nämlich  wenn  fA  =  0  und  dann  ir=  l  gesetzt  wird. 

Ist  die  Summe  der  Exponenten  der  beiden  Verzweigungspunkte,  welche 

die  Grenzwerthe  des  Integrals  bilden,  eine  ganze  Zahl,  z.  B. 

1 

0 

so  kann  man  auch  über  eine  um  beide  gezogene  Schlinge  (negativ  herum) 
iotegriren  und  das  Resultat  durch 

(l-ß        *     } 
dividiren ,  wenn  (.  (jn  —  I  im  Beispiel)  den  Exponenten  der  oberen  Grenze 

bedeutet,  was  dann  unserer  Definition  gleich  kommt.  Im  angeführten  Bei- 
spiele kann  man  dann  noch  die  Schlinge  als  um  den  unendlich  fernen  Punkt 
gezogen  ansehen,  und  da  dessen  Exponent  — 1  ist,  ausintegriren ,  wodurch 
man  das  bekannte  Resultat 

77(-^).  77(^-1)  =  -;" 


/■ 


svi  (in 
erhält. 

Wenden  wir  unsere  Definition  des  bestimmten  (ntegrals  auch  dann 
an,  wenn  der  Inte^rationsweg  einem  Verzweigungspunkto  begegnet  (wobei 
jedoch  in  vielen  Fällen,  besser  nur  ausgebogen  wird)  indem  wir  das  Integral 
in  Stücke  zwischen  den  Verzweigungspunkten  zerlegen,  so  ist  das  Integral 

x^.  {l'-x)^  .  fSds 
geuommen  auf  beliebigem  Wege  zwischen  zwei  Verzweigungspnnkten  als 
Function  von  x  überall  endlich,  ausser  für  x  gleich  0,  1,  oo  ,  wenn  es  nicht, 
was  zuweilen  geschieht,  in  den  ausgeschlossenen  Fällen  überall  unend- 
lich ist.  Ferner  ist  es^eine  cinwerthige  Function  von  o?,  vrenux  den  Quer- 
schnitt zwischen  0  und  oo  ,  und  —  den  Integrationsweg  nicht  überschreitet. 

X 

Durch  einen  solchen  Uebergang  der  Variabein  x  über  die  Gerade  0 . .  1 . .  oo 
oder   des  Punktes  —  über  den  Integrationsweg  gelangt  man  zu   verschie- 

X 

denen  Zweigen  eines  Integrals.  Hat  S  seinen  Hauptwerth  und  werden  die 
Integrationswege  auf  dem  positiven  Ufer  des  Querschnitts  genommen  ohne 
ihn  zu  schneiden,  so  soll  ein  solahes  Integral  seinen  Hauptwerth  besitzen, 

wenn  es  nicht  ausdrücklich  (wie  bei  P^)  anders  bestimmt  wird.  Wir  betrach- 
ten nun  die  folgenden  sechs  Integrale 


54  Beitrag  zur  Theorie  der  Function  P  («/ ^;  ^;  xV 


'^"^-^^•^'^^^'^^^^^.^^^'^.^^^'^^^^^^^.^^^^'^-^'^.^^'-^.^^.^^m^.^.^'-^^.^^^'^  ^^   ^^^««.^>^^*tÄy^,^.^^.^rf 


,  X 

«,^,.P"=x".(l-a:)y  Srf*.  g^.P^^x"  (l-x^  f  Sds, 

X 

X 

g     P^=^x''.(,l^xy  fsds, 

X 

g..P^'=x'  il -xf  fsds. 
'  1 

In  P**,  P  ,  P*^,  P*^ ,  P^  soll  die  Integration  mit  dem  Hauptwerth  von  S 
längs  des  positiven  Ufers  des  Querschnittes  genommen  werden,  wobei  die 
an  Verzweigungspunkten  vorbeiführenden  zerlegt  werden,  oder  auch 
längs  einer  den  Querschnitt  nicht  überschreitenden  Ausbiegung  fort- 
geführt werden  können.  Das  Integral  P'  soll  mit  dem  Hauptwerthe  von 
S  auf  dem  negativen  Ufer  des  Querschnittes  genommen  werden.  Diese  In- 
tegrale sind  als  Functionen  von  x  ausser  in  0,  1,  QO  endlich,  und  wenn  x 

den  Querschnitt  zwischen  0»  i,  oo  nicht  überschreitet,  einändrig. 

1 
Das  Integral^    .P   =a:    .  (l— a:)^  .  r^t/s  multipHcirt  mit  .r        bleibt 

0 

auch  noch  für  a;=0,  wenn  nicht  A,  f»  oder  JL+fi-f-l  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  bleibt,  endlich  und  von  Null  verschieden,  nnd 
in  der  Umgebung  des  Punktes  einändrig,  weil  durch  einen  Umgang  der 

Variabein  x  um   Null  S  seinen  Werth  nicht  ändert  und  —  den  Integra- 

X 

tionsweg  nicht  überschreitet.    Setzen  wir : 

so  ist  P  für  a;=0  gleich  1,  und  entwickeln  wir  (für  Norm  a:<  1)  unter  dem 
Integralzeichen  nach  Potenzen  von  x,  so  ist: 

P«  =  a:".(l-a:/.^(a  +  |3+y,  «^/J+y,  a-a'  +  l ,  x). 
Das  Integral 

X 


I 

X 


geht  durch  die  Substitution  s  = über  in : 

o.x 


x*" .  (l-xf  .  c-''^"- "^ /a-(*+"+''+2\  (I -a)' .  O-araf  rf« , 
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uod  bleibt  mit  o:  mnltiplicirt  für  .t=0  endlich  und  von  Null  verschie- 
den, wenn  nicht  — C^+ji^  +  v+^i),  v,  oder  — (A+ft+l)  eine  ganz  negative 
Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  wird.  Zudem  bleibt  es  in  der  Umgebung  des 
Punktes  x=0  einändrig.     Setzen  wir: 

0 

_  Z"^"-") .  n(-a-ß--Y')  .  n(-a-ß-y) 

—  ff'  ff' 

SO  ist  j:         .P      für  a:=0  gleich  1  und  einändrig.     Durch  Entwickeluug 
n«ch  Potenzen  von  x  folgt: 

p«  =0:"^'  (i-a:/  .  F^a+ß+Y.  «'  +  |3'  +  y  ,  « -«+  I  ,  x). 

\)h:i  luteeral : 

^  ß  x> 

Qß.  P  =a;°'.(l  —x)^.  fSds 

i 

geht  durch  die  Substitution  5  =  —  über  in : 

a 

6 

nnd  bleibt  mit  ( —  1  ^  multiplicirt  für  a:=oo  dndlich  und  von  Null  ver- 
schieden, wenn  nicht  —  (^+fA  +  v+2)»  f*» — fA  +  ^'+i)  eine  ganze  negative 
Zahl  ist ,  was  ausgeschlossen  wird ,  und  in  der  Nähe  dieses  Punktos  ein- 
ändrig.    Setzen  wir: 

^ß /7(_A-v-l) 

_ ^-'•*(M-*-y)  n(_tt-|r-/).i7(-«-/r-y) 

n(ß-ß') 

so  erhält  P^A—j         füra:=30den  Werth  1,   und  bleibt  dort  einändrig. 

l 

Durch  Entwickelnng  nach  Potenzen  von  —  erhalten  wir : 

ii»=(-Ly.(l-ly.  F(a+ß+y,   a'  +  ß  +  r,  ß-ß^+l,^)- 
Da«  Integral : 


1^ 

T 


rj^,.  p''=u;".(l-a:/.JSf/s 


eeht  durch  die  Substitution  s  =  —  über  in : 
"  X 
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Relationen,  in  denen  zwei  P  mit  znsammeDgehörigem  Exponentenpaare  vor- 
kommen, erhalten  wir  durch  Integration  über  eine  Schlinge  um  0. .  1 . .  on  . .  — 

herum,  die  wir  nahe  den  beiden  Ufern  des  Querschnittes  hinführen.  Dies 
Integral  ist  einmal  gleich  Nall  nach  dem  Cauchj 'sehen  Satze,  weil  inner- 
halb des  durch  das  äussere  Ufer  begrenzten  Ebenenstückes  die  Function 
S  nirgends  unendlich  wird.  Dann  aber  auch  gleich  einer  Snmme  von  In- 
tegralen zwischen  0...1;1...QO;  —  ...QO,   genommen  mit  verschiedenen 

sc 

Zweigen  von  S,     Bednciren  wir  diese  auf  die  Hauptwerthe,  so  haben  wir: 
/Sd*(l-e''"'*)+/5d»(l-c**'f^''J)  +  /Sd*  (-!+«-■''•'■'')  =0. 

Ol  1^ 

X 

oder  in  P  ausgedrückt: 

Ersetzen  wir  hier  aus  ^eu  Gleichungen  J)  g  ,  P     durch: 


P.g,e  —Qo-i^'^ 


und  Q  ».P     durch 


9^-^-9 -y'  > 


so  erhalten  wir: 

Durch  Integration  über  eine  Schlinge  um  1 . . .  oo  . . . — . . .  0  erbalten  wir : 

X 

Mit  den  Gleichungen  Ä)  folgt  hieraus: 

9^..P'.ii-e"''')+9„.I^'.i-e""'  +  e-"n 

Intcgriren  wir  über  eine  Schlinge  um  oc  . . .  — . . .  0 . . .  1 ,  so  haben  wir: 

X 


Von  Dr.  J.  Thomae.  57 


0 

and  bleibt  mit  (l  — a:)""^  multiplicirt  für  xs=l  eDdlich  und  von  Null  ver- 
Mlncden  und  ist  dort  einXndrig,  wenn  nicht  etwa,  was  ausgeschlossen 
bleibt,  i,  — (il+^  +  i»+2)  oder  — (fi+v  +  l)  e>ne  ganze  negative  Zahl  ist. 
Setzen  wir: 

^ g'»(»+0 ,  jj|-i)  .  77(-i-fi-v-2) 
^y     '  n{—fi-v-\) 

•oist />^(l  — x)  ^  für  ar=l  gleich  I  und  einändrig.  Entwickeln  wir  un- 
ter dem  Integral  nach  Potenzen  von  (I— o:),  so  haben  wir: 

Zwischen  zwei  dieser  Integrale ,  welche  einem  und  demselben  Expo- 
nentenpaare  angehören ,  kann  offenbar  niemals  eine  lineare  Gleichung  mit 
coDstanten  Coefficienten  statthaben,  so  lange  nicht,  was  ausgeschlossen  bleibt, 
a=a  oder  ß=ß'  oder  y=/  ist.  Zwischen  je  drei  dieser  Integrale  findet 
tberstets  eine  lineare,  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  statt. 
Die  einfachsten  folgen  unmittelbar  aus  dem  C au chj* sehen  Satze,  nämlich: 


1  1 


fSd,  =  e-'^"^^-^''KrSds-e-^'"'''.fSds,  fSds=  f Sds-fSds 

>  U  0  9  0  1 

JSds=  rSds+  fSds,     r  Sds:=z  f  Sds  —  e^  ^  ^^  fSds, 

X  * 

vobei  für  unsere  Definition  des  bestimmten  Integrales  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Summe  der  einzelnen  Integrale,  wenn  man  z.  B.  von  0  nach  1,  von  da 

Dteb  —  und  von  —  nach  0  zurückintegrirt,  dem   über  eine  geschlossene 

Carve,  also   der    Null  gleich  geachtet  worden  kann,   weil  die  Integral- 
l»...a.L.K.  .n,  di.  V,„.ei^^.p..k«  (^.,  ^, ,  *-,*:.)..l,  d.pp,..  .„d 

im  entgegengesetzten  Sinne  vorkommen.     Drücken  wir  die  Gleichungen  in 

den  P   ,  /^  , ...  P^  aus,  die  nur  eine  kürzere  Bezeichnung  für  die  Gau ss*- 
iclie  Reihe  sind,  so  haben  wir: 

g^  .  r  =<i   .  P*  —  g  ,.t^  .e~  '*". 


n.0. 
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geringsten  Schwierigkeiten,  aber  sie  erleichtem  die  Uebersicht,  weil  man 
mit  ihrer  Hilfe  jede  vorgegebene  P- Function  dnrch  hypergeometrische 
Reihen  aasdrücken  and  sofort  für  alle  Theile  der  a;- Ebene  fortsetzen  kann. 
Es  ist : 


e 
et 


a 


e 


ß  i7(-«-/3-/)./2(-«-/S-y) 

f  77(_„_(S'_y')77(_„_|S'_y)         ' 


a 


y  "^  J7'(-  «'  -  ,?•  -  y)  77(-  «' -  /?- y)  • 
7T(«-«')-nCy-/-l) 


»%  » 


V     J7(-«'-^-/)i7C-«-^-y') 
77  «'-«).  J7(/-y-l) 

er 


y     i7(-«-^-y)77(-«-jJ-y)' 
77(«'-«)77(y-/-l) 


'\  1 


y      77(-«-|S-/)77(-a-/3-y) 

( 

_.''^"+<*>.7I«?-^)77(c-a-l)    ' 
'^o       77(-o-/r-y)77^-«-/3'-y')    ' 

P«-  -77(-« -^-y)  .  77(-«'-^'-y)  • 

/'^''•*-^^77(y-/?)  77 («'-«-)) 
P«        i7C-«-/J-y).77(-«-^-y')    ' 

e'«(° +<»').  j7((r-^)77(«-a-l) 
P«-    77(-«'-/S-y)77(-«-^-y')     ' 

Py      77(-o-/S'-y)77(-a'-/J'-y)' 

e-y'*'77(/?-^')77(y-y-l) 
V~ 77(- a- /3'- y')  .  77(- o'-/J-y') 

_e-y*'.77(^-^)77(y--y-l) 
f^y"  77(-a-i3-y)77(-«'-/S-y)  ' 

_c_- *•■''' .  77 (^-^)  77ry-y'- 1) 
''y'~  77C-V.->-y)77(-«'-/S-y')' 


'\  > 
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--^-'-^-    .^^•-■^  -^^   -^*       -- w  «■s.^N^--^  ,^.*-    "^N^  - 


fl(y-/).  77  («-«-!) 

''«-  77(-  «'  -|S-/)77C-«-|r-/)  • 
■   =       77(y-y).77(a'-tt-l) 
^a       ;2(_«_(3'-yi7(-a-/J-y)' 

V    -       77(/-y).n(«-«-l) 

y  a-  /I^-.'-ir-y)  ß(_„'_^_y)  • 

^  e'*^i7(y->y-).J7(jr-/?-l) 
Vß      n(,-a-ß-Y')ni-a-ß-yy 

^     e**y.iI(y-/)J7(^-/r-l) 
y^     7I(-«-^-y)//t-«'-^-yy 

'      e'^'.n(y--y).n(ß-ß^-i) 

yr-77(-«-^~'-y)  «(-a'-^-y)- 
Halle,  Decerober  1867. 
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I.  Die  Bereohnniig  der  Verftüdernngen  in  einem  Teränderliehei 
Dreiecksnetze.  Von  Dr.  Christian  Wiener,  Professor  am  Polytechni» 
kam  zu  Karlsruhe. 

Während  sonst  in  der  Geodäsie  die  Dreiecksnetze  als  in  der  Zeit  iiq*  ■ 
veränderlich  gelten,  dürfte  es  von  Interesse  sein,  einen  Fall  za  betrachten,  « 
in  welchem  gerade  die  Veränderlichkeit  eines  Dreiecksnetzes  das  Wesent-  • 
liehe  war,   and  für  welches  die  Aufgabe  vorlag,  aus  der  durch  zeitweise- 
wiederholte  Messung   der  Winkel  erhaltenen  Veränderung  derselben  die 
Verschiebungen  der  Eckpunkte  zu  bestimmen. 

Im  Januar  1867  hatten  sich  in  Baden  •  Baden  Sprünge  in  einer  etwa  40' ' 
hohen  Stützmauer  und  Hisse  in  dem  benachbarten  Erdreiche  gezeigt,  welche 
vermuthen  Hessen,  dass  eine  Verschiebung  der  Mauer  stattfinde.     Schrei- 
ber dieses  wurde  mit  der  geodätischen  Untersuchung  dieses  Vorganges  be-    • 
auftragt  und  fand  —   was  hier  sogleich  zugefügt    werden   mag,   um    das  .1 
Localinteressaute  abzuschliessen  — ,  dass  die  Mauer  sammt  den  mächtigen   ' 
römischen  Pfeilern ,  die  einen  Bestandtheil  derselben  ausmachten ,  parallel    : 
zu  den  Schichten  der  Arkose,  welche  die  Unterlage  des  Fundamentes  bil-    ; 
dete,  abwärts  rutschte,  und  zwar  von  October  1867  bis  Februar  1868  an  der    j 
Stelle  der  stärksten  Bewegung  um  25  Linien  badisches  Maass.  i 

Um  die  Bewegung  zu  ermitteln,  verband  ich  eine  Anzahl  von  Punkten, 
die  auf  der  Froutfläche  der  Mauer  und  auf  dem  krönenden  Geländer  4>e-  j 
zeichnet  wurden,  durch  ein  Dreiecksnetz  mit  solbhen  Punkten,  welche 
inuthmasslich  keine  merkliche  Bewegung  zeigten.  Die  grösste  Anzahl 
der  Dreiecke,  welche  zur  Festlegung  eines  Punktes  dienten,  war  7,  die 
Länge  einer  Dreiecksseite  meist  zwischen  10  und  20  Ruthen  bad. 

Die  Winkel  wurden  mit  einem  Breithaupt'schen  Theodoliten  gemessen, 
der  lO"  angab;  die  Coordinaten  der  Punkte,  bezogen  auf  eine  willkürlich 
gewählte  Axe,  auf  Zehntelliuieu  berechnet. 

Um  nun  aus  den  nach  4  Monaten  von  Neuem  gemessenen  und  bis  zu 
9  Minuten  von  den  ersten  Ergebnissen  abweichenden  Winkeln  die  Verschie- 
bungen der  Punkte,  unter  denen  die  als  inuthmasslich  fest  gewählten  wirk- 
lich keine  Bewegung  erkennen  liessen,  zu  bestimmen,  konnte  die  Berech- 
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nang  vermittelst  Azimnth  und  Saite  wie  das  erste  Mal  vorgenommen  nnd 
die  erhaltenen  Coordinaten  verglichen  werden.  Es  wftro  dazu  eine  Kech- 
BQDg  mit  Zahlen  von  6  Werthstellen  nothwendig  gewesen.  Es  empfahl 
sich  aber  als  rascher  zum  Ziel  führend ,  statt  mit  den  veränderten  Grössen 
mit  den  Veränderungen  derselben  zu  rechnen.  Die  Veränderungen  der 
Winkel  in  Secunden  und  die  der  Länge  in  Zehntellinien  wurden  nämlich 
darch  höchstens  dreizifferige  Zahlen  ausgearückt;  man  brauchte  dann  von 
den  in  die  Formeln  eintretenden  Werthen  der  Winkel  und  der  Längen  selbst 
abenfallä  nur  3  Werthstellen  mit  in  Rechnung  zu  ziehen  und  rechnete  so 
ftberhaupt  nur  mit  dreizifferigen  Zahlen.  Dadurch  war  es  möglich,  durch 
abgekürzte  Multiplication  und  Division  oder  mit  dem  Rechenschieber,  den 
ich  später  vorzog,  mit  Umgehung  von  Logarithmentafeln  und  rascher  zum 
Ziel  zu  gelangen. 

Es  mussten  nun  die  Formeln  für  eine  Reihe  von  Aufgaben  gebildet 
Verden,  wobei  vorausgesetzt  wurde,  was  hier  zutraf,  dass  die  Veränderun- 
gen der  Grössen  so  klein  sind,  dass  die  höheren  Potenzen  derselben  gegen 
die  niederen  vernachlässigt,  öder  dass  sie  als  Differentialieu  bebandelt  wer- 
den dürfen. 

1.  Von  zwei  Punkten  1  und  2  sind  die  ursprünglichen  Coordinaten 
X|,y, ,  X,,  y,  und  die  Veränderungen  derselben  rfa?, ,  rfy, ,  dx^^dy^  be- 
kannt; es  sollen  die  daraus  entstehende  Veränderung  ds  der  Länge  &  =  1.2 
ind  die  Veränderung  dq>  des  Azimuthes  q>  von  1.2  bestimmt  werden. 

Aus  *'=(y2-yiy+(^2-^i)*» 

2-  =  51/1 4P  ,         =  COS  (p 

s  s 

folgt  durch  Differentiation: 

S  8 

ein 

l)  cfÄ  =  Äf/i9(rfy,— c/y,)  +  co5<jp('/a?,— oa:,) 

Aus  tangtp  =^-— — --  folgt  ebenso: 

•Z/f  -~"  aZ/i 

(dy^  —  dyt)cüS(p'-'(dXt'-'dXt)svi(p 
^  s 

2.  In  einem  Dreiecke,  dessen  8eiten  s,  «^i ,  ^t  ^^^^  dcbscn  bezüglich 
gegenüberstehende  Winkel  a,  or, ,  er,  sind,  ändern  sich  s,  ttf,  a.^  um  ds,  doi, 
«fsy,  welches  ist  die  Aendcrung  ds^  von  ^j? 

Zunächst,  wenn  da  die  Acnderung  von  a,  gilt 

da-^dax+dcft^O, 
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Aas 


folgt : 


oder: 


sm  Om 
stna 


.    •«"«•  .       *  .  .cosa  da 

dSm=ds h  -: —  cosom  ««• — sstnom  — r-s — 

sina       swa  sura 


^  s  s  ^tii  et 

dst  =  ds  —+  —. —  ro^Wj  f/o,-)"  "-: — '*  ^^'«  {dn.'\-da^. 
s       swtt  svia  * 

5«  .   .V  (/ «,  ,  .  ,  ^   ,  ssina^ 

ds^^^ds 1 ~={sma  cos  a^  + cos  a  stna.)  +  -  .-      rot  a  da.. 

s       si/ra^  ^        sina 

Sm  Si 

3)  rf«,  =  cf*  -^  +SiCOla  dcj  +  -: —  dttf. 

3.  Wenn  in  dem  in  2)  bezeichneten  Dreiecke  das  Azimath  von  s=.<p, 
das  von  <i  =  9i ,  die  Coordioaten  d^s  Eckpunktes  bei  a^ix^^  jf,,  die  des  Eck- 
punktes bei  a:x^  y,  und  wenn  die  Veränderungen  d(p,  da^  rfs,,  dx^,  r/y, 
bekannt  sind,  welche  VerÄnderungen  von  g),,  x,y  folgen  daraus. 

Je  nach  der  Lage  des  Dreiecks  gegen  die  Abscissenaxe  gilt 

Daraus  folgt : 

Ferner  aus 

folgt 

5)  rfy  =  rfyj  + //s, Äi>i<p, +5, ros^,  rf(p,. 

Und  aus 

35  =  a?,  +  s,ro5qp, 

folgt 

Endlich  ergiebt  sich  die  Verschiebung  v  des  Eckpunktes  bei  a  aus 


7)  V  =j/da^  +  dy\ 

Alle  diese  Formeln  lassen  sich  auch  geometrisch  in  einfacher  Weise 

herleiten.     Z.  B.  ist  in  3)  leicht  zu  erkennen,  dass  ds-^  der  Bestandtheil 

s 

von  dSf  ist,   welcher  aus  der  alleinigen  Veränderung  von  s  um  ds  folgt;, 
ebenso  ergiebt  sich  durch  je  eine  gefällte  Senkrechte  s^cola  dai  als  der  Be- 
standtheil von  (is,,  welcher  aus  der  alleinigen  Veränderung  des  a,  um  dO| 

entspringt,  und  -——  da^  als  der  aus  da,  hervorgehende. 

Der  Gang  der  Rechnung  ist  nun  folgender:  Von  der  festen  Dreiecks- 
seitc aubgehend,  erhält  man  aus  den  Veränderungen  der  Wickel  die  Ver- 
änderungen der  anderen  Seiten  aus  der  Formel  3),  worin  noch  ds=^0  gilt, 
üaraua  durch  4)  5),  ö)  die  Veränderungen  der  Coordinateu  des  verschöbe- 


lien[*nnktei>,  nnil  so  fort  in  den  Tolgenden  Dreiecken.  Jet  einm&l  als  be- 
kiDBte  Seile  eines  neufn  Dreiecks  die  Verbindiirgslinie  zweier  Punkte  des 
nrli^rgflienilen  Netzes  fnigenomnieii,  welche  in  diesem  nicht  dorch  eine 
UmnrkxseitQ  verbunilen  waren,  so  berechnet  man  ztieist  die  VerSiidemn- 
Bfnder  Länge  untt  des  Azimutba  dieser  Seite  nncli  den  Formeln  I)  und  2) 
niilpii  VoTünderongon  der  Coordinaten  der  Pimkto. 

C&rlsrulie,  im  Jnli  IHOH. 


n.     Fabel    Polyeder*).       Von   .ton.   Karu    ÜEtKER,     Privallehrev    in 
Zttrith. 

Bienntnn  ttirilt  die  FUfclien,  deren  ersieh  bei  seinen  Untorsnehnn- 
gen  über  ["'nnclinnen  corapleser  Vnrialielen  Ledient.  in  einfnehe  und 
mfrhrracliKnsammeDhnDgendeeia;  einfach  Zusammenhang  nnd 
laswt  ihm  eine  begrenzte  oder  nnbpgrenate  FlSche,  wenn  jede  ganz  in  ihr 
»eilanfrnde  gescblosseue  Linie  einen  Tlieil  der  F'läche  vollständig  be- 
emiEt;  ira  anderen  Fnlle  hoisst  sie  nielirfach  zusammenhangend, 
(ßbwohl  Rieroitnn  diese  Bezeichnungen  nur  für  die  speciellcn  Unler- 
eboDgen  eingeführt  hat,  welche  seiner  allgemeinen  Functionenlchre  zur 
nttdlBgo  dienen,  diirde  doch  auch  die  Gcnmelrie  Notiz  davon  nehmen. 
liemKnn  liat  damit  auf  ein  unterscheidendes  Mericraal  hingewiesen, 
8  bei  manchen  Untersuchungen  von  grosser  Wichtigkeit  sein  kann, 
i,  bei  den  Untersuchungen  über  Polyeder.  Dies  zu  zeigen,  ist  der 
lvi«k  der  votliegende.n  Arbeit. 

Ehe  ich  nnl' meinen  cigeutliclieu  Gegenstand  übergehe,  muesich  einige 
irf«   BegriffHbe^t  immun  gen  vorher  schicken,   indem  die  Lehrblich  er  in 
t  Definition  der  hier  zu  betrachte^iden  Gegenstände  sehr  von  einander 
IwcichnTi  nnd  bisweilen  sogar  Widersprechendes  vorbringen.     Tch  hernfe 
■  Begrfindang  dieser  Behauptung  auf  eines   der  besten    neueren 
ler,  da»  von  Dr.  Uichnrd  Bai  tz  er  (die  Elemente  der Mathemnlik. 
«ig  IMO). 


*)  0«r  <*ei«ntlicbe  Inhalt  ditriei  Aufsatüos  wurde  schon  vor  fünf  Jahren 
I  Tnfaixr  ta  «wai  Artikeln  unter  dem  nicht  gans  passenden  Titel :  „Zur 
tf^toiutiin"  in  Grunert'i  Arcbiv  (Theil  XXXVIII  nnd  XL)  verüffentliclit. 
g  Arbeiten  nicht  ohne  Mltngel  sind,  nnd,  nie  mir  sclieinl,  fast  gar  krine 
tktnatr  fvfundrn  lialiec,  oliwolil  sie  einen  Geg-f natnoil ,  mit  dem  sich  MÜnncr 
te«,  Enler,  Cauchy,  Oer^ronnc,  Legendro,  Steiner,  Onl- 
t  nnd  V.  fltanilt  biraMteii,  in  ein  gHnz  neues  Liebt  stellen  nnd  in  einem 
g  bringen,  so  glaubte  der  VcrfasBcr  in  dieser  neuen  Ilearbeltung  itea- 
gMiatand  den  Halheinatikcrn  nuchmkla  vorlegen  tu  diirfen. 
ttlutkuli  f.  Mill.fniiiil"  B.  nytik  \IV.  I. 
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zukommt.  Sein  Beweis  enthält  nHmlich  die  stillschweigende  Voraussetzung, 
dass,  wenn  man  von  einem  offenen  Polygonnetze  ein  einzelnes  Polygoa 
wegnimmt,  ohne  dass  dadurch  das  Netz  in  getrennte  Theile  zerfällt,  die 
Znhl  der  wegfallenden  Seiten  immer  um  I  grösser  sei,  als  die  der  weg- 
fallenden Eckpunkte.  Dies  ist  aber  nur  dann  allgemein  richtig,  wenn 
das  Netz  eine  einfach  zusammenhangende  Fläche  bildet. 

Um  nicht  in  denselben  Fehler  zu  fallen,  war  mein  Augenmerk  zu- 
nächst darauf  gerichtet,  alle  die  Gebilde,  welche  ich  durch  die  eben  ge- 
gebene Definition  als  einfach  zusammenhangende  Polyeder  zusammen gefasst 
habe,  nach  wesentlich  unterscheidenden  Merkmalen  wieder  in  Gruppen  zu 
theilen,  um  in  diesen  besser  auch  ihre  Verschiedenheit  übersehen  zu 
können.  Ich  fand  zunächst,  dass  man  zu  unterscheiden  habe:  Polyeder 
mit  einfach  zusammenhangender  und  solche  mit  mehrfach  zu- 
sammenhangender Oberfläche,  und  bei  jeder  dieser  Klassen  wieder 
solche  mit  nur  einfach  zusammenhangenden  Flächen  (Polygonen)  von 
solchen,  welche  auch  mehrfach  zusammenhangende  Flächen  haben  (was 
ganz  unabhängig  von  der  Art  des  Zusammenhangs  der  ganzen  Oberfläche, 
wenn  dieselbe  als  eine  Fläche  betrachtet  wird). 

Uiemann  nennt  Querschnitt  eine  Linie,  welche  zwei  Begren- 
zungs])unkte  einer  mehrfach  zusammenhangenden  Fläche  mit  einander 
verbindet,  ohne  dadurch  die  Fläche  zu  zerstücken.  Ein  solcher  Quer- 
schnitt tritt  zu  der  Begrenzung  als  neuer  Bestandtheil  hinzu,  ohne  dadurch 
einen  Theil  der  Fläche  auszuscheiden.  Ein  zweiter  Querschnitt  kann 
irgend  zwei  Punkte  der  erweiterten  Begrenzung  verbinden  und  erweitert 
dadurch  abermals  die  Begrenzung.  Riemann  hat  nun  auf  verschiedene 
Art  bewiesen,  dnss  in  jeder  mehrfach  zusammenhangenden  Fläche  solche 
Querschnitte  gezogen  werden  können,  und  jede  durch  Querschnitte  auf 
verscluedcne  Art  in  eine  einfach  zusammenhangende  verwandelt  werden 
kann ,  dass  aber  die  dazu  erforderliche  Anzahl  von  Querschnitten  bei 
derholben  Fläche  immer  dieselbe  ist,  wie  man  die  Querschnitte  auch 
ziehen  mag,  und  definirt  darnach  eine  Fläche  als  ;i  -|-  Ifach  zusammen- 
hangend, wenn  sie  durch  n  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhan- 
gende verwandelt  werden  kann. 

Was  zunächst  die  einzelnen  Flächen  eines  Polyeders  betrifft,  so  sind 
dieselben  einfach  zusammenhangend,  wenn  sie  von  einem  einzigen  Kanten- 
polygone  begrenzt  sind,  dagegen  fifach  zusammenhangend,  sobald  sie 
w  Kanten  polygone  zur  Begrenzung  haben. 

Die  ganze  Oberfläche  eines  Polyeders  hat  als  geschlossene  Fläche 
keine  Begi-enzung  (wiewohl  immer  eine  begrenzte  Ausdehnung).  Be- 
trachtet man  auf  derselben  eine  sich  selbst  nicht  schneidende  geschlossene 
Linie,  z.  B.  ein  Kantenpolygon,  so  kann  zweierlei  stattfinden:  ent- 
weder ist  dadurch  die  Polyederoherfläche  in  zwei  völlig  getrennte  Theile 

rJt,  so  dass  man,  ohne  sie  zu  überschreiten,    von  dem  einen  nicht 


Dm  »neb  «ine  nas  geraden  Linien  xnBAimnpiigpnetztc  geschlossene 
Woie  hraptclinen  km  künnen,  würde  sich  vicllpieht  lins  Worl  Polygon- 
linie eignen,  imch  Analogie  von  Kreislinie.  Weil  ich  aber  genöthigt  bin, 
rav  aus  K»nteQ  EtiBamntengesctalen  Foljrgnnlinii'n  au  sprechen,  dio  dann 
Kanten pnljrgnnlinien  lieissen  mUsalen,  will  ich  mich  lieber  dos  Wortes 
LtDlenpiilj'giiu  bedienen,  Ana  ich  dann  Kantenpolygon  nenne, 
wron  di«  Linien  sHmmllicti  Kanten  sind. 

tJnl«  einem  Polyeder  verstehe  ich  „einen  von  ebenen  FISchen  voll- 
Wndtg  begrenaien  ilbernll  znsamin  erhangen  den  Kaum."  Die  Bedingnng 
t»  Zusammenhanga  zwischen  allen  Theilen  desselben  schliesst  nnr  den 
WU  ans,  ilass  die  BegrenznngGflÄcbe  sich  selber  schneide,  nicht  aber  den, 
US  *le  ans  mehreren  getrennten  geschlossenen  ans  Pntygnnen  zuanmraen- 
BHtiten  FlHchen  bestehe.  Im  leteteren  Falle  kiinnte  man  dae  Fdlyeder 
in  Dtehrfach  zusammenhangendes  nennen,  wenn  man  als  Kenn- 
Bicbeo  der  einfach  zusammenhangenden  Rünme  die  BefchatFcn - 
nt  foi>tst>'1lt.  dniiG  Jede  goschloffcne  Fläche  innerhalb  derselben  die  voU- 
■ndige  llogrenzung  eines  Tbciles  derselben  bildet.  Im  Folgenden  sollen 
»doch  nur  einfach  susammen  hangende  Polyeder  betrachtet  wer- 
n,  d.  h.  solche,  die  von  einer  einzigen  geschlossenen  aus  ebenen  Poly- 
Bnen  snsammen gesetzten  FlJfche  begrenzt  sind  und  werde  ich  dalier  nntnr 
Wyed**r  immer  diese  besondere  Art  verstehen.  Die  folgenden  Unter- 
Uhnngen  beziehen  sich  alle  nur  auf  die  Oberflftche  diener  Polyeder  und 
ktte  ich  darum  wohl  nnch  mit  Herrn  Dr.  Baltzer  diese  als  Polyeder 
•uiclinen  können.  Ich  halte  jedoch  Tür  besser,  dafllr  das  WoitPoly- 
deroherf IXche  zn  gebrauchen. 

Ich  bezeichne  ferner  die  cinKeltien  ebenen  Polygone,  aus  denen  die 
IberftScIie  ziisammenge setzt  ist,  als  Flachen,  ihii.-  negrenznngNiiuieu,  in 
inen  die  OherflSche  immer  gebrochen  ist,  als  Kanten,  deren  Endpunkte 
(Eckpunkte,  und  die  in  denselben  durch  Zusammentreffen  mehrerer 
tlygone  gebildeten  körperlichen  Ecken  als  Ecken  des  Polyeders. 

leb  habe  dnrch  diese  Begriffsbestimmungen  genau  die  Grenzen  fest- 
Ölen  wollen,  iunerhalb  deren  die  zu  heTeiseuden  Siilze  richtig  sind,  um 
äer  Ausdehnung  derselben  auf  Gebiete,  wo  sie  nicht  mehr  gelton,  vorzn- 
Mgen.  Aber  es  ist  nicht  gonng,  dass  man  den  Begrifl'  der  Objecte,  welche 
U)  untersuchen  will,  genau  fasse,  man  musa  auch  die  ganze  Knnnlchfal' 
gkeil  der  ihm  untergeordneten  Gebilde  Übersehen,  um  nicht  in  den  Fehler 
t  verfallen,  dass  man  einzelne  Eigenschaften  allen  zuerkennt,  wahrend 
I  doi^h  nur  einem  'I'heile  tn  dec  Tbat  zukommen.  In  diesen  Fehler  ist 
a.  Herr  Dr.  lialtzer  verfallen,  indem  er  die  Eigenschaft,  dass  die  Zahl 
tr  Kanten  um  zwei  kleiner,  als  die  der  Ecken  und  Flächen  2 
inomtnen,  allen  von  ihm  als  Polyeder  bezeichnelon  Flüchen  zus 
nie    in    der  Tbat   nur   Huem  kleinen  Theile  derselbi^a  < 
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Oberfläche  ableiten,  daraus  ein  e  —  3 eckiges  mit  Z>— 6  Dreiecken  u.  8.  w.; 
endlich  ein  viereckiges  von  I> — 2  (e  —  4)  Dreiecken  begrenztes.  Da  aber 
ein  viereckiges  Polyeder  immer  von  4  Dreiecken  begrenzt  bt,  so  hat  man 

i>  — 2(e  — 4)  =  4, 
also 

/>=:2(e  — 2). 

Ist  das  Polyeder  an  einer  oder  mehreren  Stellen  durchbrochen,  seine 
Oberfläche  also  eine  mehrfach  zusammenhangende,  so  lässt  es  sich  immer 
durch  Grenzflächen  im  Innern  in  zwei  getrennte  Theile  theilen,  deren 
Oberflächen  einfach  zusammenhangend  sind. 

Nach  der  Zahl  n  der  dazu  erforderlichen  Grenzflächen  wollen  wir 
das  Polyeder  als  ein  solches  n^^^  C lasse  bezeichnen  und  zunächst  vor- 
aussetzen, dass  alle  seine  Flächen  eiufach  begrenzte  Polygone  seien. 

Die  11  inneren  Grenzflächen  können  immer  so  gewählt  werden,  dass 
ihre  Begrenzung  jedesmal  ein  Kantenpolygon  des  vorliegenden  Polyeders 
ist.  Das  erste  dieser  Kanten polygone  habe  (, ,  das  s^weite  f^,...  das 
w*"  £^  Eckpunkte,  und  es  sei  «i  +  €i  +  ...  +f„  =  «.  Das  erste  der  beiden 
neuen  Polyeder,  in  welche  das  gegebene  durch  die  inneren  Grenzflächen 
zerfallt,  habe  e,  4~  ^^  das  zweite  ^t  4~  ^  Eckpunkte.  Man  hat  dann  für 
die  Anzahl  e  aller  Eckpunkte: 

Zerlegt  man  nun  sowohl  die  Oberfläche,  als  die  inneren  Theilflächen  des 
Polyeders  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  und  bezeichnet  D  die  Zahl  der 
Dreiecke,  aus  denen  dann  die  Oberfläche  zusammengesetzt  ist,  so  hat 
man 

/>=2(rj  +  c-2)+2((?,+  f-2)-2[(f»-2)  +  (f,-2)+...+(^-2)l 
=  2[e,+f,  +  £-4  +  2fi], 
oder 

2)  Z>  =  2(e+2w  — 4)  . 

Wir  haben  mithin  den  allgemeinen  Satz : 

"Wird  die  Oberfläche  eines  Polyeders  durch  Dia- 
gonalen in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  deren  Anzahl  />  = 
2(c-t-2»  — 4),  wenn  e  die  Zahl  der  Eckpunkte,  n  die  Zahl 
der  inneren  Grenzflächen  bezeichnet^  die  erforder- 
lich sind;  um  das  Polyeder  in  zwei  Polyeder  mit  ein- 
fach zusammenhangender  Oberfläche  zu  zerlegen. 

Dieser  Satz  ist  auch  dann  noch  richtig,  wenn  sich  unter  den  Flächen 
des  Polyeders  mehrfach  zusammenhangende  befinden.  Denkt  man  sich 
nämlich  die  inneren  geschlosseneu  Grenzlinien  einer  solchen  Fläche  über 
dieselbe  erhoben  und  dann  wieder  mit  einander  und  der  äusseren  durch 
eine  nur  durch  sie  begrenzte  gebrochene  Fläche  verbunden,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  diese  durch  die  Kanten,  in  welchen  sie  gebrochen  ist. 


Kleinere  Mittheilungen.  71 


r  ^^^^  ^  ^^m    •••■-"^■*/   ^^  .  '«    ^    -      •    r 


und  die  ansserdem  noch  nöthigen  Diagonalen  in  eben  so  viel  Dreiecke 
xerf&llt,  wie  die  anfänglich  betrachtete  Fläclie.  Geschieht  dasselbe  mit 
allen  mehrfach  zusammenhangenden  Flächen,  so  wird  aber  aus  dem  Po- 
lyeder ein  solches  mit  eben  so  viel  Ecken  und  nur  einfach  begrenzten 
Flächen,  ohne  dass  sich  dadurch  der  Worth  von  D  geändert  hatte.  Die- 
ser ist  aber  dann  2  (ö  +  2/i  —  4).  Der  Satz  gilt  also  auch  für  das  an- 
faDglich  betrachtete  Polyeder. 

Aus  dem  obigen  Satze,  welcher  der  Fundamontalsatz  über  Po- 
lyeder genannt  werden  dürfte,  lassen  sich  nun  leicht  die  folgenden  ab- 
leiten : 

1.  Die  Summe  der  Polygonwinkel  eines  ^-eckigen  Poly- 
eders w**'  Classe  ist  immer  e -|- 2  w  —  4  vollen  Umdrehungen 
gleich. 

2.  Ein  nur  von  Dreiecken  begrenztes  Polyeder  hat  immer 
2.(e-f2n  — 4)  Flächen  und  3.(tf-f  2w  — 4)  Kanten,  ist  also  nach 
der  Zahl  seiner  Ecken,  Kanten  und  Flächen  vollständig  bestimmt,  sobald 
eine  dieser  Zahlen  und  die  Classe  des  Polyeders  gegeben  ist. 

Die  Zahl  der  Dreiecke  muss  immer  gerade,  die  der  Kanten  durch 
3  theilbar  sein. 

Sei  z.  B.  e=12,  /i  =  2,  und  bezeichnet  /"die  Zahl  der  Flächen,  k  die 
der  Kanten,  so  findet  man  /*=24,  A:  =  3Ö. 

Ist  /*=2Ö,  ;j  =  2,  so  findet  man  ö  =  13,  /f  =  39  (womit  freilich  noch 
nicbt  erwiesen,  dass  ein  solches  Polyeder  wirklich  existirt). 

Giebt  man  zwei  der  Zahlen  e-,  /"und  k  an,  so  ist  (immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Flächen  Dreiecke  sind)  dadurch  auch  die  Classeu- 
zahl  bestimmt. 

Sei  z.  B.  ^=6,  Ar  =12,  so  findet  man  /'=8,  ri=  I. 

Für  e  =  7 ,  A:  =  48  findet  man  n  =  6 J ,  woraus  folgt,  dass  ein  solches 
Polyeder  nicht  möglich,  indem  n  uoth wendig  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 

Ya  ist  klar,  dass  das  zu  untersuchende  Polyeder  sich  auch  dann  als 

unmöglich  erweist,  wenn  der  für  n  gefundene  Werth  >  -;   so  ist  z.  B. 

kein  Polyeder  mit  6  Ecken,  48  Kanten  und  nur  dreieckigen  Flächen 
möglich,  da  sich  für  n  der  Werth  7  ergiebt. 

3.  Zwischen  den  Zahlen  e  der  Ecken,  f  der  Flächen  und 
Ä'  der  Kanten  besteht,  wenn  sämmtlichc  Flächen  einfach  zu- 
sammenhangende sind,  immer  die  Relation 

3)  •  /*+c  =  ^  +  4  — 2/i. 

Dieser  Satz  kann  der  erweiterte  Eulcr'sche  Lehrsatz  ge 
«erden. 
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Er  ergiebt  sich  aus  2)  unmittelbar,  wenn  D^f^^.  li.  wenn  alle  Flädien 
Dreiecke  sind;  denn  man  hat  dann 

/•  =  2(6  +  2«  — 4),    2k^^f^ 
woraus  folg^:        * 

2k  =  2/"+  /•=  2/"+  2  (c  +  2  n  —  4) , 
^  = /•+<;  + 2/1—  4, 
e  +  /^=^+.4  — 2fi. 

Ist  i>  von  f  verschieden,  so  werden  f  und  k  um  gleich  viel  kleiner, 
wenn  nur  alle  Flächen  einfach  begrenzte  Polygone  sind;  denn  so  oft 
u  Dreiecke  zu  einer  solchen  Fläche  vereinigt  sind ,  werden  a  —  1  Seiten 
dieser  Dreiecke  zu  Diagonalen.  Daraus  folgt  aber  sofort,  dass  diese 
Gleichung  für  Polyeder  mit  beliebigen  einfach  zusammenhangenden  Flächen 
gilt.  Dagegen  gilt  sie  nicht  mehr,  sobald  sich  unter  den  Flächen  auch 
mehrfach  zusammenhangende  befinden. 

Ein  mehrfach  zusammenhangendes  Polygon  kann  nämlich  dnrch 
(Querschnitte  in  ein  einfach  zusammenhangendes  verwandelt  werden« 
Wählt  man  diese  Querschnitte  so,  dass  dadurch  allemal  ein  Eckpunkt 
der  einen  Grenzlinie  mit  einem  Eckpunkte  der  anderen  verbunden  wird, 
und  ist  p  die  Anzahl  aller  Eckpunkte  der  Fläche,  q  die  Anzahl  der  Quer- 
schnitte, so  verhält  sich  die  Fläche  wie  ein  einfach  zusammenhangendes 
Polygon  mit  P'\'2q  Seiten,  das  sich  durch  p  +  2^  —  3  Diagonalen  in 
y^  +  2y  —  2  Dreiecke  zerlegen  lässt;  mit  den  ^  Querschnitten  ist  also  die 
Zahl  der  Diagonalen  der  mehrfach  zusammenhangenden  Fläche  =  />+35' — 3. 
Bei  der  Zerlegung  der  Oberfläche  des  Polyeders  in  Dreiecke  fallen  mit- 
hin p-^-^q  —  2  Dreiecke  zu  einer  Fläche  zusammen,  während  von  den 
Seiten  derselben  /e*  +  3  y  —  3  zu  Diagonalen  werden,  k  wird  also  um 
P'\'Zq  —  3,  f  dagegen  nur  um  p-^-^q  —  3  kleiner,  wie  wenn  alle  Drei- 
ecke als  besondere  Flächen,  ihre  Seiten  als  Kanten  angesehen  würden. 
Diese  Bemerkung  macht  es  möglich,  die  Gleichung  3)  so  umzuändern, 
dass  816  auch  für  Polyeder  mit  mehrfach  zusammenhangenden  Flächen 
richtig  bleibt. 

Bezeichnet  nämlich  q  die  Anzahl  der  Querschnitte,  die  erforderlich 
sind,  um  alle  Flächen  einfach  zusammenhangend  zu  machen,  so  kann 
der  Euler'sche  Satz,  um  ganz  allgemein  richtig  zu  sein,  durch  die  fol- 
gende Gleichung  ausgesprochen  werden: 

3«)  /'+c  =  A:-f  4  — 2w-f  y. 

Aus  dem  Eni  er 'sehen  Satze  lassen  sich  viele  Schlüsse  ziehen.  Ich 
beschränke  mich  hier  auf  Polyeder  höherer  Classe  mit  nur  einfach  be- 
grenzten Flächen  und  verweise  hinsichtlich  der  Polyeder  erster  Classe 
und  der  Literatur  über  diesen  Gegenstand  auf  das  mehrfach  erwähnte 
Bai tz er ^ sehe  Lehrbuch,  das  ich,  trotz  der  gemachten  Ausstellungen, 
nicht    umhin    kann    hier    für    ein    sehr   verdienstliches    und    in    mancher 
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Hinsicht  vortrefflicbes  Werk  zu  erklären.  Man  findet  dort  eine  unglanb- 
licbe  Fülle  des  Materials  mit  bewundemngs würdigem  Fleisse  zusammen- 
getra^n  und  in  einer  Weise  dargestellt;  die  das  Buch  den  besten  wür- 
dig an  die  Seite  stellt,  die  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  worden. 

Bezeichnen   wir  mit  /*«,  e^   beziehungsweise  die  Zahl  .der  aseitigen 

FUckn  und  der  ascitigen  Ecken  eines  Polyeders  n^  Classe,  so  haben 
wir  folgende  Gleichungen 

«  =  <?«  +  <?4  +  ^6  +        • 

2Ar  =  3A-f  4/;-f  5/5-f  ... 
2k=:^e9  +  4e^  +  be^+  ... 

Hierzu  kommt  der  Eni  er*  sehe  Satz 
8)  e  +  /'=Ar-f  4  — 2w. 

Mültiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2  und  setzt  statt  2  Ar  die  Wcrthe 
aiu  2),  so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen 

I  I  2<?  =  /"s  +  2/;  +  3/'5-f...-f  8-4/1. 

AoB  diesen  erhält  man  durch  Addition 

Mültiplicirt  man  die  eine  der  Gleichungen  I  mit  2  und  addirt  dann 
zur  anderen  ^  so  erhält  man  die  beiden  folgenden : 

m       )8tf3+2/',-f£»5=24-12«-f2/;  +  4/;-f0^+...-f£»7-f2^8-f3r9-f... 


f        )8tf3+2/',-f£»5=24-12«-f2/; 
l3/i+2/;-f/;=1J4-12«-f2g^ 


Mültiplicirt  man  die  eine  der  beiden  Gleichungen  I.  mit  3,  die  andere 
Ott  2,  und  addirt,  so  erhält  man : 

jy        H^s  +  2«4+/3  =  40-.20n-f2/-,  +  5^  +  8/;-f...+2^«+4<'7  +  6^8  +  ... 
•*       |4/-3+2/',+^3=40-20ft  +  2^,+5e5  +  8P,-f...-f2/-ß-f4/V+6/-8+... 

Endlich   erhält  man   aus   den    Gleichungen  T,   wenn   man   die    eine 
mit  4,  die  andere  mit  2  mültiplicirt  und  addirt: 

y    |0^3+4^4+2^6=48-24n-|-4/;-f8^+12/-c -f... +2^7  +  4^-8+6^9 -f. .. 
'  («/■»+4A  +  2/5=48-24fl+4^^  +  8r5+12r«+...+2/-7  +  4/;+0/;+... 

Aus  den  Gleichungen  I  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe, 
för  welche  8  —  4 «  =  0  ist ,  u.a.: 

1.  Hat  ein  solches  Polyeder  nur  dreieckige  Flächen,  so  ist  ihre 
Anzahl  doppelt  so  gross,  wie  die  der  Ecken ;  hat  es  nur  dreiseitige  Ecken, 
so  ist  deren  Anzahl  das  Doppelte  der  Flächenzahl. 

2.  Hat  ein  solches  Polyeder  nur  vierseitige  Ecken  oder  nur  vier- 
<*ckige  Flächen,  so  ist  die  Eckenzahl  der  Flächenzahl  gleich. 
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Ans  II  folgt: 

Ein  Polyeder  ohne  dreiseitige  Ecken  nnd  dreieckige  Flächen  kann 
nnr  der  zweiten  oder  einer  höheren  Classe  angehören.  Gehört  es  der 
zweiten  Classe  an,  so  hat  es  nnr  vierseitige  Ecken  nnd  vier- 
eckige Flächen. 

Dass  solche  Polyeder  und  zwar  von  der  Flächenzahl  3  m  wirklich 
oxistiren,  wo  m  .jeden  beliebigen  Werth  über  2  annehmen  kann,  wird 
klar,  wenn  man  sich  eine  mseitige  Doppelpjramide  vorstellt  und  diese 
durchdrungen  denkt  von  einem  m  seitigen  Prisma ,  dessen '  Seitenkanten 
durch  die  Seitenkanten  der  Doppelpyramide  gehen,  indem  das,  was  von 
der  Doppelpyramide  dann  übrig  bleibt,  ein  solches  Polyeder  ist. 

Aus  III  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe: 

1.  Hat  ein  Polyeder  dieser  Classe  keine  drei-,  vier-  und 
füufseitigen  Ecken,  so  sind  alle  Ecken  sechsseitig  nnd  alle 
Flächen  Dreiecke. 

Um  sich  von  der  Existenz  solcher  Polyeder  von  der  Flächenzahl  Om, 
wo  m  ^  3,  zu  überzeugen,  stelle  man  sich  etwa  in  3  parallelen  Ebenen 
3  Polygone  von  je  m  Seiten  vor,  von  denen  das  mittlere  so  gross,  dass 
sein  Umfang  die  Projectionen  der  beiden  anderen  auf  seiner  Ebene  ein- 
schliesst.  Man  kann  dann  immer  den  beiden  kleineren  Polygonen  eine 
solche  Stellung  geben,  dass  sie  sich  mit  einander  und  jede  mit  dem 
grösseren  zu  einem  Prismatoid  verbinden  lassen,  dessen  sämmtliche  Sei- 
tenflächen Dreiecke  sind,  und  kann  dabei  so  verfahren,  dass  jedesmal 
in  jedem  Eckpunkte  drei  Seitenflächen  zusammentreffen.  Das  Polyeder, 
welches  dann  übrig  bleibt,  wenn  von  der  Summe  der  Prismatoide  Über 
dem  mittleren  m-Ecke  das  andere  weggenommen  wird,  ist  ein  Polyeder 
von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Es  ist  natürlich  durchaus  nicht  noth- 
wendig,  dass  die  drei  m-Ecke  in  parallelen  Ebenen  liegen,  oder  über* 
haupt  ebeife  Polygone  seien. 

2.  Hat  ein  Polyeder  zweiter  Classe  unter  seinen  Flächen 
keine  Dreiecke,  Vierecke  und  Fünfecke,  so  sind  sämmtliche 
Flächen  Sechsecke  und  sämmtliche  Ecken  Dreikante. 

Um  ein  Polyeder  dieser  Art  von  3m  Flächen,  wo  m>3,  zur  An- 
schauung zu  bringen,  stelle  man  sich  ein  Rhomboeder  mit  2m  Seiten- 
flächen vor,  das  von  einem  m  seitigen  Prisma  in  der  Art  durchdrungen 
werde,  dass  dessen  Seitenkanten  je  ein  zusammengehöriges  Flächenpaar 
des  ersteren  durchdringen.  Das,  was  dann  von  dem  Rhomboeder  übrig 
bleibt,  ist  ein  Polyeder  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Aus  IV  folgt  für  Polyeder  zweiter  und  höherer  Classe: 

Sind  sämmtliche  Ecken  mehr  als  vierseitig,  so  befinden  sich  unter 
den  Flächen  immer  Dreiecke;  sind  sämmtliche  Flächen  mehr  als  vier- 
eckig, so  befinden  sich  unter  den  Ecken  immer  Drelkanto.     Für  Poly- 
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ed er  zweiter  Olasso  folgt  aus  IV.  ferner:  Sind  sAmmtliche  Ecken 
Fänfkante,  so  können  nicht  alle  Flächen  gleich  vieleckig  sein ;  eben  so 
wenig  können  sämmtliche  Ecken  gleich  vielseitig  sein ,  wenn  alle  Flächen 
Fünfecke  i»ind. 

Ans  V  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe: 

1.  Sind  sämmtliche  Flächen  Dreiecke ,  so  sind  entweder  alle  Ecken 
sechsseitig,  oder  das  Polyeder  hat  sowohl  Ecken  mit  weniger,  als  solche 
mit  mehr  als  sechs  Seiten.  Sind  alle  Ecken  Dreikante,  so  sind  entweder 
alle  Flächen    Sechsecke,   oder   einige   haben  mehr,   andere  weniger   wie 

6  Seiten.' 

2.  Sind  alle  Ecken  Sechskante,  so  müssen  alle  Flächen 
Dreiecke  sein;  sind  alle  Flächen  Sechsecke,  so  müssen  alle 
Ecken  Dreikante  sein. 

3.  Ein  Polyeder  zweiter  Classe  kann  keine  sieben-  nnd  mehrseitigen 
Ecken  und  FlMchen  haben,  ohne  auch  solche  mit  weniger  als  0  Seiten 
an  besitzen. 

Aus  Allem,  was  bisher  über  Polyeder  zweiter  Classe  gefunden  wor- 
den, zusammengenommen  folgt  ferner: 

Sollen  sowohl  alle  Ecken,  als  alle  Flächen  eines  Poly- 
eders zweiter  Classe  gleich  vielseitig  sein,  so  ist  nur  dreier- 
lei möglich: 

1.  Alle  Flächen  sind  Dreiecke,  alle  Ecken  Sechskante. 

2.  Alle  Flächen  sind  Sechsecke,  alle  Ecken  Dreikante. 

3.  Alle  Flächen  und  Ecken  sind  vierseitig. 

Aus  V  folgt   femer  für  Polyeder  höherer  Classe: 

Sind   alle   Ecken   oder  Flächen    sieben-   oder  mehrseitig,   so  ist  im 

ersten  Falle   ^  ^  12  (n  —  2) ,  im  anderen  f  ^  12  (w  —  2).     Für .  w  =  3  wird 

Hieraus 

^<  12  und  /'-^12, 

was  sich  leicht  als  unvereinbar  mit  den  gemachten  Voraussetzungen  er- 
kennen lässt. 

Dagegen  scheinen  solche  Polyeder  von  der  vierten  und  höherer  Classe 
in  der  That  zu  existiren,  wenn  auch  schwer  herzustellen.  Jedenfalls 
kann  mit  Bestimmtheit  behauptet  werden :  Polyeder,  deren  sämmt- 
liche Ecken  oder  Flächen  mehr  als  sechsseitig  sind,  müssen, 
wenn  sie  überhaupt  möglich,  wenigstens  dreimal  durchbro- 
chen sein. 

Sollen  alle  Ecken  oder  Flächen  mehr  als  siebeuseitig  sein,  so  folgt 
autt  V  bezüglich  : " 

c  <  0  («  —  2)  und  /"  <  Ö  (iJ  —  2). 
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Das8  dies  iinmöglicb,  ist  leicht  zu  erkennen.  Wir  haben  also  den  Satz: 
Polyeder,  deren  sämmtliche  Ecken  oder  Flächen  mehr  als 
siebenseitig  waren,  sind  unmöglich. 

Wir  wollen  jetzt  noch  untersuchen,  welche  Polyeder  höherer  Classe 
mit  gleich  vielseitigen  Ecken  und  gleich  vieleckigen  Flächen  möglich  sind. 
Seien  alle  Ecken  xseitig,  alle  Flächen  y zeitig ^  so  hat  man: 

xe  =  yf=2k.  alsoe  =  — ,  /  =  — . 

Diese  Werthe,  in  die  Euler'sche  Gleichung  eingesetzt,  gßben: 

oder 

2xy{n^2) 

k  = — '— ; 

xy  —  2x  —  2y 

oder  wenn  man  a:  =  3  +  of,    y  =  34-j3  setzt: 

2(»-2)(a/3  +  3«  +  3i3  +  ft)_^  4(/i~2)(tt  +  /?  +  (0 

üri3  +  a  +  /J-3  ""     ^  ^"^       «^+a  +  |3_3      ' 

o  und  ß"  dürfen  nur  solche  Werthe  annehmen,  dass  k  positiv  und  ganz- 
zahlig und  >6{n— i)  wird,  und  überdies  darf  keiner  dieser  Werthe 
>  4  werden. 

Wir  haben  also  nur  folgende  mögliche  Werthsysteme : 

1.  a  =  0,  /3  =  4,  Ar  =  42(w  — 2),  ^  =  28(n  — 2), /*=  12(// —  2), 

2.  i3  =  0,  ft=^4,  A:  =  42(?i  — 2),  /'=28(;i  — 2),  tf=l2(w— 2), 

3.  a=),  /3  =  2,  A:==20(n  — 2),  (»=10(«  — 2),  /*=8(ii  — 2), 

4.  /3=1,  a=:2,  Ar==:20(w  — 2),  /•=10(»  — 2),  c  =  8(m— 2), 

5.  a  =  l,  (3  =  3,  /r  =  12(M  — 2),  e=:6  (w  — 2),  /•=4(w  — 2), 

6.  a  =  3,  /5=1,  Ar  =  12(ii  — 2)./'=6  (fi  — 2),ö  =  4(/J  — 2). 

Von  diesen  Werthsystemen  scheinen  nur  die  beiden  ersten  möglichen 
Polyedern  zu  entsprechen,  wenn  n  >  4.  Dass  den  beiden  letzten  Systemen 
keine  möglichen  Polyeder  entsprechen,  ist  augenscheinlich.  Für  meine 
Anschauung  gilt  dasselbe  auch  von  dem  dritten  und  vierten  Werthsystem. 
Doch  will  ich  hier  die  Möglichkeit  einer  Täuschung  zugeben,  da  die  ganze 
Mann  ich  faltigkeit  der  möglichen  Fälle  für  grosse  Werthe  von  n  zu  gross, 
um  der  unmittelbaren  Anschauung  leicht  zugänglich  zu  sein,  und  ein 
anderer  Weg  zur  Erkeuntuiss  des  wahren  Sachverhaltes  mir  nicht  er- 
sichtlich ist. 


Kleinere  Mitthei langen.  77 


r^^^^r^s^^^'^'^^^^^^^ 


m.  Heber  den  Werth  Von  ^rc/««(^  +  iiy).  Durch  Herrn  F.  Unfer 
dinge r  in  Wien  bin  ich  brieflich  aufmerksam  gemacht  worden,  dass 
die  üblichen  Formeln  für  ^rr/^r«  (1  + iiy)  eine  wesentliche  Vereinfachung 
xnlassen.  Hierbei  müssen  aber  (was  Herrn  Unferdinger  entgangen 
XU  sein  scheint)  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  wie  ich  im  Folgenden 
zeigen  will. 

Bezeichnet  Ärclan^'=z  irgend  eine  der  Grössen,  welche  der  Glei- 
chung Um  £  =  i;  genügen,  und  setzt  man  ferner 

1)  Arclan  {l  +  1 1^)  =  o:  +  iy , 

wo  §  und  t^  gegebene,  a:  und  y  unbekannte  reelle  Grössen  bedeuten,  so 
foljit  Utu  (.r  +  iy)  =  I  + 1 17  oder 

\e  '\'e.      )  stn a-  +  i  V,  '•  — ^      )  <*os,x 

\e  -{-€      )  cos a:  —  t  \e  —e      ) stti x 

Durch  Einführung  der  Unbekannten 

y       -9 
e  —  e 

21 =  () 

e  4-tf 
wird  einfacher 

and  wenn  man  nach  Wegechaffuug  des  Bruches  die  beiderseitigen  reellen 
nnd  imaginären  Theile  vergleicht,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

\)i*.'  erste  giebt 
3J  ianx  =  - -. 

I  —  !?(> 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes  verwandelt  sich  die  zweite  Glei- 
chung in  . 

woraus  man  findet 


0 = SI+1I+1+  V  {.v+n'+^y-w 

2'/ 

Wegen  der  Realität  des  y  muss   iinch  Nr.  2)  der  absolnte  Wcrth  von 
«in  echter  Brach  sein,  es  kann  deslialb  unr 
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r^*/^^.^N,^"^N--W".^-*-/--^.^^V«.-»  — .    -^^w-^  • 


genommen  werden. 

Ans  der  Gleichung  3)  erhält  man  jetzt 

X  =  treten 


oder  wenn  m  eine  positive  oder   negative  ganze  Zahl,    nnd  arctan  z  den 
kleinsten  Bogen  bezeichnet,  dessen  Tangente  =:  ist, 

x=:imK'\-  arctan -. 

i  —  vO 

Nach  einer  bekannten  Formel  ist  nun  für  o|3<^l 

a+ß 

arclan  a  +  arctan  ß  =  arctan —-^ 

1  —  a  p 

dagegen  im  Falle  a  ^  >  I 

arclan  a  +  arctan  p  =  n  —  arctan  — ^ — ^ , 

aß  —  1 

mithin   für  a=  ß 

arctan  ß  =  ^  arctan —^^,    fiir  ß*  <  i, 

arctan  /3  =  7  —  J  arclan     ^^    ,    für  /3*  >  1 
und  folglich 

^  =  rnn+larclan^^_^^^^JJ^^ 
odnr 

*  =  "•*+  2  -  i"'"'""'"  1^(1 -,,())" 

wobei  die  erste  oder  zweite  Formel  zu  wählen  ist,  je  nachdem  ( ■ — -  i 

•^  Vi  —tiO/ 

weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt.     Nun  ist  vermöge  des  Wer- 

thes  von  Q 

I  2| 


^-vo  t/a'+v'+iy-w-iv+i*-i) 

oder  auch 

I        ^/(S'+rj'+l)'  — 4»r'  +  (r  +  t>'-  I) 
I  -  VO  2| 

und  durch  Multiplication  beider  Gleichungen 


(  _l_  y  ^  vjP + 'i'+_^f-  4 »>'  +  g ' + 1?'  -  0. 
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^    ^  ^  »^..0»^   *.  —  ji  ,     *■   f,^  ■•s^'s^  .^.y-  --•  --  ^«v^*-^^  ^•.'    ^>  /N  -^'»j^^-^-  ^-i^-%^"^    ^. '••^^-^■^,^^-^*  ^•••■^■^  ^.^.^^■^■^  ^-^ 


Uerans  geht  unmittelbar  borvor,  dass  ( -r  j    weniger  oder  mehr  als 

die   Einheit    beträgt,  je   nachdem   |*+t/* — 1   negativ  oder   positiv   ist. 
8etzt   man   ferner  in  dem  Bruche 

ur  i|(?*    seinen  Werth  aus  Nr.  4),  so  wird  der  erwähnte  Bruch 

md    man   hat  daher 

a  =  m  71  +  4arc/a;/  ; pl^r-ni    ^'^'i*  +  i?*  <  1 , 

1  —  l,?  -rn) 

x===m«  +  J.-^tflrcte;f|7-p^i— -j,   fürg'  +  V  >  1- 
Kndlich  giebt  die  Gleichung  2) 

mltiplicirt    man    Zähler   und   Nenner   des   Bruches   rechter   Hand    mit  ?; 
und  substituirt  wieder  für  r\Q^  seinen  Werth  aus  Nr.  4,  so  wird 


Et  ist   alKO  für  r  +  V<  >: 

6)  Arctan  (J  +  iij) 

dagegen   für  1*  +  y'  >  I : 

lu  dem  speciellen  Falle  S*  +  »/*  =1  •erhält  man  aus  5) 
wo  da4   Wurzelzeichen   im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  it>t;  daraus  folgt 


ian  X  =  — ^  =  +  I , 

x=  mn  +  — , 
4 


80  Kleinere  Mittheiiungen. 

worin   das   obere  Zeichen    einem  positiven,   das  nntere  einem  negativen 
I  entspricht. 

Man  hat  daher  für  J*  +  iy*  ==  1 : 

8)  ^rc/a/i(|  +  i,,)=m^+~  +  i-/([±^). 

Die  Formeln  6),  7)  und  8)  bieten,  den  üblichen  Formeln  gegen- 
über, den  Vortheil,  dass  sie  Arclan  (^ -{- i rj)  in  rationaler  Gestalt  dar- 
stellen. 

-  SCIILÖMILCH. 


IV.     lieber   den  Nähemngswerth  von  j/u^  +  v^  +  w*.    Bekanntlich 
hat  Poncelet  gezeigt,  dass  Hir  den  Fall  u^v  näherunxsweis 

j/w«  +  p«  =  0,900 .  t/ +  0,368 .  r 

gesetzt  werden  kann,  wobei  der  Maximalfehler  4  Procent  der  grösseren 
Zahl  u  beträgt.     Eine  ähnliche  approximative  Darstellung  des   allgemein 

neren  Radicales  ^i/*  +  »*  +  ir*  ist  neuerdings  *  von    Prof.  Horvath  in 
Pcsth  gegeben  worden,  nämlich  unter  der  Vorausse(znng  m  >  i>  ^  w 


y  u^  +  »«  +  w«  =  0,Q39.M  +  0,380. r  +  0,297.«;, 
wobei  dor  Maximalfehler  6  Procent  der  grössten  Zahl  n  beträgt. 

(Ans  Vfnstitul,   annee  1868,  Nr.  1782.) 


III. 

Entwurf  einer  Theorie  der  Oase. 

Von 

Prof.  Dr.  WiTTWER 

in  Kcgensburg. 


Nach  den  BestimmuDgen  von  Canch  j*)  nimmt  in  denjeuigen  Medien, 
welche  keine  Farbenzerstrenang  haben,  die  Geschwindigkeit  to  des  Lichtes 
ta,  wie  die  Qnadratwnrzel  der  Aetherdichtigkeit  q  wächst.    Bedeutet  also 


-j  eine  Constante,  so  ergiebt  sich 


«=/4 


A 

oder  da  der  Brechnngscoefficient  n  wächst,  wie  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  abnimmt, 

wenn  A^  eine  nene  Constante  vorstellt. 

Streng  genommen  ist  der  allgemeine  Aether  das  einzige  Medinm, 
welches  keine  Farbenzerstrenang  hat,  doch  ist  letztere  bei  den  Gasen,  wie 
Ketteier**)  gezeigt  hat,  so  gering,  dass  wir  sie,  so  lange  es  sich  nicht  nm 
ganz  genaue  Untersnchnngen  handelt,  bei  diesen  immerhin  als  nicht  vor- 
binden  betrachten  können ,  was  auch  im  Nachstehenden  geschehen  soll. 

Folgt  man  der  alten  Annahme,  dass  die  brechende  Kraft  dem  um  die 
£inheit  verminderten  Quadrate  des  Brechungscoefficienten  gleich  sei,  setzt 
man  also 

in  welcher  Gleichung  c  eine  von  der  Natur  des  Gases  abhängige  Constante, 
d  die  Dichtigkeit  des  Gases  vorstellt,  so  erhält  man 


*)  MHmoire  $ur  la  diaperiUm  de  la  Ivmih'e ,  p.  203. 
**)  Beobachtungen  über  die  Farbenzerstrenung  der  Oase.    Bonn  \^^ 

Zdt$€luinf^iUth0mMUk  m.  Pbytik.  XIV,  2.         ,  ^ 
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^=l  +  crf, 


2)  ^  = 


3)  p  =  ^,(l-crf), 

da  die  höheren  Potenzen  von  cd  vernachlässigt  werden  können. 

Die  in  einer  Kugel  enthaltene  Aethermenge  M  ist  gleich  dem  Prodncte 
aus  dem  Volumen  Fder  Kugel  in  die  Dichtigkeit  ^,  also 

Die  Dichtigkeit  des  Gases  ist  um  so  bedeutender,  je  grösser  die  An- 
zahl a  der  in  einer  Kugel  enthaltenen  Atome ,  je  kleiner  das  Volumen  der 
Kugel  ist,  also 

J=  —  -und 
V 


4)  Jlf=^,F(l-y)  =  ^.(r-ac). 


In  einer  gleich  grossen  Kugel  des  freien  Aethers  (bei  dem  also  a  =  0) 
ist  die  Menge  der  Aethertheilchen 

und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 
5)  Af|  —  M=  A^ac 

Die  Differenz  der  Mengen  von  Aethertheilchen,  die  in  einer  mit  Gas 
erfüllten  Kugel  einerseits,  in  einer  gleich  grossen  Kugel  von  freiem  Aether 
andererseits  sich  befinden,  ist  gleich  dem  Prodncte  aus  der  Zahl  a  der 
Atome  in  eine  Grösse  AiC^  welche  von  der  Natur  des  Atomes  abhängt;  sie 
ist  aber  unabhängig  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  ^  unabhängig  von  der 
Grösse  der  Kugel. 

Wird  ein  Gas  comprimirt,  so  mnss  Aether  abgeschieden 
werden,  die  abgeschiedene  Menge  ist  ebenso  gross  als  die- 
jenige, welche  sich  in  einem  Volumen  des  freien  Aethers  be- 
findet, das  dem  Betrage  der  Compression  gleichkommt,  und 
dieser  Satz  gilt  so  lange,  als  dieses  bei  der  Gleichung  n'— 1 
=  crf  der  Fall    ist. 

Nimmt  man  mit  Beer*)  und  Anderen  an,  es  sei  nicht  «•  — l=crf, 
sondern  n — 1  =  c  J,  so  findet  man  bei  Beibehaltung  der  vorhergehenden 
Bezeichnungen 


'*)  y  ^  r=  i^i  +  C  ,i). 


2*)  <.= 


(1+crf) 


»   ' 
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Von  Prof.  Dr.  Wittweb. 
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f=A,  (i  —  zcd), 
W  =  ^i(r— aar). 


wie  im  vorigen  Falle. 
c  Gleichung  n  —  \  =  cä 
ang  von  der  Walirlieil 

e  Heaulut  wesentlich  beein- 


<•> 
5-) 

DsK  Ergebnias  ist  dem  Wesen  nnch  da: 
Sicherlicli  ist  weder  dicGleicliung  n'~l  =  crf 
f  Tollstfinilig  riclifig;   aber  jedenTalls  ist  die  Abiv 
I  nicht  SD  gross,  dnas  sie  dns  oben  ausgespvocher 
I  träcliligcn  könnte. 

s  Dynamiden  sind  zusammengesetzt  aas  einem  Massenkerne  nnd 
■  «iDPr  Aetlicrhitlle.  Der  Korn  faennsiiruckt  nach  der  von  mir  (Entwurf 
I  einer  Maleciiiarphysik  S.  181  und  190)  gegebenen  Darslellimg  mebr  Aetber- 
Blheilcben,  als  nolhwendig  sind,  um  Jbn  zu  sUttigen,  d.  1j.  seine  Anziehung 
Itiif  die  im  allgemeinen  Räume  befindlichen  Aelbertlieilchen  niifzuhebcn, 
fand  die  Hfille  der  Üynamide  enthält  verglichen  mit  einem  ihr  gleichen 
B>Tolnmen  des  allgemeinen  Raumes  ebensoviel  Aether  als  dieses,  weniger 
l;das,  wHB  der  Massenkern  über  seine  Sättigang  hinaus  ahsorbirt  hat. 

BoEüglicb  der  Compression  der  Gase  und  der  damit  verbundeneu  Ab- 
I  Klioidung  von  Aether  sagte  ich  damals  (8.  lOö) :  ,,  Es  giebt  zwei  verschie- 
I  Jene  Wege,  deuen  man  folgen  kann.  Alan  kann  vorauasetzcn,  dnss  die  ein- 
1  seinen  D^namiden    in   einem  Gase  weit  von  einander  entfernt  und  darch 

1  Aether  getrennt  gewesen  seien.  In  diesem  Falle  ist  das,  was  abge- 
I  (cbledcn  wird,  der  freie  intermolecnlare  Aether,  nnd  die  Djnamiden  bleiben 
I  gani.  Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  man  annimrat,  die  Dynamiden  «eien 
I  apn'nri  nnbc  an  einander  gewesen,  and  dann  ist  der  abgescbiodene  Aether 


1  Hü! 


.  gen( 


Wie  eitb  ans  der  Quantität  dos  durch  Compreasion  eines  Gases  abge- 
I  KhieJenen  Aethers  ergiebt,  vertrügt  sich  die  erstere  der  vorstehenden  Aa- 
Puhmen  besser  mit  den  Ergebnissen  der  Beobaclilnng,  und  ich  werde  daher 
EAir  jetat  die  letztere  verlassen.    Ein  Gas  besteht   also  dus  zwei  Theilen: 

1)  ans  den  Djnamiden, 

2)  aus  freiem  Aether,  der  die  Zwischenräume  zwischen  den 
D^namiden  einnimmt,  nnd  die  Dichtigkeit  des  Aethers  des 
Allgemeinen  Raumes  hat. 


rimirt,  so  werden  die  Zwischenräume  zwischen  den 
wird  freier  Aether  in  dem  Maasse  abgeschieden, 
ichreilet,  wÄhrcnd  die  Dynamiden  nnvorletzt  blei- 
hungen  n'  —  1  =  crf  oder  n  —  \=ed  als  genau  be- 
I.  Umgekehrt  werden  bei  einer  Volamvergrösae- 
I  wachsen  und  freier  Aether  von  aussen  wird  anf 


Wird  dasGascoi 
F  Dynamiden  kleiner,  > 
I  «Ix  die  Compression  v 
Ibe»,  ao  lange  die  Gh 
k  (rächtet  werden  künr 
L  rnng  die  Zwbchenraui 
I  genommen. 

Bezüglich  der  Lichterscheinungen  ist  hier  zu  bemerk' 
rdei  MniBenkeTnes  hinani  Ton  diemn  v^\ 
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Bllgemeinen  Weltenraum  hinaua  biäcbte.  Datcb  Compressioa  des  Gi 
wird  Aelber  abgeschieden,  derselbe  gebt  anBcbeinend  nogt^bindert  durdl 
die  Foren  den  Gefiisses  biudurch,  und  wenn  wir  dsnn  wabrnebmeu,  dau 
das  Gas  eiu  verstärktes  Bestreben  hat,  eich  auszudehnen,  so  kan 
nicht  wohl  der  Aetber  Schuld  sein,  für  den  die  Wände  des  GefHsses  er- 
gichtliub  gar  kein  Kinderniss  biotea,  sondern  die  schweren  Theilchen  sind 
BS,  die  durch  die  Cümpression  auf  einen  kleineren  Raum  zusammenge- 
drängt worden  sind.  Handelt  es  sich  also  um  mechanische  Wirkungen,  wis 
diö  Ausdehnung,  so  muss  man  jedenfalls  Bewegungen  der  Massentbeilcben 
zu  ÜUlfe  nehmen;  die  Äetberbewegungen  kjinnen  aber  auch  nicht  fiir 
nichts  auf  der  Welt  sein,  und  ihr  Schauplatz  ist  daher  zunächst  bei  das 
Aenderungeu  des  Aggregatzustandes,  der  latenten  WUrme  u.  dergl.,  kun- 
bei  den  sogenannten  inneren  Arbeiten  su  suchen. 

Die  Bewegungen  der  Djnamiden  und  Aetbertheilchen  eines  Gases 
regeln  sich  nach  den  Gesetzen  vom  Stosse  voUkommen  elustischer 
Körper.  Bezeichnet  man  der  Keilie  nach  mit  Jtf,  F,ni,v  Menge  der  ma- 
teriellen Substanz  nnd  Geschwindigkeit  der  Dynamide,  dann  Menge  der 
materiellen  Substanz  und  Geschwindigkeit  des  daran  stossendcn  Aether- 
tbeilchens  vor  dem  Stosse,  so  bekommt  man  nach  den  bekannten  Formeln 
nach  dem  Stosse 


I 


die  Geschwindigkeit  der  Dynamide  T,  =  - 
die  Geschwindigkeit  des  Aetbertheilcbene  v, 


lH  +  rT, 
_  vUn 


-  ^)  +  ■■!  FJU 


M  +  m 

Denkt  man  sich  eine  lange Keihe  von  anf  einander  folgenden  bewegt' 
elastischen  Theilchen  wiederholt  aufeinander  stoasend,  so  werdeq  dabei  d! 
verschiedensten  (Jehertragungen  von  lebendiger  Kraft  vorkommen. 

Sind  die  sämmtlichen  Glieder  der  Reibe  AclberthellcheD  von  dnrchai 
gleicher  Menge  der  materiellen  Substanz,  von  denen  das  erste  s: 
aus  was  immer  für  einer  Veranlassung  gegen  das  zweite  bewegt, 
den    bekanntlich  die  Geschwindigkeiten  ausgetauscht.     Das  zweite  Theil- 
chen tauscht  mit  dem  dritten,  dieses  mit  dem  vierten  u.s.  w.  Der  Austausch 
geht,   wenn  die  Abstossungsconslanto   der  Aetbertheilchen  bedeutend   ist, 
mit  grosser  Geschwindigkeit  vor  sich,  und  wir  haben  das  Phänomen  der 
strahlenden  Wärme. 

Wechseln  Dynamiden  und  Aetbertheilchen,  also  Stoffe  von 
dener  Menge  der  materiellen  Substanz  mit  einander  in  der  Beihe  ab,  bo 
gestaltet  eich  die  Folge  der  Erscheinungen  etwas  anders,  Haben  wir  z.  B. 
als  erstes  Theilchen  der  Keihe  eine  Dynamide  J  mit  der  Geschwindigkeit  ii 
nnd  der  materiellen  Substanz  la ,  und  folgen  dann  die  Theilchen  B,C, 
D  u.  s,  w.,  deren  Geschwindigkeit  u,  n',  t  u.  s.  w. ,  sowie  deren  materiell 
Sabataaa  äf^,  viftt  ^t  a>  »'  V.  ist,  «o  hat  man  nachstehende  BeanlUtte: 


1 


du-iun  her  etwa  so,  wie  das  Verhaltniss  der  Erde  und  der  Lafttheilchen  anf 
Ibr,  eine  Annalirae,  welche  gegon  die  ntlgeDictn  licrrschenden  Änsictiten 
»m  Ende  nicht  allznsehr  veratüsst,  so  kann  aUcrdingB  neben  den  Bewegan- 
ßcn  der  MasseDkertie  die  der  AutlicrtlieiUlicn  ditraur  als  in  üircm  Effecte 
Terscliwtndend  klein  belractitet  weidea,  allein  diese  Aiiscbauung  ist  nicht 
In  der  Naini'  begrtindet. 

Bekanntlich  ist  unsere  Ilnuptwärmequelle  die  Sonne,  deren  Strahlen 
die  Temperatur  der  EtdoberfllicliB  erhühen.  Die  Sonne  ist  von  uns  durch 
einen  weiten  ZwiBchenramn  gelrennt,  der  nicht  von  Bchweren  Thpilcben, 
■ondem  von  Aether  erfüllt  ist,  und  die  Strahlen  der  Sonne  werden  uns 
änrcb  letaleren  vermittelt.  Es  mitcbt  ein  Aethcrtheilchen  nach  dorn  anderen 
•eine  Schwingungen,  bis  endlich  der  Stinb)  auf  die  Erde  gelangt,  und  die 
leisten  AethertheUchen  Übertrngen  ihre  lebendige  Kraft  auf  die  Massen- 
theilchea  unseres  Planeten.  Wird  nnn  die  lobendige  Kraft  <lor  Aether 
iheitchen  um  der  geringen  Menge  materieller  Substanz  der  letzteren  wil- 
len eu  unbedeutend,  so  kann  auch  die  lebe.ndige  Kraft  der  Massentheil- 
cben  durch  sie  ujcbt  wesenilicU  geändert  werden;  die  Versuche  mit  der 
Hellenischen  Säule  zeigen  jedoch  ganz  deutlich,  dass  die  Aenderung  gar 
Dicht  lange  auf  »ich  warten  lässt.  Wird  durch  dieSouneuslrahlen  der  Beweis 
geliefert,  dasa  durch  die  Aethersclmingungen  die  lebendige  Kraft  der  Mas- 
lODtheilchcn  merklich  erhöbt  werden  kann,  so  zeigt  die  WürnmauüsIraUlung 
der  Erde  gegen  den  allgemeinen  Kaum  ganz  entschieden,  dass  auuh  durch 
Uebertragnng  au  die  Aethertheilchen  für  die  Alassunthcilchen  ein  merk- 
licher Verlust  an  lebendiger  Kraft  eintreten  muss.  Nimmt  man  alao  an, 
da*s  bei  der  Wärme  die  Bewegungen  der  Alassenlheilcben  eine  Holle  Bjiie- 
]en,  so  sind  die  Actbertheilclien,  mit  denen  erstere  uiilermiscbt  sind,  sehr 
in  Kücknicht  zu  nehmen  ,  und  die  lebendige  Kraft  des  Aethers  darf  durcb- 
tns  nicht  vernacblfissigt  werden, 

Wenn  man  von  dem  Satze  ausgehl,  dnsa  die  QunntitSt  der  in  einer 
Hasscnkngcl  vereinigten  materiellen  Substanz  ohne  Ver^leivb  grösser  sei, 
als  <ite  miitenelle  Substanz  der  Aetherlheilclien ,  so  kann  man ,  gestützt  auf 
'die  Thatsache,  dass  unsere  Hauptw^rnie  uns  duick  den  Aether  vermittelt 
«ird,  leicht  auf  den  Scbluss  geführt  werden,  dass  wie  bei  dera  Lichte,  so 
kncb  bei  der  WHrme  die  säramtlichen  Erscheinungen  nur  anf  Bewegungen 
der  Aetherlheilcben  beruhen,  ein  Satz,  der  nicht  undeutlich  in  Redteu- 
bacher's  „Dynamidenaystem"  durchschimmert,  Tch  glaube  jedoch,  dass 
dieser  Bchluss  zn  weit  fuhrt.  Nach  Abzug  des  zur  Sättigung  der  Massen- 
kugeln  nStbigcn  Aethers  enlhUlt  nämlich  ein  beliebiges  Quantum  von  Gas 
genau  diettelbe  Menge  von  Aothertheilchen,  wie  ein  gleiches  Volumen  im 
freien  Kauine,  Der  Druck  des  äusseren  Aethers  nach  innen  und  der  des 
inneren  nach  nugsen  liehen  sich  auf,  und  man  hat  ilalier.  was  den  Aether 
anbelangt,  k''iuPn  von  aussen  uauh  innen  wirkenden  Druck  a 


»^^■^■^^■^■^■^^ 
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Es  siossen  zusammen        b      und         c. 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v,  =  18,409     w^  =   1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  v^  =   1,000     iv,  =  18,469. 

Es  stossen  zusammen      A       and        6.         • 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    M2  =  9,0472     r^=   i,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  1/3  =  9,4759     95=  18,123. 

Man  kann  auch  einen  wiederholten  Wechsel  von  Dynamiden  und 
Aether  einführen,  und  zu, diesem  Zwecke  sei  gesetzt,  das  dritte  Theilchen  c 
sei  eine  Dynamide  mit  der  materiellen  Substanz  Jf  =  iOO  und  der  ursprüng- 
lichen Geschwindigkeit  w=-\  ^  d  dagegen  sei  wieder  ein  Aethertheilchen. 
Es  ergiebt  sich  nun  nachstehendes  Resultat: 

Es  stossen  zusammen        Ä       und       6. 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    u  =  10,000     v  =    1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  ti^=  9,8218    v^=  18,822. 

Es  stossen  zusammen         b       und       C. 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v^  =  18,822     »»^=1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  172=^—10,409     r^=  1,353. 

Es  stossen  zusammen        Ä       und        6, 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    1/^  =  9,8218  p^^— r6,469, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  «2  =  9,3012  P3  =  35t,592, 

femer        C       und        d 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse  w^  =  1,353      z  =  1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  w^  =  1,3460    z^=  1,6088. 

Es  stossen  zusammen         b       und        C. 

Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v^  =  35,592     w^^=\fi\m^ 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  »4=— 32,222     /t^j^  2,0194. 

Es  stossen  zusammen        Ä       und         6. 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    1/^  =  9,3012     r^=— 32,222, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  1/3  =  8,4701     v^  =  50,002. 

Man  sieht  in  den  beiden  vorstehenden  Fällen  sehr  leicht,  dass  die 
Geschwindigkeit  von  Ä  fortwährend  abnimmt,  weil  immer  wieder  ein  Theil 
derselben  an  die  anderen  Körper  abgegeben  wird.  Dieses  Abnehmen  der 
Geschwindigkeit  und  die  damit  verbundene  Verringerung  der  lebendigen 
Kraft  muss  endlich  einmal  ein  Ende  nehmen ,  es  muss  ein  Zustand  des  so- 
genannten beweglichen  Gleichgewichts  eintreten,  in  welchem  die  lebendige 
Kraft  eines  Theilchem  nach  dem  Stosse  die  nämliche  ist,  wie  vor  dem 
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Sliuse,  M  ranGS  datier,  weoD  M,  m  die  Quantitäten  der  Uaterie 
Kodra  K&rper  bezeicfaaeti,  d!e  Bedingung  orrullt  sein 


«nd  danns  ergiebt  eich 


Slu  =  —  m>: 
Die  Äenderungen  iJer  lebendigen  Kraft  Iiören  auf,  wenn  das  Product 
[>  üer  Uengc  der  mnteriellcu  Substanz  iu  die  Geschwindigkeit  für  je  zwei 
kntchbartc  Theilehen  gleich  isl,  währeiiil  die  Riclitung  der  Bewegung  von 
Jam  einen  Thcilcheu  zum  anderen  daa  ZeicLen  ändert. 

Um  die  eich  Iiieran  knüpfenden  Erscheinungen  näher  kennen sa  lernen, 
wi  angenommen,  man  habe  eine  solche  in  bewegtichcm  Gleichgewichte 
Icfindliclie  Reihe  A,  I;  C,  d,  E,  f,  G,  h..  .,  in  welcher  MassentheilcLen  und 
.tthertheilchen  eo  mit  einander  wechseln,  dass  die  grossen  Buchstaben 
l^nsmideo,  die  kleinen  Aetherthcilcheu  vorstellen.  Eotsprechen  W=100 
pl  m=l  den  materiellen  Quautitätea  von  Dynamide  und  Äctbcratom 
=  10  nnd  |i  =  1000  den  bezüglichen  Geschwindigkeiten,  so  haben  die  Pro- 
Incte  itf»  und  mc  von  einem  Theilehen  zum  andern  entgegengesetzte  Zei- 
lA«D.  Nun  will  ich  annehmen,  das  erste  Theilehen  A  bekomme  einen  der- 
artigen Zuschuss  zu  seiner  Bewegung,  dass  es  jedesmal,  wenn  es  an  b 
«tSsst,  dieses  nicht  mit  der  GeEchwindigkcit  L0,0,  sondern  15,0  thut,  dass  es 
•Iw  auf  der  b  enlgegengesetzten  Seile  seines  Weges  jedesmal  einen  cnt- 
i^rechenden  Zuwachs  zu  seiner  lebendigen  Kraft  erhält.  Das  Ergebniss 
in  reiscMedenen  Stösse  findet  sich  aus  nachstehender  Tabelle  I. 

Die  in  dieser  Tabelle  in  einer  und  derselben  Zeile  stehenden  Zshlen 

len  die  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  und  Kichtnngen  der  einzelnen 

eitcben   für  den  Angenblick  an,   in  welchem  das  mit  +  Richtung  ver- 

ene   vorangehende  Theilehen  suf  das  nächstfolgende  sich  in  der  ent- 

•gengesetxlen  Richtung  bewegende  stösst.  Die  Bewegung,  die  aus  diesem 

iiueufltosse  folgt,  steht  für  jedes  Theilehen    in  der  nächstfolgenden 

«Ue.     Die  erste  Zeile   giebt  also   an,    dnss   J  mit  der  Geschwindigkeit 

anf  b  Btüßst,  dessen  Bewegung  durch  —  |000,0  angegeben  ist.    Daraus 

Igiobt  sich    für  A  —  5,09Q1,  für  b  dagegen  +1009,9.     In  dem  nämlichen 

«genblicko  stösst  Cmit  +  1 0,000  auf  d  mit  —1000,0  und  es  folgt  daraus 

Ir  C  —  10,000,  für  d  +  10UO,0.    Dasselbe  geschieht  gleichzeitig  bei  E  nud  f, 

lä  C  nnd  h.    Nun  geht  A  zurück,  um  sich,  wie  vorausgesetzt  wurde,  neuer- 

ilg«  die  Geschwindigkeit  +  15,000  zu  holen.     Während  dieses  geschieht, 

Vartfr  mit  der  Gesteh  windigkeit 

+  IOO«,n  an  C  (—  10,000),  rf  (;+  1000,0)  an  E  (—  10,000) 
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Von  Prot.  Dr.  Wittweh. 


HXtta  Ä  dieselbe  Bevregnog,  wie  die  ihm  an  QnantitKt  der  tnftteriellen 
bbetmoe  gleioben  C,  E,  G,  so  würe  das  ganze  Ergebniss  nichte  weiter  kIs 
,  fortwährendes  Wechseln  der  Bewegungen  +  lO.OOÜ  und  —  1000,0  mit 
•-  10,000  und  -|- 1000,0.  Der  VornuysetxuDg  gemüas  hat  aber  J  beim  ersten 
loise  die  Geschwindigkeit  +  15,000  und  hnt  diese  jedesiiiHl  wieder,  wenn 
I  Neuem  mit  b  zusammenstoset.  Dnti  Resultat  dieses  Uinstnndea  lin- 
^l»icU  in  den  schief  abwürts  laufenden  fettercu  Ziffern  zusBrnmeugestellt. 

J  stösst  also  an  b  und  das  Ergebniss  des  eisten  Zusammeniirallens  ist 
-t>,imi,  für  b  +1000,9.  Nun  stösst  b  mit  der  Geschwiadigkoit 
_|.  1000,0  an  C  und  daraus  folgt  für  b  —  lOOS),?,  für  C+10,11W;  C  fltösst  dann 
■o  rf,  ersteres  bekommt  — 0,8080,  Ictzlerca  +  1000,4,  Durch  Zusatnmcnstnss 
Ton  d  mit  E  ergieht  sich  für  </  —  1000,4  und  fUr  E  + 10,008 ,  mid  wenn  dann 
£an  /"ttössl,  so  bekommt  mau  für  £  — 0,99W,  für/'  (bei  Anwendung  fünf- 
stelliger Logarithmen}  +  1000,0.  Korniuen  nun  f  und  C,  dann  G  und  h  zu- 
sammen, so  ist  olfenbat-  der  Effect  in  nichts  vou  dem  vcrscliieilen,  den 
mau  bitte,  weun  A  den  Wertb  10,000  gehabt  hiltte.  Die  Wirkung  des 
etsieuStosses  vou  ^versiegt  also,  wenn  der.Stoss  sich  bis  f 
fortgepflanzt  hat. 

Während  all  dieses  gescbeben  ist,  hat  sich.^  neuerdings  die  Geschwin- 
digkeit 15,000  geholt,  und  hat  zum  zweltenmale  an  b  geslossen,  das  seiner- 
«eita  dorcb  den  Zusammenstoss  mit  C  die  Bewegung  — 1000,7  erhalten  hat. 
Dai  Ergebnias  ist  für  A  —  5.2911,  für  b  1019,4.  Es  wiederholt  sich  nuu  die 
Reihenfolge  der  Erscheinungen  des  ersten  Stosaes,  uud  die  Wirkung  des 
»eilen  versiegt  bei  G.  Die  .Wirkung  des  fünften  Stossos  erstreckt  sich 
tili  h,  und  so  geht  es  weiter,  es  wird  die  Bewegung  nnch  so  uud  so  vielen 
•iederholte'ü  Stüssen  immer  weiter  und  weiler,  aber  stets  nur  achriltweisa 
fortgepflanzt. 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit,  die  ein  Tbeilcben  besitzt,  wenn 
*•  in  der  einen  Richtung  gebt,  mit  ii,  diejenige,  welche  es  auf  dem  RUck- 
*t>gc  bat,  mit  v,  so  ist  die  Suiiirae  der  lebendigen  Kräfte  für  beide  Be- 
»Kgangen  M  (u'  -\-  v'),  wenn  M  die  Quantität  der  materiellen  Substaas  vor- 
•tellt.  Für  den  Fall,  dsss  J  sich  von  den  übrigen  Theilchen  C,  B,  G  nicht 
nnierscheidet,  d.  i.  für  den  Fall  des  Behnrrungdziistandes,  »ind  die  genann- 
tf  u  äniumen  für  die  Dynamiden  je  20000,  für  die  Äcthertbeilchen  je  SOOOOOO. 
Wenn  dagegen  .1  nach  jedem  Stosso  wieder  auf  die  Geschwindigkeit  15,000 
gebracht  wird,  ergiebt  sich  das  in  nachfolgender  Tabelle  zusammenge- 
•tellto  Resoltat. 
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^ 

b 

C 

d 

E 

f 

G 

A 

t 

2Ö100 

2039400 

20010 

2001000 

20000 

2000000 

20000 

2000000 

2 

25300 

207(1800 

20103 

200Ü000 

20000 

2000400 

20000 

2000000 

3 

3&4S9 

21 10600 

20333 

2014500 

20010 

2001200 

20000 

2000000 

4 

25661 

2139800 

20776 

2027000 

20031 

2003200 

20000 

2000000 

a 

25800 

216620U 

21454 

2Ü-137U0 

20087 

2006600 

200O0 

2000400 

e 

359211 

S1824U0 

22338 

2064300 

20158 

2012200 

2O0IO 

2001200 

T 

2G015 

2lfl5UI0 

23443 

2087!K)0 

20414 

2020100 

20028 

2002U00 

8 

28072 

V202500 

24548 

2112700 

20743 

2030400 

20062 

2005100 

a 

26088 

2204000 

25572 

2f37fl00 

21243 

2044000 

20127 

2009000 

Ich  muss  hier  daruuf  Aufmerksam  macheo,  (Jasa  die  vorstehend) 
leo  i]ie  lefaeacligcn  Kräfte  angeben,  wekhe  ein  Tbeilclien  in  Folge  di 
ersten,  «weiten  . . .  Sto.sses,  der  an  dasselbe  ^'clnngt,  besilElj  da  aber  di 
Stoss  jedesmal  einige  Zeit  braucht,  um  zn  den  nachfolgenden  Theilch 
gelangen,  Kind  in  den  einzelnen  Zeilen  der  Tabelle  verachiedene  Zeiti 
Dienie  reprüsentiit. 

Aus  dieeer  Zusammenstellung  ergiebt  eich,  dasa  A  bei  jedem  Sti 
an  lebendiger  Kraft  verliert,  denn  ohne  Verlust  mUsste  in  der  ersten  Co- 
lunine  constont  die  Zahl  2.100.15' =  45000  etehen.  Die  lebendige  Kraft, 
welche  J  verliert,  geht  auf  li  über,  denn  die  Zahlen  der  Columoü  b  wach- 
Een  fortwährend,  b  aber  bchült  nrcht  alles  für  sich,  sondern  giebt  von  Bei- 
nern Reiclithum  an  C  ab,  ohne  die  eigene  Zunahme  zu  vergessen.  C  ver- 
hält sich  gegen  d  ebenso  wie  b  gegen  C  und  soweit  die  Genauigkeit  fünf- 
Btelliger  Logarithmen  ea  erkennen  läasl,  stellt  sich  das  gleiche  Verhalten 
auch  bei  den  nachfolgendea  Theilchon  ein.  Die  lebendige  Kraft  theilt  sich 
alao  mit,  aber  diese  Uittheilang  geschieht  ganz  atlmällg  und  die  vos  A 
weiter  entfernten  Theilcheu  bekommen  ihren  Znschusa  erat  nach  öfter  wie- 
derholten Stösaen  von  A. 

Ks  dürfte  wohl  Niemandem  entgangen  sein,  dasa  der  vorstehend  be- 
trachtete Vorgang  alle  Aualogieii  zeigt  mit  der  Reihenfolge  von  Erschei- 
nungen, welche  ein  Körper,  der  mit  einer  Wärmequelle  von  etwas  höherer 
aber  constanter  Temperatur  in  Berührung  steht,  wahrnehmen  ISsst.  Die 
Temperatur  der  Körper  wird  allgemein  auf  die  lebendige  Kraft  der  in  ihr 
befindlichen  Theilchen  zurückgeführt,  und  daa,  was  man  Leitung  der 
Wärme  nennt,  findet  daher  aeine  Erklärung  inSlüsaen  elasti- 
sch er  Körper  von  verschiedener  Menge  der  materiellen  Sub- 
slan»,  wahrend  die  Fortpflanzung  der  Wärme  durch  Slrab- 
Inngdann  eintritt,  wenn  die  Menge  materieller  Substanz  der 
sloasenden  Theilcheu  stets  dieselbe  bleibt: 

Ein  Gas,  dessen  Üynamideu  so  zerstreut  sind,  daas  nicht  alle  durch- 
iahenden  Wärmcatrahlen  auf  Dynamidcu  ttcffeu,  wird  neben  der  Wäri 


] 
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Bitung  «neb  Oiatberiuaaste  zeigen.    Letztere  muss  mit  wachsender  Diclitig- 

Ffceitdes  Gases  und  wachsendem  Dynamidenvolumen  abnebnien,  weil  die  Wabr- 

■cbeinlichkeit  wficbst,  dase  eine  Djnsmide  von  dem  Stosse  gctrofTen  wird, 

leb  glaube  kaum  erwHhncD  za  müssen,  dass  der  oben  vorausgesetzte 

iBrcbans  centrale  Sloss  der  einzelnen  Theilchen  aaf  einander  in  der  Nalur 

kfcftnm  Torkomnien  wird,  dass  dieses  aber  den  endlichen  Erfolg  nicht  auf- 

Hfebt.  sondern  ihn  nnr  modificirt.    Ist  der  Sto^s  nicht  selbst  central,  so  ist 

I    t»  eine  Coniponirende  desselben,  und  da  die  lebendige  Kraft  nicht  verloren 

geben  bann,  so  müssen  die  anderen  Cooiponitenden  ebenfalls  thätig  sein. 

Es  ergiebt  sich  also  nnr  eineVertheiJting  eines  Slosses  in  mehrere  von  ver- 

sehiedener  Richtung  und  es  breitet  sich  also  die  Wärme  nach  allen  Ricb- 

ttingen  ans.    Darum  finden  auch  Ttansversalschwingnngen  statt,  welche  ja 

bei  den  Gasen  bereits  nachgewiesen  sind. 

Die  vorstehende  Erklärung  der  Wärmeleitung  gilt  zunSchst  für  die 
Luftnrieo,  bei  denen  die  Voraussetzung,  dass  dio  Dynamiden  mit  freien 
Aethertheilchen  abwechseln,  erfüllt  ist.  Bei  den  tropfbsrflüssigen  und  den 
festen  Körpern  ist,  wie  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  älojecnlarphysik  ge- 
■etgt  habe,  dieser  freie  Aether  nicht  oder  nnr  in  verliältnissmassig  näbe- 
devtender  Menge  vorbanden,  und  es  mass  sieb  bei  diesen  Stoffen  die  Fort- 
pfianxDog  der  Wärme  durch  Leitung  auf  die  Bewegungen  innerhalb  der 
Dynamiden,  die  Bewegungen  der  elastischen  I'oleter  der  Massenkerno  re- 
ilociren,  die  ich  bei  den  Gasen  wenigstens  einstweilen  vernachlässigen 
konnte.  Auch  bei  den  iropfbarflüssigen  und  den  festen  Körpern  müs- 
1»  cxcenlrische  Slösse  vorkommen,  auch  bei  ihnen  müssen  daher  Trana- 
TerHal Schwingungen  eintreten. 

Der  Werth  des  Quotienten  —  ist  für  die  Leitung  der  Wärme  wenig- 

iteiu  in  den  Gasen  von  grosser  Bedeutung.    Setzt  man  —  =10  statt  wie 


frflher  = 


)  ist  das  Resultat  der 


der 


IS  Verb&ltuiss  —  =  ^"{j  statt  jfieJf 
ersten  2  Slösso  von  J  nachfolgendes,  wenn  wie  in  Tabelle  II  die  i 
glelciien  Zeile  stehenden  Zahlen   nicht  die  gleichzeitigen  Zustände  reprä 
MBtiren,  sondern  die  Ergehnisse  eines  und  desselben 
Tabelle  III. 
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mal  der  Fall.  Nenn  Reihen  unter  zehn  enden  mit  Aethertheilchen,  drücken 
also  nicht,  und  die  zehnte  wirkt  mit  der  zehnfachen  Kraft,  wir  haben  also 

io.tV  =  i- 

Meine  Annahme  geräth  also  mit  dem  Mariotte 'sehen  und  dem  Oay- 
L  u  s  s  a  c  'sehen  Gesetze  nicht  in  Collision ,  und  die  Gase  folgen  diesen  Ge- 
setzen soweit  die  am  Eingange  angeführten  Normen  n  —  l=cd  oder 
n*  —  1  =  cd  richtig  sind.  Finden  Abweichungen  von  diesen  statt,  so  ist  die 
Annahme,  dass  die  Aetherabscheidnng  der  Volum  Verminderung  der  Gase 
proportional  sei,  auch  nicht  mehr  richtig,  nnd  es  ergeben  sich  dann  Ab- 
weichungen von  den  genannten  Gesetzen. 


LBtlier  geht  durch  die  Waoilöngen  wie  Wasser  durcli  ein  weitmascbiges 
iVets  nnd  die  Dynamiden  sind,  um  dasBild  zu  vervotlständigen,  die  Fische, 
die  darin  gefangen  werden.  Darum  ist  es  wohl  nicht  fehlerhaft,  wenn  ich 
Bnnehmo,  dass  der  Acther  auf  die  W'^nde  keinen  Druck  ausübt,  und  ilnss, 
irenn  ein  solcher  beohachtet  wird,  dieser  einzig  der  Wirkung  der  Dynnmi- 
\ta  znzoschrtiben  ist,  nnd  es  müssen  daher,  insofern  von  einem  Drucke 
ich  aussen  die  Rede  ist,  die  lebendigen  Kräfte  der  Djnainiden  nnd  die 
r  Aethevtheilchen  getrennt  gehnllen  werden.  Die  Dynnniiden  stellen  so 
>  viele  elastische  Kürper  vor,  die  hin  und  hergeben  und  an  die  Wand 
Hiprallep.  Ob  sie  alle  selbst  na  die  Wand  gehen,  oder  ob  sich  blps  der 
reilig  fortpaanzl,    ist  vollständig  gleichgiltig,  da  die  lebendigen 


Ich  komme  so  ganz  auf  die  Darstel- 

n  seinen  Grundzügen  einer  Theorie  der 

ias  Mariotte'scbe  und  das  Gay- 

1  worauf  ich  hiermit  verweise. 

r  machen.    Nach  Kiönig  ist  die 

roportional  dem 


rJtfie  immer  die  liJimlicben  blei 

g  hinaus,  welche  Herr  Krön  ig*) 

(se  gegeben  nnd  mit  deren  Hilfe  e 

LnasKC'sche  Gesetx  abgeleitet  bat,  u 

Man   kann  mir  hier  einen   Ginw 

Jj^irkang,  die   ein  Luflfbeilcben  auf  die  Wand  ausübt, 

l^ifiducte  aus   der  Geschwindigkeit  in  die  Zahl  der  Stös 

citeinheit  auf  die  Wand  macht,  und  da  diese  Zahl  wieder  der  Geschwin- 

Igkeit  proportional  ist,  erhält  er  die  Wirkung  als  im  dirscten  Verhältnisse 

1  (Quadrate  der   Geschwindigkeit   stehend.     Ist   ein  Theilchen   an    die 

If  »od  angeprallt  und  stösst  es  am  Rückweg  (wir  wollen  setzen  centrnl)  auf 

nderes,  so  kehrt  es  um  und  prallt  wieder  an;   dafür  kommt  aber  das 

re  nicht   und    der  auf  die  Wand   ausgeübte  ESect  bleibt  also  unge- 

Ddert. 

Nach  meinen  Voraussetzungen  geht  die  Dynamide  nicht  bis  zur  näch- 

itea  Dyiiamide  euriick,  sondern  nur  bis  zum  niichsten  Acthertheilchen;  sie 

kommt  also  jedenfalls   früher    an   der  Wand  an,  und  seine  Wirkung  auf 

Ittixtere  vergrössert  sich  also.    Dafür  etossen  aber  entsprechend  viele  Dy- 

nimlden  nicht  an  die  Wand,  sondern  die  Aetbertbellchen  tbiin  es,  die  von 

ätra  in  den  Poren  befindlichen  Aetber  zurückgetrieben  werden  und  keinen 

(Dmck  nnf  die  Wand  ausüben.     Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Theilcben  seien 

B  in   par.'*llele  Reihen    geordnet,  die  Richtung    der  Bewegungen    falle 

[  d«  Richtung  der  Reihe  zusammen,  die  Wand  stehe  senkrecht  dnrauf 

pd  twiachcn  je  2  Dynamiden  seien  i)  Aethertheilchen  !    Ist  am  äussersten 

r  solchen  Reihe  eine  Dynamide,  so  geht  diese  nach  dem  Anpral- 

1   bb  «om  nHcheten  Aethertheilchen  zurück  und  kehrt  wieder  um.    Ihr 

(Teg  igt  durch  die  Eiuschallung  auf  ,^  des  ursprünglichen  vermindert,  sie 

|ttiBDit  also  zehnmal  so  oft  und  übt  die  zehnfache  Pression  aus.  Bildet  jo- 

l«eb  In  jeder  Reihe  eine  Dynamide  das  äusserste  Glied?     Nach  den  Ge- 

Msoa  der  WahrBcheinlichkeilsrecbnung  ist  dieses  unter  10  Reiben  nur  ein- 
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die  Gleichungen  der  beiden  Leitlinien  mit  gleicher  verticaler  Halbaxe  b 
und  x\  y  ,  x\  y  seien  die  Coordinaten  der  gleich  hoch  liegenden  Punkte 
mundp,  in  welchen  eine  Erzeugende  beide  Leitlinien  schneidet,  so  be- 
stehen für  diese  Punkte  die  Gleichungen : 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich : 

und  daraus: 

1)  rt  -f  ar' :  «  —  a;'  =  fli  +  x' :  a,  —  x'\ 

Nimmt  man  nun  die.Grondrissseiten  i^S'  und  (f  D'  zugleich  als  hori- 
zontale Axeu  der  Leitlinien  an,  so  \simM'^=x'  und  p'0'=x'\  wcPnn  JU^ 
und  0'  die  Mittelpunkte  dieser  Linien  sind.     Aus  1)  folgt  dann: 

I)  tn  ß' :  m  jf  =p'  (f  :p'  ly^ 

d.  h.  die  horizontale  Projection  einer  jeden  Erzeugenden  der  windschiefen 
Fläche  theilt  die  Grundrissseiten ,  über  welchen  die  elliptischen  Leitlinien 
angenommen  wurden,  proportional  und  ist  unabhängig  von  der  Grösse  der 
verticalen  Halbaxe  b. 

Daraus  folgt,  dass  man  die  horizontale  Projection  einer  Erzengenden 
erhält,  wenn  man  die  entsprechenden  Grundrissseiten  proportional  in  swei 
Theile  theilt,*  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Theile  derselben  Grund- 
rissseite anliegen ,  und  die  Theilpunkte  durch  eine  Gerade  verbindet.  Das 
Theilen  geschieht  auf  einfache  Weise  wie  folgt : 

Wählt  man  m  als  einen  Punkt  der  A'  B\  durch  welchen  die  horiaon- 
tale  Projection  einer  Erzeugenden  gehen  soll,  so  wird  n  B' ^:=.m  Ä  gemacht, 
na  parallel  zur  Diagonale  B^  D'  und  ap  parallel  zur  anderen- Diagonale 
Ä  C  gezogen,  wodurch  sich  der  Punkt;?'  in  C D'  als  ein  zweiter  Punkt  der 
gesuchten  Projection  ergiebt.     Denn  es  ist  zufolge  der  Construction : 

n  Ä      ä  Ä     p  C 

und  da  n  B'==fn  A\  n  Ä 


n'B 

a 

D'~ 

~p'D-' 

Vl^ 

ist: 

m 

'B' 

a 

n  A       p  u 
welches  Resultat  mit  I)  übereinstimmt. 

Die  einfachste  Art,  horizontale  Projeetionen  von  Erzeugenden  zu  con- 
struiren,  besteht  jedoch  offenbar  darin,  dass  man  die  Seiten  Ä B^  und  (f  Jf 
\n  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  entsprechend 
durch  gerade  Linien  verbindet. 

Es  soll  nun  untersucht  worden ,  nach  welchen  Richtungen  geschnitten 
d/o/ie  Fh'icho  Ellipuon  giebt. 
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Zieht  man  irgend  eine  Gerade  i^J  so,  dass 

wird,  wenn  S  den  Dnrchschnittspnnkt  von  RT  mit  der  horizontalen  Projec- 
tioD  irgend  einer  Erzeugenden  m  p  bezeichnet,  halbirt  BTinN  und  setzt: 

RN^NTz=^^ 

SN=zx, 

m  M'=ix\^ 
so  geht  obige  Gleichung  üher  in  folgende: 

A-{-x      a'\'x' 

A  —  X      a — ar" 
woraus  sich  ergiebt: 


X          X 

A       a' 

Nun  ist  aber: 

• 

:->*'  V". 

wenn  durch  y    die  Ordinate  des  Punktes  tn  bezeichnet  wird,  also  ist  auch: 

Die  Ordinate  in  S,  ist  ebenfalls  gleich  y\  es  besteht  also,  da  rn  p'  und  so- 
mit auch  S  beliebig  gewfthlt  wurde,  für  alle  Coordinaten  x  uud  y'  des  ver- 
tiealen  Schnittes  /^J der  windschiefen  Fläche  die  Gleichung  er),  welche  eine 
Ellipse  mit  den  Halbaxen  A  und  b  ausdrückt.  Der  Schnitt  R  T  ist  also 
anter  der  Voraussetzung,  dass 

SR'^m'A: 

sei,  eine  Ellipse  mit  der  horizontalen  Axe  RT  und  der  verticalen  26.    Wir 

wollen  nun  ermitteln,  welche  Lage  /erhaben  muHs,  damit  diese  Gleichung 

erfüllt  werde. 

In  dem  Vierecke  ABCD  (Fig.  2)  seien  AD  und  CD  durch  die  Gerade 

mp  in  demselben  Verhältnisse  gotheilt  und  ebenso  AD  und  i?^  durch  RT^ 

fo  dass  also: 

mA     pD 

und 

RA_TB 

RD"  TC 

ist  Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  ^  von  mp  und  RT  mit  den 
Paokten  A,  R  und  D,  zieht  ferner  die  Linien  CT,  TG^  und  RH  pftrallel 
so  mp^  80  wird  die  Verbindungslinie  der  Punkte  F  und  H  parallel  zu  AD^ 
denn  es  ist: 
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Aus  der  Aehnlicbkeit  der  beiden  Dreiecke  ADE  und  HFE  folgt: 

GH     RA 
GF'^RD' 
ferner  weil  CF^  TGy  und  ^/T  parallel  sind: 

G,  H_  TB 
G.F'^  T(f 
Aus  letzteren  zwei  Gleichungen  ergiebt  sich : 

GH     G,H 
G  F"  G,  F' 
d.  h.  die  Punkte  G  und  G^^  müssen  zusammenfallen. 

Die  beiden  Dreiecke  RTG  und  ^S^sind  ähnlich,  weil  5^ parallel  zu 
TG  ist  und  man  hat  daher : 

SREREÄmApD 
Sf~^  Yg'^'EH''  m  B^  yC 
Die  Linie  ^Twlrd  also  durch  mp  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  als 
AB  und  CD  von  mp  getheilt  werden,  wenn  /^Tdie  beiden  anderen  gegen- 
überliegenden Vierecksseiten  proportional  theilt. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  auch  beweisen,  dass  mp  von  i^T'in  dem- 
selben Verhältnisse  getheilt  wird,  als  RT  die  Seiten  AD  und  BC  theilt 
Da  nun  mp  und  i^J  beliebig  gewählt  wurden,  so  gilt  folgender  Satz: 

Zieht  man  innerhalb  eines  Viereckes  zwei  Trans- 
yersalen,  welche  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
proportional  theilen,  so  dass  die  grösseren  oder  klei- 
neren Stücke  derselben  Vierecksseite  anliegen,  so 
theilt  auch  jede  Transversale  die  andere  in  demsel- 
ben Verhältnisse,  in  welchem  sie  die  gegenüberlie- 
genden Vierecksseiten  theilt. 
Die  Gerade  R  T  (Fig.  1),  für  welche 

ST_m  B: 

sr'^HTä 

wird  und  die  zugleich  die  horizontale  Trace  einer  vorticalen  Ebene  sein 
soll,  deren  Schnitt  mit  der  windschiefen  Fläche  eine  Ellipse  giebt,  muss 
demnach  die  Widerlagslinien  proportional  theileu.  Es  lässt  sich  also  der 
Satz  aufstellen: 

Die  windschiefe  Gewölbform  wird  durch  jede 
verticale  Ebene,  welche  die  beiden  Widerlagslinien 
proportional  theilt,  so  dass  die  grösseren. oder  klei- 
neren Theile  an  demselben  Stirnbogen  liegen,  nach 
einer  Ellipse  geschnitten,  welche  dieselbe  verticale 
Axe  hat  wie  die  Stirnbögen  und  deren  horizontale 
Axe  die  Verbindungslinie  der  Theilpunkte  ist. 
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Dieser  Satz  ist  bei  der  Ausführung  des  Letfj^Qjfstes  von  Wichtigkeit, 
denn  er  giebt  an,  nach  welchen  KichtUDgen  di^'jÖ^.wölbforin  elliptische 
Lehrbögen  zulässt  und  welche  Axen  diese  Bögen  hsbea^pussen.  Am  ein- 
fachsten  erhält  man  diese  Kichtungen,  indem  man  die^Widjßrlagslinien  in 
dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  theilt  und  die  Theilpunkt^-'cntsprechend 
Terbindet. 

m 

Sollen  keine  halben  Ellipsen,   sondern  andere  Ellipsenspgmente  als 
Leitlinien  oder  Stirnbögen  benützt  werden,  so  braucht  man  nuY.dieToverti- 
ealen  Axen  dieser  Leitlinien   gleich  gross  und  in  der  Mitte  zwisdi^'n'den 
Anlaufspunkten  der  Stirnbögen  anzunehmen,  um  bei  der  Constructioh  d^ 
£rzenj;enden  in  analoger  Weise  verfahren  zu  können,  als  wären  die  Leitr'- 
linien  halbe  Ellipsen.     Denn  denkt   man  sich  die  Gewölbform  mit  halbeil   / 
Ellipsen  als  Stirnbögeu  durch  eine  horizontale  Ebene  geschnitten  und  be-' 
trachtet  die  Durchschnittspunkte  dieser  Ebene  mit  den  Stirnbögen  als  An- 
Uafspunkte,  so  ergiebt  sich  eine  Gewölbform  mit  Ellipsensegmenten  von 
gleicher  Pfeilhöhe   als  Stirnbögen,  welche  aus  derselben  Fläche  besteht, 
wie  jene  mit  halben  Ellipsen. 

%.    Sine  Oewölbform,   bei  welcher  alle  vier  Stimbögen  halbe  Ellipsen 

mit  gleich  gprosser  verticaler  Axe  sind. 

Nimmt  mau  den  Stirnbogen  über  einer  Grundrissseite  a'  D'  (Fig.  3) 
als  eine  halbe  Ellipse  mit  verticaler  Halbaxe  von  der  Länge  6  an  und  be- 
trachtet denselben  als  Leitlinie  für  einen  zweiten  halben  elliptischen  Bogen 
mit  coDStanter  verticaler  Halbaxe  von  derselben  Länge  6,  dessen  horizon- 
tale Projection  in  allen  Lagen  die  Grundrissseiten  A'  D'  und  B'  C'  proportio- 
nal theilt,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  derselben  Gruudriss- 
seite  anliegen,  so  ergiebt  sich  eine  sehr  zweckmässige  Gewölbform  mit  vier 
elliptischen  Stirnbögen  von  gleicher  Pfeilhöhe. 

Schon  zufolge  des  Entstehungsgesetzes  der  Gewölbform  sind  die 
Stirnbögen  Aß  und  CD  halbe  Ellipsen  mit  verticalen  Halbaxen  von  der 
Länge  fr,  denn  sie  bilden  zwei  Lagen  der  erzeugenden  Ellipse.  Es  soll 
nun  bewiesen  werden,  dass  auch  der  vierte  Stirnbogen  BC  eine  halbe 
Ellipse  mit  der  verticalen  Halbaxe  b  sein  muss. 

Zufolge  des  Entstehungsgesetzes  der  Gewölbform  sind  je  zwei  Punkte 
k  und  e  der  Stirnbögen  AD  und  ^6^ gleich  hoch,  wenn  die  Gleichung  er- 
füllt wird : 

k'D''"e'(r' 

Ist  also  die  Ordinate  von  k  im  Stirnbogen  AD  gleich  y,  so  muss  auch  jene 
Ton  e  im  Stirnbogen  BC  gleich  y  sein,  vorausgesetzt,  dass  man  die  hori- 
aontalen  Axen  dieser  Bögen  als  Abscissenaxen  ansieht.  Die  Gleichung  des 
Stimbogens  ^2>  ist: 
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-s:--'  4=x/^'^'. 


ab 
wenn  a=^ir==-.-^  angenommen  wird. 


'.••. 


Aas  obij^civ.Gleiebnng  folgt: 
und.vtQ^Bi  man 


V.. 


ü'k'  =  x,     B'F'  =  — =a,,     F'e=x 


•  -•  » 


•.  -setzt , 


a — X      a» — X 


2a  2a, 


woraus  sich  ergiebt: 


-  =  ^=4-/63?. 
a        a         b  ' 


Da  nun  x  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  e  im  Stirnbogen  B  0  sind, 
so  muss  dieser  letztere  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a^  und  b  sein. 

Es  sind  also  alle  vier  Stirnbögen  dieser  Gewölbform  halbe  Ellipsen 
mit  gleich  grosser  verticaler  Axe ,  der  Grundriss  mag  was  immer  für  eine 
vierseitige  Figur  sein. 

Mit  allen  verticalen  Ebenen,  welche  AD'  und  E^ (f  proportional  so 
theilen ,  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Theile  derselben  Grundrissseite 
anliegen ,  giebt  diese  Gewölbform  halbe  Ellipsen  mit  verticaler  Halbaxe  b 
zum  Schnitte,  denn  diese  Schnitte  sind  ja  einzelne  Lagen  der  erzeugenden 
halben  Ellipse.  Es  sind  aber  auch  alle  Schnitte,  welche  die  zwei  anderen 
Grundrissseiten  so  theilen,  halbe  Ellipsen  mit  derselben  verticalen  Axe, 
wie  aus  Folgendem  klar  wird. 

Es  sei  k'  e  die  horizontale  Projection  einer  beliebigen  Lage  der  erzeu- 
genden halben  Ellipse  und  c  h'  die  horizontale  Trace  einer  verticalen  Ebene, 
welche  AB  und  C B  so  schneidet,  dass 

cÄh'B 
c  B^UC 

wird.  Der  Durchschnittspunkt  von  U e  und  c  U  heisse  p .  Aus  dem  oben 
aufgestellten  Satze  über  die  Transversalen  des  Viereckes  folgt  unter  den 
hier  gemachten  Voraussetzungen : 

k'  Ä     p  V 
k'B^p'h" 

der 

k'  A  __P  c 

AB^Tir 
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Denkt  man  sich  cU  in  m  balbirt  und  setzt  wieder  H'  k'^=Xy  mp':=^x\ 
ii^^a  and  mc=iA^  ferner  die  Ordinalen  von  k  and  p  beziehungsweise 
gleich  y  und  y\  so  hat  man : 

a — X      A — x' 

2a    '^    2A    ' 
voraus  folgt: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  y  die  Ordinate  des  Punktes  k  im  Stirn- 
bogen Aß,  Um  die  Gleichung  des  Schnittes  ch  zn  bekommen,  mnss  in 
obiger  Gleichung  die  Ordinate  y  durch  y  ausgedrückt  werden.  Ist  die  Or- 
dinate des  Punktes  c  gleich  d'y  so  wird  mit  Kücksicht  auf  das  Entstehnngs- 

gesetz  der  Gewölbsform 

y  =  y—d. 

Die  Gleichung  des  Schnittes  ch  ist  also: 

X 


_=-^6.-(y'-<5)«. 

Der  Schnitt  ist  somit  ebenfalls  eine  halbe  Ellipse  mit  der  verticalen  Halb- 
axe  b  nnd  der  horizontalen  Axe  ch\  Es  lässt  sich  nun  folgender  Satz 
aofstellen : 

Jede  verticale  Ebene,    welche  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  des  Grundrisses  proportional  theilt, 
so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  dersel. 
ben    Grundrissseite   anliegen,   giebt    mit   dieser   Ge- 
wölbform eine  halbe  Ellipse   als  Schnitt,  deren  ver- 
ticale Halbaxe  der  gleichnamigen  Halbaxe  der  Stirn- 
bögen gleich  ist. 
Der  Fall,  in  welchem  die  Stirnbögen  keine  halben  Ellipsen,  sondern 
andere  Ellipsensegmente  mit  gleich  grosser  Pfeilhöhe  sind ,   unterscheidet 
sich  von  dem  eben  behandelten  nur  dadurch ,  dass  die  Ebene  der  Anlaufs- 
punkte  nicht  auch  die  horizontalen  Axen  der  Stirnbögen  enthält,  sondern 
höher  als  diese  Axen  liegt,  ein  Unterschied,  welcher  keine  Aenderung  in 
der  Natur  der  Fläche  bedingt ,  von  der  die  Gewölbform  gebildet  wird. 

3.    Die  von  zwei  Conoiden  gebildete  Zreuzgewölbform. 

Ef  seien  die  Stimbögen  AB  und  AD  (Fig.  4)  Ellipsen  mit  gleichen 
verticalen  Halbaxen  b  und  sie  sollen  zugleich  die  Leitlinien  der  beiden  ge- 
raden Conoide  mit  horizontaler  Richtebene  sein,  welche  in  ihrer  Verbin- 
dang  die  Kreuzgewölbform  bilden.  Sind  jp  nnd  Q  die  Durchschnittspunkte 
je  zweier  gegenüberliegender  Grundrissseiten ,  so  müssen  offenbar  die  ge- 
raden Leitlinien  der  Conoide  durch  je  einen  dieser  Punkte  hindurchgehen. 
Femer  werden  die  geraden  Leitlinien  vertical  stehen  müssen,  nachdem 
wir  gerade  Conoide  mit  horizontaler  Bichtebene  angeuomm^vi  \i«\^^Ti. 
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Die  Stirnbügen  BC  and  CD  alad,  neun  der  Grandrisa  ein  beliebiges 
UD  regelmässig  es  Viereck  ist.  im  AlIgemeincD  keine  Ellipsen,  sondern  Car- 
vcn  höherer  Ordnung,  da,  wie  bekannt,  Conoide  wie  wir  sie  vorausgesetit 
haben,  nur  nach  einer  Hichtung  elllptiscLe  ebene  Schnitte  geben. 

Wenn  die  Richtung  der  gegenüberliegenden  Gmudrissseiten  nicht  all- 
zasehr  von  einander  abweicht,  so  ist  auch  die  Form  dieser  nicht  elliptischen 
Slirnbögen  nicht  sehr  verschieden  von  der  Form  der  Ellipse  nnd  immerhin 
noch  praktiacb  verwendbar. 

Eine  besondere  Beachtung  verdienen  die  Grntbögen  und  deren  ho- 
rizontale Projection.  Diese  Bögen  kommen  dnrch  die  Durchdringung  der 
beiden  Conoide  zu  Stande  und  einzelne  Punkte  derselben  ergeben  sich  im 
Durchschnitte  iweier  gleich  koch  gelegener  JCrzeugenden  der  genaontea 
Flächen. 

Um  die  Grundrisse  zweier  solcher  Ersengendeo  zu  finden,  hat  man  nur  _ 
J  B"  uac\  A D'  z.  B.  in  den  Punkten  m' und  ^  proportional  zu  theilen,  so  duva 

wird ,  und  die  Punkte  m  und  p  beziehungsweise  mit  ß  und  P  zu  verbinden. 
Der  Durchschnitt  von  m  Q  und  p  P  ist  die  horizontale  Prnjeclion  eines  Punk- 
tes ,  der  in  dem  von  A  ausgehenden  Gtatbogen  liegt.  Die  verticala  Pro- 
jection desselben  Punktes  wird  durch  die  Höhe  der  Punkte  m  und  p  be- 
stimmt. —  Dass  letutPre  Funkte  wirklich  in  derselben  Höhe  liegen,  also  die 
durch  sie  gezogenen  Erzeugenden  der  Conoide  sich  schneiden  müssen, 
iKsst  sich  mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  der  elliptischen  Leitlinien  auf 
einfache  Art  nachweisen. 

Thoilt  man  also  J'  B'  nnd  AD'  proportional  —  am  einfachsten  in  eine 
gleiche  Anzahl  gleicher  Theile  —  nnd  verbindet  die  Theilpnnkte  von  ^Ä' 
mit  Q  und  jene  von  A'  0'  mit  P,  so  sind  die  Verbiudnogslinien  horisont&le 
ProJBclionen  von  Erzeugenden,  deren  entsprechende  Dutchsclinittspunkte 
den  Gratbfigen  angeboren.  Daraus  folgt:  Die  horizontalen  Projec- 
(ioncn  der  Gratbögen  sind  von  der  verticalen  Ualbaxe  der 
elliptischen  Leitlinien  unabhängig. 

Die  Bestimmung  der  verticalen  Projection  der  Gratbögen  ist  sehr  ein- 
fach und  besteht  in  der  Anfsnchnng  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  ver- 
ticalen Projectionen  der  Erzeugenden  mit  den  projicirenden  Geraden 
schneiden. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  welcher  Art  die  Curven  sind,  die  man 
als  horizontale  Projectionen  der  Gralbügen  erhält.  Dazu  benöthigen  wir 
die  Gleichungen  dieser  Curven. 

,kt  E  (Fig.  5),  welcher  die  Seite  AB  des  Grundrisws  ABCD 
halhiri,  sei  der  Ursprung  des  Coordinatensystema,  EP  die  Ase  der  j.'  und 
die  Ebene  der  ^nianfspunkte  ABCD  sei  zugleich  die  Ebene  der  xy.   Setzen 
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virfwvw*r^^^^i^.^^^^'^^^>'^.»%^^^\^^^^^rf 


w'n  AE=EB=a,  die  verticalen  Halbaxen  der  elliptischen  Leitlinien  gleich 
i and  die  Coordinaten  von  0  gleich  a  und  ß,  so  ist: 


1  ray-ßxV      z* 
«*L   ß-y    J"^6'~ 


die  Gleichung  des  Conoides  ABQ. 

Ffir  das  zweite  Conoid  nehmen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  nicht  i^/>, 
sondern  eine  beliebige  andere ,  elliptische  Leitlinie  G  H  an. 

Ist 

ond  der  Winkel  PG  i7  =»  oo ,  so  wird : 

2)  -j J       ,  , Y ^-a,co5w-d    +Tr=l 

flf  cos  ar  L     /awöf  w  (ar—  «i)  —  y  J        " 

die  Gleichang  des  zweiten  Conoides  GHP, 

Durch  Elimination  von  z  aas  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhält  man 
die  Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  Schnittes  beider  Conoide. 
Bei  dieser  Elimination  fällt  auch  b  hinaas,  wodurch  der  oben  aufgestellte 
Satz  gerechtfertigt  erscheint. 

Die  Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  Schnittes  ist: 

a,  cosia  L    ^ong  at  (a;— aj  —  y  J      —  a  (ß—y) 

Dieser  Schnitt  besteht  demnach  aus  zwei  Theilen;  für  den  einen  gilt 
das  obere,  für  den  anderen  das  untere  Zeichen.  Für  das  obere  Zeichen 
hat  man: 

|[fl(4—  «,)  — a,  {a—a)cos(o]  y*+ö,  \ßcosa)  +  {a—a)sin(o]  xy 
— fl,/J »wo» «*+[<! /J(aj  —  d)  — ö, ttj  (a— fl) 51« 00— aa^/J CO»«] y 
-j-a, /j5ifioo(cr,-l-ö)a: — aa^ttißsin(o^=(i 

und  fär  das  untere : 

.  [a(ai  — 3)— «i  (a  +  a)co»a)]  y*4-ci,  [ßcosm  +  {tt'{-a)sino)\xy 
4)      /  —axßsinGix^—[uß{ct^~'b)'\-a^a^{a+a)sin(ü  —  aaxßcosfü\y 
f  +a,/J5ma)(a|  +  a)a:  +  fla,  a^jS^mo)  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  vom  zweiten  Grade,  mithin  sind  die  hori- 
zontalen Projectionen  der  Gratbögen  Kegelschnittlinien, 
welche  Gestalt  auch  der  Gfundriss  haben  mag. 

Füf  y=0  wird  x  aus  Gleichung  3)  gleich  +a,  also  geht  der  durch  3) 
ausgedrückte  Schnitt  durch  den  Punkt  B^  während  der  durch  4)  ausge- 
drückte Schnitt  durch  A  geU^,  weil  die  Werthey =0  und  x=~~a  diese  Glei- 
chung erfüllen. 

Ffir  y=^ß  erhält  man  sowohl  aus  3)  als  auch  aus  4): 

jTj  =  « ,     a-,  =  jS  cotang  o» — er , 
«und  ftir  y=0  aus  3) : 

^i  =  +  ö,     Ä',  =  orj, 
aus  4): 
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Beide  Schnitte  habea  alüo  die  drei  Funkte: 


j;  =  ßcolaii'jw  —  a 


geiueiaacliaftlich.  r  und  t  sind  die  Coorüinaton  der  Pankte  P  aiid  Q  und  t 
sind  Jone  dos  DurcUactinittes  zweier  Geraden,  woven  die  eine  puraltel  za 
AB  diircb  Q  und  die  andere  parallel  zu  GH  durch  /"gezogen  wird.  Uiesei 
U II rcb Schnittspunkt  bcisse  Ji. 

Es  läast  sich  nun  beweisen,  d&ss  die  horizontalen  Projectionen  beidi 
Gratbögen  niemals  zugleich  geradlinig  werden  können. 

Un,  wie  gezeigt  wurde,  der  eine  Schnitt  immer  durch  die  Punkt 
A,  P,  0,  n  geht  und  der  andere  durch  die  Punkte  B,  P,  Q,  ff, 
ner  sowohl  die  erateren  als  auch  die  letzteren  pjer  Punkte  bei  einem  trapo* 
loidforraigen  Grundrisse  nieniiils  in  einer  oinKigeii  Goraden  liegen  können, 
so  mtisBte  die  horizontale  Frojection  des  Sclinittes,  wenn  sie  geradlini) 
worden  soll  in  zwei  Gerade  übergeben.  Mehr  als  zwei  Gerade  könDei 
die  Gleichungen  3)  und  4)  nicht  bedeuten,  weil  sie  nur  vom  zweiten  Grndi 
sind.  Diese  uwei  Geraden  müssten  für  den  durch  .4  gehenden  Schnitt  di« 
Geraden  Jü  und  PQ  nnd  fUr  den  durch  B  gehenden  die  Geraden  BJi  und 
PQsew,  da  sich  die  Conoide  nie  in  einer  anderen  Curve  schueiden  köoneo, 
deren  horizontale  Projection  tindere  Verhindungslinirn  der  fünf  Punkt^' 
niimlich  die  Linien  .4Q,  BQ,  ^Z"  oder  AQ  waren.  Wir  haben  also  nur  drei 
gerade  Linien,  AR,  BR  und  PQ,  in  welche  die  horizunlalen  Projectionett 
der  Schnitte  übergehen  künnen.  Sollen  beide  Gratbögeo  geradlinige  hori- 
zonlalo  Projectionon  haben,  so  mligsten  also  zwei  ven  den  drei  Linien  AH, 
BR  und  P'J  diese  Projcctioneu  bilden  und  zugleich  Diagonalen  des  Grund> 
rissQs  sein.  Diese  zwei  Geraden  sind  AR  und  BR,  weil  PQ  unter  keiner 
Uediugnug  durch  eine  Ecke  des  Grundrisses  geben  kann.  So  lange  der 
Grundriss  ein  Trapezoid  ist,  erhalt  man  nur  einen  Punkt  R\  dieser  Punkt 
liegt  immer  ausserhalb  des  Grundrisses,  daher  köuneu  AB  und  BR  nie* 
mals  zugleich  Diagonalen  des  Grundrisses  bilden.     Daraus  folgt: 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratb  (igen  können,  so 
lange  der  Grandriss  ein  Trapozoid  ist,  niemals  zugleich  ge- 
radlinig werden,  wenn  die  eine  ollii>tisuhe  Leitlinie  als  Stirubogcn,  die 
audcre  an  irgend  etuer  Stelle  angenominou  wird. 

Wir  wiillen  nun  wieder  unseren  speciellcn  Fall  (Fig.  4)  betrachten,  io 
welchem  zwei  Stirnbugen  AB  und  AB  die  elliptischen  Leitlinien  sind. 

Um  die  Gleichung  der  horizontalen  Projecliunen  der  Gratbögen  zu  «r- 
ballen,  bat  man  nur  statt  d|  — 


I 

\ 
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+  laß{a  +  a,)j/{a  +  ay  +  ß'  +  a,a,ß{a^a)''a'a,ß{a+a)]y 

[~a,(a+aO«+fl(fl+«,)/(a+a)«-y]y«+2q,/?(a  +  a)a:y-g,/ya:« 
-[aß{a  +  a,)y{a  +  ay  +  ß'  +  a,a,ß{a  +  a)^aa,ß{a+a)]y 

Untersuchen  wir  nun,  unter  welchen  Bedingungen  3'  und  4'  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ausdrücken.  Es  ergiebt  sich,  dass  3'  eine 
dieser  Curven  bedeutet ,  je  nachdem  beziehungsweise 

(a  +  cc,)j/{a  +  ay  +  ß^-aa,>0 
ist  und  4^,  je  nachdem 

Man  sieht,  dass  3'  für  einen  trapezoidtormigen  Grundriss  unter  kei- 
ner Bedingung  eine  Parabel  werden  kann,  da  a-)-ciri^a  und 

immer  grösser  als  (i|,  also 

{a  +  a')y{a  +  ay  +  ß'>aa, 
uL     Auch  4'   kann   nie  eine  Parabel   werden,    weil  weder  a-^-oi 
Doeh  f^(fl+a)'  +  ß^  für  einen  trapezoidformigen  Grundriss  gleich  Null  wer- 
den können.     Sind  a-)-ai  und  ^(a+a)*4- jS*  glcichbezeichnet,  so  wird 

l'  immer  eine  Ellipse,  weil  dann  (0  +  0,)  J^(rt  +  a)*  + jJ*  — aor,  positiv 
iil;  sind  diese  beiden  Werthe  aber  ungleich  bezeich uot,  so  wird  3' 
eine  Hyperbel.  Bei  4'  ist  gerade  das  Umgekehrte  der  Fall.  Aus  die- 
ser Untersuchung  folgt  mithin : 

Die    horizontalen    Projectionen     der    GcatbÖgen 
können,   wenn   sie   nicht  geradlinig  oder  kreisförmig 
sind,  nur  elliptische  oder  hyperbolische  Bögen  sein, 
doch  werden  nie  beide  zugleich  elliptisch  oder  beide 
zugleich  hyperbolisch. 
Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  für  a=0  die  Axen  des  Kegelschnittes 
f  und  f&r  a= — a  die  Axen  des  Schnittes  4'  parallel  zu  den  Coordinaten- 
aien  werden,  weildann  das  Glied  mit  xy  in  diesen  Gleichungen  verschwindet. 
Zieht  man  in  Figur  4  durch  P  eine  Parallele  zu  ^  D\  so  schneidet  die- 
selbe die  durch  ^  parallel  zu  ^  B'  gezogene  Gerade  in  einem  Punkte  R^ 
welcher,  wie  oben  bewiesen  wurde ,  beiden  Schnitten  3'  und  4'  angehören 
moss.     Die  Linien  PB'  und  QR  sind  also  Sehnen  der  horizontalen  Projec- 
tion  des  dnrch  B'  gehenden  Gratbogens ,  weil  auch  P  und  Q  in  dieser  Pro- 
jeetion  liegen  müssen,  und  da  P^' und  ()jß  parallel  sind,  so  ist  die  Liniecrf, 
welche  PB^  und  QR  lu  den  Punkten  c  und  d  halbirt,  ein  Durchmesser 
dieser  Protection,     cd  ist  parallel  zu  £Qf  weil 
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^2  2 

und 

2  2 

also 

Efc  —  Qd 

ist.  E'Q  schneidet  die  horizontalen  Projectionen  beider  Gratbögen  in  S', 
folglich  ist  S^O  eine  Sehne  des  Kegelschnittes  3',  welche  zu  dem  die  paral- 
lelen Sehnen  PB'  und  QR  halbirenden  Durchmesser  cd  parallel  ist.  Hai- 
birt  man  also  S^ Q  m  g  und  zieht  gM  parallel  zu  j{ B\  so  geben  gM  und  cd 
die  Lage  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  horizontalen 
Projection  des  durch  ^'gehenden  Gratbogeus  an  und  der  Mittel- 
punkt dieser  Projection  ist  der  Durchschnittspunkt  M  von  gM  mit  cd. 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  man  ^'Pin  /*  und 
^jP*in  h  halbirt  und  A^f^  parallel  zu  J^ B^  zieht,  die  Linien  Auf,  und  fM^ 
die  Lagen  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  horizontalen 
Projection  des  durch  ^^  gehenden  Gratbogens  angeben.  Der 
Mittelpunkt  dieser  Projection  ist  derDurchschnittspnnkt3/,  von  A^,  und  fM^, 

Wird  a=0,  so  stehen  ^if  und  cM  senkrecht  auf  einander  und  gehen 
daher  in  Axen  des  Schnittes  3'  Über.  Ist  «  = — a,  so  werden  hM^  und 
fMf  aus  demselben  Grunde  Axen  des  Schnittes  4'. 

Man  hat  nun  für  die  horizontalen  Projectionen  eines  jeden  Gratbogens 
zwei  Punkte  und  die  Lagen  zweier  conjugirter  Durchmesser  gegeben,  aus 
welchen  Angaben  allein  der  entsprechende  Kegelschnitt  sich  immer  einfach 
construiren  lässt.  Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  können 
somit  auch  construirt  werden,  ohne  dass  man  die  Erzeugenden  der  Conoide 
zu  suchen  braucht. 

Es  dürfte  von  Interesse  sein  zu  erfahren ,  unter  welchen  Bedingungen 
die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  geradeLinien  oder  Kreis- 
bögen werden. 

Dass  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  nicht  beide  zugleich  ge- 
radlinig werden  können ,  wurde  schon  nachgewiesen ,  ebenso  dass  jede  ge* 
radlinige  Projection  durch  R  gehen  muss.  Die  horizontalen  Projectionen 
der  Gratbögen  ^4 6^ oder  BD  werden  somit  nur  dann  geradlinig,  wenn  be- 
ziehnngsweise  die  Diagonalen  A' C  oder  BD'  durch  E  gehen, 
was  nur  möglich  ist ,  sobald  die  Proportionen  bestehen : 

A:B:ÄD'  =  A'P:A'Q 
oder 

A'B':A:D'=:B'P:A'Q. 

Diese  Proportionen  kann  man  auch  schreiben; 
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a:  ai  =  ai  —  a:  j/(a  +  af  +  ß^' 

Die  GleichiiDgen  3'  und  4'  können  nur  dann  Kreise  ausdrücken ,  wenn  das 
Glied  mit  xy  verschwindet  und  die  Coefficienten  von  x^  und  ^  einander 
gleich  werden.     Dies  ist  in  3'  nur  dann  der  Fall ,  wenn : 

a  =  0 
Qod  in  4^,  wenn: 


y{a+ay+ß' 

u  —  —  a 

a  +  ut       —a^ 

ß       ~    « 

wird.  Man  sieht  daraus,  dass  beide  Gratbögen  nie  zugleich  Kreis- 
bögen als  horizontale  Projectionen  haben  können,  weil  a  nicht 
gleich  Null  werden  kann,  also  die  Gleichungen  a=sO  und  a==— a  nie  au- 
gleich  EU  erfüllen  sind. 

Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  denen  die  horizon- 
tale Projection  eines  Gratbogens  ein  Kreis  und  jene  des  zweiten  eine  G  e  - 
rade  wird. 

Soll  3' eine  Gerade  und  4'  ein  Kreis  sein,  so  müssen  die  Gleichun- 
gen erfüllt  werden : 

a  d  —  a 


MS  denen  folgt: 


a  =  — ^, 

a  — —  a, 

(5'  =  (a  +  a,)(«,-fl), 

welchen  Gleichungen  in  Fig.  6  Genüge  geleistet  wurde,  daher  ist  in  dieser 
Figur  die  horizontale  Projection  des  durch  B  gehenden  Gratbogens  eine  Ge- 
rade und  jene  des  durch  A  gehenden  ein  Kreisbogen.  Es  wurde  nämlich 
Winkel  Bf ÄQ^^  gemacht,  zwischen  Ä'P(=ö  +  aO  und  ^'P(=or,— «) 
die  mittlere  geometrische  Proportionale  Pk  gesucht  und  PR  (=/3)  gleich 
Pk  angenommen. 

Soll  4'  eine  Gerade  und  8'  ein  Kreis  sein,  so  müssen  die  Gleichun- 
gen erfüllt  werden : 

a  «  +  «I 
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a  =  0, 


ans  welchen  folgt: 

Diesen  Gleichungen  wurde  in  Fig.  7  entsprochen.  Es  wurde  nämlich 
0  in  einer  auf  ^  B^  senkrechten  Geraden  angenommen,  wodurch  «=0  wird, 
dann  wurde  A  P^=^  Ä  Q  und  Ä  If  ^=  Ä  D'  gemacht,  wodurch  die  beiden  letz- 
teren Gleichungen  erfüllt  werden.  Es  lässt  sich  einfach  zeigen,  dass  in 
dem  so  entstehenden  Grundrisse  Ä  l>  CD'  auch  ff  (f=^(f  D'  und  Ä  C^=A  V 
^=A D'  sein  muss.  Der  Grnndriss  ist  demnach  ein  Deltoid,  welches 
durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  getheilt 
wird. 

Wenn  die  elliptischen  Leitlinien  nicht  zugleich  Stirn- 
bögen  sind,  dürfte  es  am  zweckmässigsten  sein,  diese  Linien  so  aniu- 
nehmen,  dass  deren  horizontale  Projectionen  £f  G'  und  F' H'  (Fig.  8)  Ter- 
längert  durch  die  entsprechenden  Durchschnittspunkte  Q  und  P  der  gegen- 
überliegenden Grundrissseiten  gehen  und  sich  gegenseitig  in  ihrem  Durch- 
schnittspunkte ^  halbiren,  weil  dann  die  Stirnbögen  nicht  allzusehr  von 
der  elliptischen  Form  abweichen.  Darch  zwei  fehlerzeigende  Curven  wird 
S!  wohl  am  einfachsten  gefunden.  Diese  Curven  ergeben  sich,  wenn  man 
von  P  und  Q  aus  beliebige  (von  S'  nicht  zu  sehr  entfernte)  Gerade  sieht 
und  die  Halbirungspunkte  der  zwischen  den  Grundrissseiten  gelegenen 
Stücke  durch  eine  stetige  Curve  verbindet.  Der  Durchschnittspunkt  bei- 
der so  erhaltener  Curven  ist  6^.  Pa  die  fehlerzeigenden  Carven  sich  der 
geraden  Linie  sehr  nähern,  so  genügt  es,  von  jeder  derselben  nur  zwei  bis 
drei  Punkte  zu  bestimmen. 

Die  Construction  der  Stirn-  sowie  der  Gratbögen  ist  hier  ganz  analog 
derjenigen  des  ersteren  Falles. 

Von  Interesse  dürfte  es  sein,  wie  dort  die  horizontalen  Projectionen 
der  Gratbögen  zu  untersuchen. 

Es  sei  der  Punkt  S^  der  Ursprung,  S^ P  die  Axe  der  x  und  die  Ebene 
der  Anlaufspunkte  sei  die  Ebene  der  xy.  Als  Leitlinien  nehmen  wir  wie- 
der halbe  Ellipsen,  deren  horizontale  Axon  If  G'  und  F' H'  in  der  Anlaufs- 
ebene liegen  und  deren  verticale  Axe  gleich  gross  ist.  Letztere  Axe  sei 
gleich  26,  ferner  sei  S'//'  =  S'F'  =  a,  S'jE:'  =  .S'G' =  «,,  5' />==  «j  und  die 
Coordinaten  von  Q  seien  o  und  ß. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist: 

'  «'L  ß-y  \^  b* 

die  Gleicbnng  des  Conoides  ABQ  und 
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"•^^«^XN^iK*»^^ 


die  Oleichang  des  aweiten  Conoides  ADP, 

Durch  Elimination  yoü  z  ans  1  and  2  ergiebt  sich  die  Gleichung  der 
borieontalen  Projection  des  Schnittes  beider  Conoide.  Bei  dieser  Elimina- 
tion flillt  anch  b  hinaus,  es  ist  daher  die  horizontale  Projection  der 
Gratbögen  von  der  verticalen  Halbaxe  b  der  elliptischen 
Leitlinien  auch  in  diesem  Falle  unabhängig. 

Die  Gleichung  dieser  Projectionen  ist: 

Der  Schnitt  besteht  also  aus  zwei  Theilen ;  für  das  obere  Zeichen  hat  roan 

fdr  das  untere  Zeichen : 

[a^  ««  -aa,  ^a*H-/3»]//*— 2fl,  aßxy+a^ß'x^ 

Diese  Gleichungen  sind  vom  zweiten  Grade,  daher  werden  die 
horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  ebenfalls  Kegel- 
schnittslinien. 

Für  y^=0  wird  sowohl  aus  3)  wie  aus  4): 

a:,=0,     a:2=a, 

Qnd  Tür  y=j3  ebenfalls  ans  beiden  Gleichungen 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  haben  also  die  vier  Punkte 

x=o)      a:=a,  )      a:=«)      a:=a-f«i 

-y=o)'    y=o  f    y=ß]'   y=ß 

gemeinschaftlich ;  diese  Punkte  sind  S'^  P,  Q  nnd  R.  Der  Punkt  B  liegt  im 
Durchschnitte  der  Geraden  Qß^  welche  parallel  zu  it F'  und  der  Geraden 
/*Ä,  welche  parallel  zu  If  G'  gezogen  wird.  5^,  P,  Q  und  R  bilden  daher 
die  Eckpunkte  eines  Parallelogramms.  Der  Mittelpunkt  Af  dieses 
Parallelogramms  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  der  horizon- 
talen Projectionen  der  beiden  Gratbögen,  denn  er  ist  der  Durch- 
schnittspunkt der  Linien  cd  und  fg^  welche  die  Lagen  von  zwei  conju- 
girten  Durchmessern  angeben,  da  sie  die  Seiten  des  Parallelogramms, 
welche  Sehnen  der  Kegelschnitte  sind,  halbiren. 

Fttr  a=0  werden  cd  und  fg  parallel  zu  den  Coordinatenaxen  und 
geben  dann  die  Lagen  der  Kf^gclschnitte  an.     UebiigciiB  toV^l  \i7[iTDL\\X.^^«x 
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aas  den  Gleichnngen  3  und  4,  dass  für  a=0  die  Axen  dieser  Carven  pa- 
rallel za  den  Coordinatenaxen  werden,  weil  für  diesen  Werth  das  Glied 
mit  xy  ans  3)  und  4)  verschwindet. 

Da  man  nun  die  Lage  zweier  conjng^rter  Durchmesser  und  zwei  Punkte 
der  Kegelschnitte  kennt,  bei  welchen  Angaben  ein  Kegelschnitt  immer  con- 
struirt  werden  kann ,  so  lassen  sich  die  horizontalen  Projectionen  der  Grat- 
bögen, ohne  dass  man  die  Erzeugenden  der  Conoide  aufzusuchen  braucht, 
bestimmen. 

Auf  ganz  analoge  Weise,  wie  im  früheren  Falle,  kann  auch  hier  nach- 
gewiesen werden,  dass  die  horizontalen  Projectionen  der  beiden  Gratbögen, 
so  lange  der  Grundriss  ein  Trapezoid  ist,  unter  keiner  Bedin- 
gung zugleich  geradlinig  werden  können. 

Ist  die  durch  jf  gehende  Projection  geradlinig,  so  findet  man,  dass 
die  Gleichung  bestehen  muss: 

a  —  of, 

und  wenn  die  durch  B^  gehende  Projection  eine  Gerade  ist , 

Der  Ausdruck  AAC — ^^0,  welcher  erkennen  lässt,  ob  eine  Gleichung 

vom  zweiten  Grade  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hjperbel  bedeutet,  wenn 
Ä  der  Coefficient  von  y*,  B  jener  von  xy  und  C  der  Coefficient  von  .r*  ist, 
wird  für  die  Gleichung  3) : 

und  für  die  GleichuDg  4) : 

woraus  man  sogleich  erkennt,  dass  die  horizontalen  Projectionen 
beider  Gratbögen  unter  keiner  Bedingung  zugleich  Ellipsen 
oder  zugleich  Hjperbeln  werden  können. 

Da  keiner  der  zwei  Werthe  gleich  Null  werden  kann ,  nachdem  alle 
Glieder,  aus  denen  sie  bestehen,  endliche  Grössen  sind,  so  ist  es  auch  un- 
möglich, dass  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  eine 
dieser  Projectionen  parabolisch  wird. 

Die  Gleichung  3)  bedeutet  einen  Kreis,  wenn  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

cr  =  0,    —  =  — . 

Die  Gleichung  4)  drückt  einen  Kreis  aus,  sobald  o=0  und =—  ist: 

daraus  erkennt  man;  dass  die  horizontalen  Projectionen  beider  Gratbögen 
nie  zugleich  Kreisbögen  werden  können. 


=  0,     +- 
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I>aBiit  eiae  Projectinn  ein  Kreisbogen  und  äio  andere  eine  Gerade 
rcrde,  mllHacii  folgende  Gleicliungen  beBteben.     Entweder: 

.,    /..+^  ",    ", 

a  __  _-^-g| 

Die  ersteren,  sowie  die  letzteren  Gleicbnngen  geben  a=0,  a=au 
m,=ß-  Sind  diese  Bedingnngen  erfüllt,  so  wird  immer  die  l'rnjec- 
eines  Gratbogons  eine  Gerade  und  die  des  audciren  ein 
Kreisbogen. 

In  Fig.  »  ist  ein  solcher  Fall  nngtnooiniBn  worden.  Das  TrHpezoirl 
gebt  bier  in  ein  Deltoid  Über,  in  welcliem  zwei  gegcnliberlicgt-nde  Win- 
kel A'  B'  C"  und  J'  li'C  recbte  sind. 

%.    Eine  Xrenzgewölbform ,  welche  ans  windschiefen  Flächen  mit  einer 
horisontalen  Bichtebene  nnd  zwei  elliptischen  Leitlinien  besteht. 

trapeznidfiiimigen  Gruudi-iss  kann 
fenFUclien  gebiblet  ueidcu,  die  be- 
3i'bält  durch  diese  /usammenBet^nn^ 
ier  Stirnbfigen,  weluhe  bnllie  Ellip- 


mso  einfncb  wie  jene  der  aus  Coociden  su; 
srden  nnd  bat  gegen  letztere  Doch  den  Vo 
bdem  alle  vier  StirnbSgeu  l,pi  derselben  e 


Die    Kren zgewül lifo rm    für    i 

ich  mit  Vortheil  aus  jenen  wind* 

reite  nnler  3  behandelt  wurden.    \ 

Fig.  10)  eine  Kreu  ige  wölbform  i 

len  mit  gleichen  verlicalen  Axen 

Dies«  Form  ksnn  el 
BirDges»tsten  construirt  < 
der  Schönheit  vorftus,  n) 
aind. 

Die  Conatrnction  der  einseinen  Erzeugenden  geschieht  aaf  dieselbe 
Weise  wie  l)ai  der  unter  2  behandelten  Gowiilbform,  aus  welcher  die  hier 
ihetrachtete  Form  besteht.  Es  erübrigt  nunmehr  die  Construction  der  Grat- 
IkOgen  EU  nnterauohen.  Man  gelangt  mittelst  derselben  Schlüsse,  welche 
bei  der  ans  Coooiden  gebildeten  Form  gemacht  wurden  und  mit  KUcksicht 
■iifden  oben  Aufgestellten  Satz  über  die  Tranxirersalen  des  Viereckes  zu 
dvm  Reauliate: 

Thellt  man  alle  vier  Ürnndrissseiten  in  demselben  Verhältnisse  in  zwei 
Tb*ile,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  von  je  zwei  gegen- 
kberliegenden  Seiten  derselben  Seite  anliegen,  so  sind  die  entsjjiecbenden 
Verbindnngslinion  der  vier  Theilpuiihte  horizontale  Projectionen  von  Er- 
zeugenden, die  Nich  in  einem  l'unkte  der  Gratbögen  schneiden. 
1U9  folgt  unmittelbar: 

Die  liniizontalen  Projectionen  der  Gratbogen 
sind  voll  dei  verlicalon  Halbaxe  der  St irnbögen  unab- 
liüngig.  
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-^1=— («1  — a+a,  )ianga-] ^— '-iangw  +  ll — ^ly, 

6?,  =  — 2ay. 
Entwickelt  man  nun  B^^AAC  und  ß|' — AA^C^^  so  zeigt  sieb,   dass 
diese  beiden  Aasdrücke  einander  gleich  werden  nod  aswar  ist:      -  • 

+  -^/aii^»'..T*+2    C«,  —  a)[l ^j ^  /rt/igr.w.y 

kmga*  (a,  — •«)  «+  {a^— a)*tewör«). 

Dieser  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt,  ist  die  Gleichung  der  die  hori> 
zontalen  Projectionen  aller  Erzeugenden  beider  Flächen  umhüllenden' 
Curve,  wie  sogleich  gezeigt  werden  wird. 

Die  Gleichung  I)  hat  die  Form :  • 

Setzt  man  den  Differentialquotienten  -^  aus  dieser  Gleichung  gleich  Null 

und  eliminirt  aus  -^  =  0  und  a  die  Grösse  m,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

am 

jener  Curve,  welche  alle  durch  a  ausgedrückten  Geraden  berülirt  oder  um- 
hüllt, unter  der^  Voraussetzung ,  dass  m  veränderlich  gedacht  wird.     Man 

erhält : 

dy_0(x+a  +  2m)Sy  +  P^^ 

dm  R  +  Sm 

und  daraus: 

Sy-Qx-Qa-P 

b)  m- ^ . 

Aus  a  wird: 

Sy  —  Qx-'Ofi'-P+ViSy—Ox—Qa'^Py^iOCPx  +  Pa-^ifiy) 

c)  r«= j^ ^. 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  m  aus  b  und  c  einander  gleich ,  so  er- 
giebt sich  die  Gleichung  der  Curve,  welche  das  System  I  uniliüllt: 

{Sy  —  Qx'-Qa-Py—40{Px  +  Pa'-Ry)^0. 

Diese  Gleichung   ist   identisch  mit  der  Gleichung  ^— 4  i^(?=0,   wie 
man  aus  3  und  c  sieht. 

Dass  dieselbe  Curve  auch  das  System  II  umhüllt,  wird  aus  Folgendem 

klar : 

* 

m  Q 
y+p  =  ---L^fx  +  a  +  mO 
r-^-ms 
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Demnach  ist  die  Gleichung  derp  q    oder  des  Sy Siemes  I,  weiiu  m  ver- 
änderlich gedacht  wird: 

or,  —  a — flj  •\ \iangfü 

a  —  m  —  a  —  öj  +  — ^ 


und  die  Gleichung  der  r  s  oder  des  Sjstemes  II: 


m 


—  {c  lang  <p  —  c/  towgr  t|;) 
M = [x  +  a ) 

oder  weil : 

c'  = ^  —  ,     c  /anfir<p  =  — ^> —'^ — -^  , 

,      o  +  o,'  — a  -  ,        —  (a,— a— a|')/öw^w 


18t: 


—tn  lang  ou 


Für  alle  Punkte  1'  der  horizontalen  Projection  des.  durch  B  gehenden 
Gratbogens  müsRen  1  und  2  zugleich  bestehen ,  wobei  m  veränderlich  ge- 
dacht wird.  Da  nun  jeder  Werth  von  m  einem  bestimmten  Punkte  l'  zu- 
gehört, so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  m  aus  1  und  2  die  Gleichung 
für  alle  Punkte  l',  also  die  Gleichung  der  horizontalen  Projection 
desdnrch  ^gehenden  Gratbogens. 

Die  Elimination  von  tn  geschieht  wohl  am  einfachsten,  indem  man  aus 
1  ond  ans  2  die  Grösse  m  bestimmt  und  die  so  erhaltenen  Werthe  einander 
gleichsetzt. 

Ans  1  erhält  man : 

3)  -<^— TT 

nndaiu2: 


4)  „= _^^ . 

wenn  die  Grössen  A^  B  ^C^  A^,  Bi^  C^,  folgende  Werthe  haben : 


a 


A=-^  lang  oi , 


a 


f.                  öi  ix  —  a)               .   /        fi,  \ 
/?=  (a,  — a— «^ )  tanga)+  --^--         lang  w  -f  fl ^Uj, 

6'=(a:— a)(«,  — a— //,')/ÄWsr«— 0<  — a— «i'jy» 
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Punkt  a  bestimmen,  and  da  alle  horizontülen  Frojectionen  der  Erzeagon- 
den  Tangenten  an  die  umhüllende  Parabel  sind,  so  kann  kein  Punkt  a  inner- 
halb dieser  letzteren  Curve  liegen. 

Treffen  müssen  sie  sich  aber,  denn  sonst  wäre  es  möglich,  Tangenten 
an  die  nmhüllende  Parabel  zu  ziehen,  welche  keinen  Punkt  mit  der  durch 
ß  gehenden  Parabel  gemein  haben,  was  nicht  der  Fall  sein  kann,  wie  aus 
Folgendem  hervorgeht: 

Jede  Tangente  T  der  umhüllenden  Parabel  wird,  für  einen  entspre- 
chenden Werth  von  m  durch  die  Gleichung  1)  ausgedrückt.  Sieht  man  also 
l  als  die  Gleichung  von  T  an,  bestimmt  aus  derselben  die  Grösse  tn  und 
substituirt  den  so  gefundenen  Werth  von  m  in  die  Gleichung  2),  so  erb&lt 
man  die  Gleichung  einer  Geraden  7\  des  Systemes  II,  welche  7  in  einem 
Punkte  a  der  Parabel  schneidet,  deren  Segment  die  horizontale  Projection 
des  durch  B  gehenden  Gratbogens  ist.  Da  nun  für  jede  Tangente  T  die 
Grösse  m  reell  ist,  so  muss  es  auch  immer  eine  Gerade  Tj  geben,  welche 
die  Tangente  T  in  einem  Punkte  a  der  genannten  Parabel  schneidet.  Es 
ist  also  nicht  möglich,  irgend  eine  Tangente  T  zu  ziehen,  welche  keinen 
Punkt  mit  der  durch  ß  gehenden  Parabel  gemein  hätte,  woraus  folgt,  dass 
diese  Parabel  und  die  umhüllende  sich  treffen  müssen. 

Da,  wie  nun  gezeigt  wurde,  diese  Curven  sich  nicht  schneiden  können 
und  dgch  treffen  müssen,  so  können  sie  sich  nur  berühren. 
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£«  ergeben  sich  demnach  ans  den  Gleichungen  der  p  q  und  r/5/  fol- 
gende Werthe  von  m: 


;/Ir= rrrr-i 

1A 


m^2a+ — , 

welche,  einander  gleichgesetzt,  die  Gleichung  der  horizontalen  Projectiou 
des  durch  A  gehenden  Gratbogens  liefern.     Diese  Gleichung  ist: 

«)    B^{B^  +  B)'^4A^C^+2A^C+2AC^+4a{2aA+A^B+AB)==0, 

in  welcher  Ay  B ^  C^  A^^  Biy  C^  die  oben  angeführten  Werthe  haben.  Durch 
Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  erhält  man  als  Glieder  mit  den 
höchsten  Potenasen  von  y  nnd  xi 

und 

2/1 '• 


ar 

welche  mit  jenen  der  Gleichung  7)  identisch  sind.    Daraus  folgt,  mit  Rück- 
Mcbt  anf  die  früheren  Resultate: 

Die   horisontalen  Projectionen   der  beiden  Grat- 
bögen werden,  so  lange  derGrundriss  ein  Trapezoid 
ist,  stets  parabolische  Segmente,    deren  Axen  paral- 
lel sind  zur  Axe  der  Parabel,  welche  die  horizontalen 
Projectionen  aller  Erzeugenden  beider  Flächen  um- 
hüllt (Fig.  II). 
Die  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  verlängerten  parabolischen  Seg- 
mente, welche  Punkte  ausserhalb  des  Grundrisses  liegen,  geschieht,  indem 
man  m  negativ ,  oder  auch  grösser  als  2  a  nimmt. 

In  Figur  11  wurden  alle  vier  Grundrissseiten  verlängert  und  auf  den- 
selben von  den  Eckpunkten  aus  die  Länge  der  entsprechenden  Seite  mehr- 
mals aufgetragen,  also  auf  der  verlängerten  A^B'  die  Länge  ^'^'  und  auf 
der  verlängerten  B'  (f  die  Länge  B'  (f  u.  s.  w.  Durch  gehörige  Verbindung 
der  so  erhaltenen  Punkte,  wie  Fig  11  zeigt,  ergab  sich  eine  Reihe  von  Gera- 
den, welche  den  Systemen  I  und  II  angehören. 

Schliesslich  soll  noch  bewiesen  werden,  dass  wenigstens  eine  der  Pa- 
rabeln, deren  Segmente  Projektionen  der  Gratbögen  sind,   die  umhül- 
lende  Parabel  berührt.    In  Fig.  U  ist  es  die  durch  B  gehende  Parabel. 
Wenn  keine  Berührung  stattfände,  so  müssten  sich  die  Curven  entwe- 
der schneiden  oder  gar  nicht  treffen. 

Schneiden  können  sie  sich  nicht,  denn  durch  jeden  Punkt  a  der  hori- 
z<mtalen  Projection  eines  Gratbogens  müssen  die  horizontalen  Projectionen 
zweier  Erzeugenden  gehen,   welche  eben   durch   ihren   Durchschuitt  den 
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und  allgemein  die  Zahl  X,  welche  ein  beliebiges  Glied  /  der  Reihe  1)  mnl- 

tiplicirt  die  Werthe: 

0,1,2,  ...  7 
annehmen  darf. 

Um  die  Anzahl  der  verschiedenen  Darstellungen  einer  Znhl  n  in  dem 
gegebenen  Systeme  2n  finden,  hat  man  nun  nach  Euler  das  Product: 

(l+a-+a:2«  +  ...+j:^«)(l+a:*+a:«-+...+a:**)... 
in  eine  Potenzreihe : 

umzuwandeln.  Die  Zahl  Cn  stellt  alsdann  die  gesuchte  Anzahl  vor,  wie 
oft  die  Zahl  n  in  dem  gegebenen  Systeme  dargestellt  werden  kann. 

Wir  wollen  dieses  Euler'sche  Partitionsproblem  umkehren,  indem 
wir  fragen,  welche  Beschaffenheit  das  System  haben  muss,  wenn  die  Zah- 
len C, ,  Cfy  C3,  ...  gegeben  sind  und  wollen  hier  zunächst  den  einfachsten 
Fall  nehmen,  wo  Ci ,  (7,,  C^,,  ...  alle  gleich  1  sind.  Demnach  würde  die 
Frage,  welche  wir  hier  behandeln,  diese  sein :  Welches  ist  die  Beschaffen- 
heit eines  Zahlensystemes,  in  welchem  sich  jede  Zahl  und  jede  nur  auf  eine 
einzige  Weise  darstellen  lässt? 

Die  Zahlensysteme,  welche  die  letzte  Eigenschaft  haben,  verdienen 
vor  allen  übrigen  ausgezeichnet  zu  werden;  wir  wollen  sie  einfache 
Zahlensysteme  nennen.  Unsere  Aufgabe  ist  also  keine  andere,  als 
zu  bestimmen ,  welches  die  sümmtlichen  einfachen  Zahlensysteme  sind ;  sie 
scheint  mir  deshalb  nicht  ohne  Interesse,  weil  das  verbreitetste  aller  Zahlen- 
systeme, das  dekadische,  bei  welchem  die  Reihen  1)  und  2)  diese  sind: 

O  1,  10,  100,  1000,  10000,  ... 

nebst  sämmtlichen  analogen ,  nämlich  denjenigen ,  in  welchen  die  Orund- 
zahl  nicht  10,  sondern  irgend  eine  andere  Zahl  ist,  nur  ganz  specielle  Fälle 
der  allgemeinen  einfachen  Zahlensysteme  bilden. 

§.  2.  Die  Reihe  1),  §.  1,  besteht,  um  es  zu  wiederholen,  aus  den  ver- 
schiedenen Zahlen  des  Systemes,  ihrer  Grösse  nach  geordnet,  die  Reihe  2}, 
§.  1,  aus  den  Anzahlen,  wie  oft  die  entsprechenden  Zahlen  in  dem  Systeme 
vorkommen.     Soll  das  System  ein  einfaches  sein ,  so  murfs  man  haben : 

(l+a;''+a;2«  +  ...+a:^-)(l+x*-f.T^*+..   +a:^*)   ..  =  l+a:-f a:'+... , 

oder  auders: 

1— a:«(«-fi)   i^x^ib-hU  i 


0 


1— o:*»      '      1— x*      '**       1— x' 


Da  alle  Zahlen,  also  auch  die  Einheit,  sich  im  Systeme  darstellen  lassen, 
so  muss  die  kleinste  Zahl  der  Reihe  l),  §.  1^  die  wir  a  genannt  haben,  die 
Einlieit  reibst  sein. 
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Man  hat  alsdann : 

(l-a:^+«)(l+a;*  +  ...)(l+.T*'  +  ...)  ...=1. 
Bedenkt  man,   dass  6,  c,  ...  grösser  als  die  Einheit  sind,  und  dass  b<^c 


(/...,  so  sieht  man,  dass  sich  diese  Gleichung  weder  mit  der  Annahme 

n+  l  >  by  noch  mit  der  Annahme  a  +  I  <  b  verträgt;  es  muss  also  a  -{-i 

=  6  sein.     Wir  sehen  hieraus,   dass  in   einem  einfachen    Systeme 

die  Kinheit  so  oft  vorkommt,  als  die  um  1  verminderte  nächst- 

) 

grössere  Zahl  beträgt. 

Durch  Einfährnng  dieses  Resultates  in  1)  erhält  man : 

(l-a:*(M-»)  (l+a:^  +  ...)  (1+^:^+. ..)••.  =  1- 
Diese  Gleichung  ist  wiederum  nur  mit  der  Annahme: 

b{b+i)^c. 

verträglich,  d.  h.:  in  einem  einfachen  Zahlensysteme  ist  die 
drittgrösste  Zahl  theilbar  durch  die  zweitgrösste  und  der 
Quotient  aus  der  letzteren  in  die  erstere  um  eins  vermindert 
giebt  die  Anzahl,  wie  oft  die  zweitgrös  ste  Zahl  im  Systeme 
vorkommt. 

Setzen  wir  —-  =  b\  so  ist : 
b 

c=:bb\     b=ib'  —  l, 
tind  man  hat  nun  die  neue  Gleichung: 

ans  welcher  man  ähnlich  wie  oben  die  Gleichung: 

c(^  +  l)x=d 
erscbliesst. 

Indem  man  diese  Schlüsse  wiederholt,  erkennt  man  ganz  allgemein, 
dass  bei  einem  einfachen  Systeme  jede  Zahl  k  der  Keihe  ij,  §.  l,  in  der 
nächstgrösseren  ohne  Rest  aufgeht  und  dass  der  entsprechende  Quotient 

tun  1  vermindert  die  Anzahl  k  giebt,  wie  oft  die  Zahl  k  im  Systeme  vor- 
kommt. 

Die  Reihen  1)  und  2)  von  §.  1  haben  also  bei  einem  einfachen  Systeme 
die  Gestalten : 

2)  1,6,  bb\bb'b'\bb'b''b''\  ... 

3)  6- 1 ,  6'- 1 ,  6"- 1 ,  6"  - 1 ,  r"- 1 , 
wo: 

4)  b ,  b\  b' ,  6"',  . . . 

eine  unendliche  Reihe  ganzer,  von  der  Einheit  verschiedener  Zahlen  ist» 
Es  ist  aber  auch  umgekehrt  jedes  Zahlensystem,  wie  das  durch  die  Reihen 
2),  3)  definirte,  ein  einfaches;  denn  man  hat: 
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(l+a:+...+a:*-i)(l+a:*+...+x^*'-i)*)... 

-l-x'  1-x*  •  l-a:**'    ••   -i-ar' 
also : 

Wir  erhalten  demnach  das  Resnltat:  die  einfachen  Zahlensysteme 
sind  diejenigen,  bei  denen  jede  Zahl  Ar  in  der  Dächstgrösser^n 

/  ohne  Rest  aufgeht  und  k  so  oft  vorkommt  als  —  — tbeträgt. 

§.  3.    Die  einfachen  Zahlensysteme  haben  eine  weitergehende  Bedeu- 
tung«  Führt  man  ausser  den  ganzen  Zahlen  des  Systemes  noch  die  Bräche  : 

und  zwar  entsprechend  in  den  Anzahlen: 

2)  6—1,     6'— 1,     6"— 1,  ... 

ein,  so  kann  man  in  dem  also  erweiterten  Zahlensysteme  sXromtliche  Zah- 
lengrössen  und  jede  nur  auf  eine  einzige  Weise  durch  Addition  unendlich 
vieler  Glieder  des  Systemes  erhalten;  d.  h.  wenn  A  eine  beliebig  gegebene 
Zahlengrösse  ist,  so  hat  man  stets  nur  auf  eine  einzige  Weise  die  Gleichung : 

in  welcher  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  unendlich  ist  und  die  Zahlen  ir,  X 
die  \Yerthe  0,  1,  2,  ...6—1,  die  Zahlen  /?,  f&  die  Werthe  0,  1,2  ...  6'— 1, 
die  Zahlen  y ,  v  die  Werthe  0, 1,  2, . . .  6"—  1  annehmen  dürfen.  Der  ganz- 
zahlige Theil: 

J^=za  +  ßb  +  ybb'+  ... 

ist  bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

die  Zahl  l  durch  die  Bedingungen: 

(^-.^^6>X,     (-^-^,)6^A+1, 

die  Zahl  ft  durch  die  Bedingungen: 

(^— ^„)66'-X6'>^,     (^-^^)66'-.X6'^^  +  l 
u.  s.  w. 

§.  4.   Wenn  ein  einfaches  Zahlensystem  die  Beschaffenheit  hat,  dass 
bei  beliebig  gedachter  Zahl  g  in  der  Reihe 

l,  6,  66',  bb' b'\  ... 
von  einem  gewissen  Gliede  an,  alle  durch  q  theilbar  sind,  so  lässtsich  über 

die  Darstellbarkeit  eines  rationalen  Bruches  —  das  folgende  Theorem  aus- 

q 

sagen: 

Theorem:     Ist 

'1 
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—  —■--■■-   —^-^-.y-.^^  ^-*    •  .-  ^  *  ^  ^«.^   '^*"^,     ^^*»  »^.  — w-^  «-k'-^^'v,«».^  ^<^,*-w"^-^  *-w^^^.^.y^t-^^^Sy%ys^>^-v^*^vy  ^-•^i^>.^^  --"-**rf>,*x. 


ond 


^-^o+y  +  j;^+.... 


so  bat  die  Zahlenreihe: 

A,  fi  ... 

die  Beschaffenheit,  dass  von  einem  gewissen  Gliede  an  sämmtliche  Glieder 
die  höchsten  ihnen  zustehenden  Werthe  haben. 

Beweis:    Man  bezeichne  fi  mit  l\  v  mit  k"  n,  s.  w.  und  setze: 

k        k'  A<^>  w<^) 

wo  * 

Dann  ist  einmal: 


(P>  >  ^^ 


q        n 
andererseits : 

"7 ""  ^^">  -  66'  ...  6(^+1) "^ 66'  ...6'^+^)  +  •  •  • 
Das  ist : 

p^_m<^)        1 

Wir  haben  also: 

Sei  nun  /t<*>  das  erste  Glied  der  Reihe 

1,6,66,... 
welches  durch  die  Zahl  g  theilbar  ist;  dann  ist 

eine  durch  q  theilbare  ganze  Zahl,  die  nach  dem  soeben  Gezeigton  in  den 
Grenzen  liegt: 

es  ist  folglich: 

mithin: 

q  ""  n<«)"^w<«)' 
oder  auch: 

_  jl  X^«)  ^(•4-1)—!  6(*+2)  — i 

"^"^"■^T  "^  •  •  • +6TTr6<*)+ 6T7ni;<*^^ 

wie  zu  beweisen  war. 

Corollar:     Hat  bei  einer  Zahl 

die  Boihe  i,  ^,  ...  nicht  die  Beschaffenheit,  welcheindembe- 
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wiesoiien  Theoreme  für  eine  rationale  Zahl  —  gefordert  ist, 

so  ist  die  Zahl  A  eine  Irrationalzahl. 

Hierher  gehört  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarith mensy Siemes : 

e  =  2H 1 1 1--.- 

^  2  ^2.3^2.3.4^ 

§.  5.  Von  den  einfachen  Zahlensystemen  wollen  wir  noch  diejenigen 
berücksichtigen,  bei  denen  die  Reihe 

6,6,6    ... 

von  einem  Glied  6<^^  an  periodisch  ist. 

Sei  T  die  Grösse  der  Periode,  deren  Glieder  wir  mit 

bezeichnen  wollen ,  so  dass 

1)  6<*+^+*»)«c<^), 

wo  X  die  Zahlenwerthe  0,  l,  2,  ...  x — 1  annehmen  kann  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  oder  die  Null  ist. 

Wird  ferner: 

66'  ...  6*)=n<*) 

gesetzt  und  unter  den  dreien 

6<-«),  c(->),  n(-» 

die  positive  Einheit  verstanden,  so  hat  man,  wenn  gesetzt  wird: 

2)  «(*-i)  =  J/,     cc'...  c<»-*)  =  iV, 
die  Gleichung: 

Es  besteht  hier  das  folgende 

Theorem:  Ist  in  dem  einfachen  Zahlensysteme  dieses 
Paragraphen  eine  Zahl 

6^67^-" 

dargestellt,    in   welcher    die   Zahlenreihe   /3, /3',  .  .    von   einem 
Gliede  an  periodisch  ist,  so  ist  diese  Zahl  eine  rationale  Zahl, 

und   umgekehrt,   wird  ein  ächter  rationaler  Bruch  —  in  dem 
Systeme  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

q         b        ob 

so  ist  die  Reihe  /3,  /^,  ...   von  einem  bestimmten  Gliede  an  pe- 
riodisch. 

Beweis:  Den  ersten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, weil  sich  die  gegebene  Reibe  auf  eine  endliche  Anzahl  geometri- 
ßcher  Reihen  zurückführen  lasst  und  damit  eine  rationale ^ahl  stets  aar 
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Summe  liat.  Anders  mit  dem  zweiten  Theile,  welclier  die  vollständige 
Umkehrnng  des  ersten  ist. 

Wir   denken  uns  den  Bruch  —  in  der  irreductibeln  Form  gegeben, 

dirio  p  and  q  ohne  gemeinscbaftlicben  Tbeiler  sind  und  bezeicbnen  die 
giuze  Zahl : 

mitm^*),  so  dass 

7"^  w<*)"^  7<^^+ » )■*""• 

D«nu  ist :      • 

p       wS^^  p       m<**  ^    I 

Führen  wir  daher  eine  Zahlenreihe 

ü  ^  0  ^  o    ... 
darcb  die  Gleichung: 

4)  6<*+.i)=p„(t)-ymf*) 

eiu,  »0  -besteht  dieselbe  aus  lauter  positiven  ganzen  Zahlen,  die  sämmtlich 
kleiner  sind  als  y+  1.    Diese  Keihe  der  J  steht  mit  der  Reibe  der  ß  in  einer 
solchen  Verbindung,  dass  wenn  die  eine  periodisch  ist,  es  auch  die  andere 
ist,  wegen  der  Periodicität  der  Reihe  der  b. 
Man  liat  nämlich: 

and  daraus : 

ö)  •- >i5<*+*>, <Ä(*+i)  +  i. 

q  q  — 

Darch  die  Gleichung  5)  ist  d<*+''  eindeutig  aus  den  ^(*+i)^  j5(*+2),  ...  be- 
stimmt, durch  die  Ungleichheiten  6)  hängt  die  ganze  Zahl  jjC^+i)  eindeutig 
von  6'*+ 1)  ab. 

Wir  haben  also  nur  die  Periodicität  (von  einem  gewissen  Gliede  au) 
der  Reihe : 

0  y    0    ^    b      ,     .   •   • 

nachzuweisen.     Man  hat,  wenn  k=Q — 1  +  t'+ät: 

Sei  s  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  q  und  3/,  und  es  sei 
V=*r;  sei  r=^r  r\  wo  r"  alle  Primfactoren  von  r  enthält,  die  auch  in  N 
vorkommen ,  so  dass  /  relativ  prim  zu  N  und  zu  /'  ist. 

Man  verstehe  ferner  unter  ^  die  kleinste  Zahl,  für  welche  ^ 

♦  A'^  ^  1 ,  modr 

ttuü  auter  n  die  kleinste  Zahl,  für  welche 

A*  ^ 0 ,  moil r" ; 
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dann  ist  in  Besag  auf  beide  Modnln  r  nnd  r'\ 

wo  O'  die  Bedeutung  einer  der  Zahlen  0, 1,2,  ...  0—1  hat  nnd  g  eine  be- 
liebige ganze  positive  Zahl  ist.  Da  /  nnd  /'  relativ  prim  zu  einander 
sind,  so  hat  die  letzte  Congruenz  auch  für  den  Modul  r  Oiltigkeit;  es  ist: 

Hieraus  geht  zunächst   die  Congruenz  hervor: 

Die  Zahleu  6  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  alle  ^0  und  ^^.+  1;  sie  kün- 
neu  daher  unter  einander  nur  in  dem  Falle  congruent  in  Bezug  auf  q  sein, 
wenn  sie  einander  gleich  sind.     Man  hat  also ,  wenn 

p  +  jrT  =  ß,      r'  +  0'r  =  e',     x^^B 
gesetzt  wird : 

Berücksichtig^  man  die  Wertlireihe  der/  und  die  der  O',  so  findet  man, 

dass  die  Werthreihe  der  S' 

0,1,2, ...e—1 

ist.  Die  Gleichung  8)  zeigt  uns  also,  dass  die  Reihe  der  i  vom  Gliede 
^(A)  an  periodisch  mit  der  Periode  6s=T'9-  ist.  Einer  frühem  Bemerkung 
zufolge  ist  nun  auch  die  Keihe  der  ß  vom  Gliede  ß^^^  an  periodisch ,  und 
zwar  mit  derselben  Periode  6,  weil  S  theilbar  ist  durch  t. 

Das  dekadische  Zahlensystem  ist  derjenige  Fall  der  in  diesem  Para- 
graphen behandelten  Systeme,  in  welchem 

*^=0,     T  =  1 ,     c=  10. 


VI. 

AoflöBODg  eines  Systems  von  Gleichungen,  worunter  eine 

quadratisch,  die  anderen  linear. 

Von 

Professor  Dr.  C.  W   Baijr 

am  Poljtechnicum  zu  Stuttgart. 


I. 

Es  möge  an  das  allbekannte  Beispiel  erinnert  werden,  wonach  man  aus 

.V  +  l/  =  a     und     x^  +  y^  5=  /*^ 
znnXchst 

a?  —  y  =  +  j/2h^  —  a^ 
bestimmt«     Ebenso  erhlilt  man  aus 

ax  +  ßy  =  a     und     ^i  x^  +  B  y^  =  h^ 
znnlchst 

{Aßx  ^  BoyY  =  {Aß^  +  ßa^)  {y4x^  +  By^)  -  A  ß  (ax  +  ßf/Y 
Aßx  ^  Bay  =  ±  ]/(Äß^  +  Ba^)  0^—  AB.aK 
In  beiden  Fällen  ist  die  Bestimmung  der  zwei  Unbekannten  auf  die  Auf- 
Ifisnng  zuerst  einer  reinen  quadratischen  Gleichung,  und  dann  von  zwei 
Gleichungen    des  ersten  Grades  zurückgeführt,   von    denen   die   eine  auf 
ihrer  Rechten  eine  zweideutige  Wurzelgrösse  enthält. 

Die  VerallgemeinernDg  dieses  Verfahrens  im  Sinne  der  vorangestell- 
ten Deberschrift  ftthrt,  wenn  die  linke  Seite  der  quadratinchen  Gleichung 
vorerst  als  homogen  i\acb  den  Unbekannten  angenommen  wird,  zu  der 
Aufgabe: 

Es  soll  eine  Substitution 

derart  ermittelt  werden ,  dass  vermöge  derselben  und  der  willkür- 
lich vorgeschriebenen  Substitutionen: 

^2  =  ^20*0  +  «21^1  +  •  •  •  +  ^in^n 

der  Ausdruck: 

Z«H*clirin  f.  mmthematik  a.  Physik.  XI V,  2.  V^ 


130         Auflösung  eines  Systems  von^ Gleichungen,  worunter 

n  it 

3)     /'(J^oi^ii  •••^n)=^*J^i^*^i*a:it,      wo  ^a  =  .4i 

0  u 

sich  in  ^q,  ^|,  ^2**-^«   darstellen   lässt,    ohne    y^  anden 
einem  einzigen  Gliede  mit  y^^  zn  enthalten. 

Haben  nämlich  yj ,  ^2»  •••iV"  '^"^  ^  gegebene  Wertbe,  so  lief 
durch  Auflösung  dieser  Aufgabe  entstehende  Gleichung: 


4)  F=P^f,%  +  2'yi2^^i 


_      kyk 

1  1 

für  y^^  eine  gegebene  Wurzelgrösse ,  und  erfordert  also ,  nachdem  di( 
ficionten  in  1)  geeignet  ermittelt  worden  sind,  die  Bestimmnng  di 
bekannten  nur  noch  die  Auflösung  der  n  linearen  Gleichungen  1)  1 
Für  den  Zweck  der  verlangten  Transformation  denken  wir  8 
Gleichungen  1)  und  2)  nach  oTq,  x^y  ...  x^  aufgelöst  nnd  erhalt« 
kanntlich ,  wenn  a  tk  den  Coefficienten  von  Oik  in  der  Cntwickelu 
Determinante 

I 

•   '^oo  '"oi  • '  •  ^^^ 
5)  •  «==  '  ^'»"^"  •••  '*'" 


bedeutet: 

^)  f^i  •=  «'01^0  +  "'«•  ^1  +  •  •  •  +  «'»/y». 

Durch  Substitution  in  3)  wird  also: 

\a-  F^21j  '  ("Ol  i^o+^'i  «'^1  +•  •+'*'ii«yn)  ^  ^•^•*(«'oJtyo+Ä'uy,+..+<' 

7) ;         " 

)  *  »  «  »  m 

V  0  0  10  11 

wo  F^  den  AVerth  bedeutet ,  den  vermöge  des  vorhergehenden  Avdi 
F  für  yQ  =  0  annimmt.  Das  zweite  Glied  des  Ausdrucks  7)  abergiei 
die  Bedingung,  dass  die  Transformation  der  gestellten  Anforden»; 
spricht,  die  n  folgenden  Gleichungen  zu  erkennen,  in  welchen  ssr 
kürzung 


^^//,4a'oifc  =  5, 


gesetzt  ist: 


(I 


"lu  '%  +  "11  ^S  +  ...  +  fl  1»  ^n  =  0, 
"io  \  +  "'21  ^S  +  •  • .  +  «211  ^^«  =  0, 


«  n^)S^^  +  n„i  S^+  ,,,  +  «',«S,  =  0. 

Ä  Gleichungen  folgt,  wenn  mit  a'n  der  CoefBcient  von  tf 
äekelung  der  Determinante 
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a 


bezeichnet  wird: 


ff  f 

^  00  ^  Ol  • '  •  ^^  0  n 


^  10  ^  11  '  •  • 


«Ifi 


^  nO^^^nl  ...  Ö  m 


^Q   ^1    _  ^w  ^ 

#r         ~~~       ff        ~~~    •  •  •    — —        // 

<>   0» 


^00        «Ol 


Nun  ist  d  die  adjungirte  Determinante  zu  a  in  &),  also  nach  einem 
bekannten  Satze: 


a"oi  «=  «*""'<iorf 


somit,  wenn  die  ursprüngliche  Bedeutung  der  S  wieder  hergeatellt  wird: 

^00«  00  "^  -^01«  Ol  +  *  "  +  -^OwO  Qu  -^IQ  ^  qq  + -^n  ^  pi  +  >.>  +  ^1n<»0w 


»00 


<# 


Ol 


-^nOOoo+  ^nl^'o!  +  •••  +  ^nnO. 


Om 


''On 

Da  die  a  bei  der  Entwickelnng  aus  a  nur  die  Coef^cienten  der  gegebenen 
Substitutionen  2)  enthalten ,  so  ist  hiermit  das  Verhältniss  der  Coefficieu- 
ten  der  verlangten  Substitution  1)  gefunden,  welches  in  der  That  auch 
allein  durch  die  Aufgabe  bestimmt  wird,  da  in  Gleichung  7)  und  den 
daraus  gezogenen  Folgerungen  keine  wesentliche  Veränderung  vor  sich 
geht,  wenn  anstatt  y^  sein  Product  mit  einem  beliebigen  Factor  eingeführt 
wird.  Nehmen  wir  daher  für  a^^  ö^^,  ...  ^on  ihre  obigen  Proportionalen 
selbst,  d.  h.  setzen  wir: 


«Ol  =  ^lO  fl'o*  +  -^n  fl  Ol  "t"  • '  •  +  ^im  ö  Ofi  = 


a,Q  a^j  ...  «!„ 


ö«0OfiI   .  • .  «« 


M>  heisflt  die  verlangte  SubstitHtion : 

(  ^0  =  ('^oo  "'oo  +  ^01  ^01  +  •  •  •  +  ^On  oo«)  ^0 

+  ('^10  «00  +  ^11  «  Ül  +•••  +  '^111  «O»)  ^1 

+ 

+  (-^«O'i'oO  +  -^«1  «01+  •  •  •  +  ^nn  «0«)  ^n 
^^  (''üO  ''^0      '        10  '^X      I     •  •  •     I    -^nO  ^n)  <*  OO 

I    V-^Ol  «^0      »    '^U  ^\      I     •  •  •     I    -^n  1  '^n)  ^'  Ol 

+    . 

-f-  (^0«  a;,  +  ^1»  «,  +  ...  +  /<.„  a;„)  n'on 


«) 


rf«o    * 


iL 

dx. 


■  "On 


ö) 


=  4 


dF  df         dF_ 
dxQ  dx^  "'  dxn 

«16      «11      •••«!« 


V^* 
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Dassnlbn  Krgebniss   kknn    anch  bo  gpwm 
giebt  partiell  nAch  j/g  abgeleitet 

oder  wegen  fl) 

rfF     ',         dF      , 

Ans  dem  oben  angegebenen  Grunde  kAnn  \i\Mi\ 
angenommen  werden. 

Ee  sind  nnu  aber  anch  die  Coeffieieatun 
Glieder  in  7)   auf  eine   nur  von  den  gogelutti-' 
Form  an  bringen.     Deijenige  von  jr*g  ist  ( 

o  =  «00  «'o»  +  «Ol  a'oi  +  ■ . .  +  • 

=  (^«.«'«,+ '*„«'«  +  •••  + 

+  (''m'''«i+'<ii"'oi+- 

+     .     ■_ 


=  ^'«'«^*^.t«l'(.l 


identisch  mit  dem  Coefficienten  TOlt  ji*,.. 
Ten  wir  ein  System  von  HiirsgriSnen  ' 

»10  'f. „.^r-^^-™ 

-  _ ^rt 

welche  den  «{n+t)  01dehni]<.'  -^m^^^mm^           ^ 

10)  fr,  Atk  +  fr-  =^ 

dadarch  herrorgehan,  daB."  _^ 

von  I  bia  n  danhUtaftj  '  — -                   ^ 

Coefficienten  von  an  v  ^ 


bedeutet : 

M) 
Infolfrc  .' 
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Eü  könnte  demnach  scheinen,  da  auch  a'oi  =  a"~'.  do,*,  also  nach  1): 


^10  ^11   •  •  •  ^  J » 


=  a""'yo» 


das8  Aa^'-'^eri=^  a'ri  wäre,   es   ist   dies  jedoch   nicht  der  Fall. 
aber  ^rgiebt  sich  weiter: 


Ans  12) 


13) 


y\=^' 


Xq   iTj      ...    a'n 


'*f»ü  ^n\    •  •  •    ^«11 


k 


dF  dF  dF 


dx^  dx^         'd  x„ 


^10     ^11      •  •  • 


öfiO    fl«l     •••    ^»»n 


Durch  Anwendung   der   Multiplicationsregel  auf  das   Product    der    zwei 
letzten  Factoren  erhält  man  eine  Determinante  mit  folgenderlei  Gliedern : 


,  dF   .  ,  dF  .  .  1^^        E, 


dXf 


dx^ 


dx. 


ferner : 
ferner: 


.dF^  ,dF^         ,  .  dF 


+  «rl  .  (^10  ^'o  +  -^11  ^1  +  •  •  •  +  '^l«  ^«) 

+ 

+  (^ro  ^1  +  «n  ^11      +  . . .  +  er«  i^«i)  a;i 

+ 

vermöge  10)  und  2). 

Endlich   kommt  mit  eingeführter  AbkiUrzung  noch   ein  System  tob 
Gliedern : 

Brt  =  örO  e,ü  +  «rl  e,i  +  .  .  .  +  «rn  ^mh 

oder,  wegen  11): 

^ ABts  =  ÖrO  (ö*0^'oO  +  ^«J  ^  Ol  +  •  •  •  +  «*«-^'an) 

+  flfl  (ö#0  ^10+  ^*l  ^11+  .  .  .  +  «*n  ^  la) 
+ ; 


0  u 


Gleichung  13)  liefert  daher  jetzt: 
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15)    'y\ 


=  A 


P  Vi    y«    . . .  y« 

Vi  ^n   ^li  •  •  •   ^'" 
y^  ^»1   ^22  •  •  •   ^2» 


'tlH 


A  {BF-^-  yr  ^'  ^rsys^. 


Vn  ^n\  ^fi2  ...    ^1 

WO  B'r$  den  Goefficienten  von  Brs  in  der  Entwickelnng  der  folgenden 
Determinante  bedeutet : 

^11   ^it  •  •  •   ^1 " 


5  = 


Die  Aufgabe  ist  nun  vollständig  aufgelöst. 
Beispielshalber  sei: 

F=  ^00  A  +  ^11  ^\  +  ^22**25  Vi  =  «10^0  +  «11^1  +  «12^21 

y%  =  ^*0  +  «21^1  +  ^22^t» 

80  wird 


7?      —  Lipidil  J.^  12. 
''üO        ^n        ^22 


B 


12 
2 


+ 


°12<'22. 


-«00         -^U         -^2« 


I 


^00  ^11  -^22 


[ ^00  («ll«22— «12«2l)  ^0+  A\  («12'»20-^10«22)  ^1  +^22  («10«81— «ll«2o)  ^2!* 


=  (^1  ^22  -  ^^12)  ^-  ^22y'i  +  2  ^«y^y,  -  i?ny*2- 

l'ritt  die  erste  Gleichung  in  der  vollständigeren  Gestalt  auf: 

^=  ^^00^*0  +  2^it«i«2  +  ^11^*1  +  2^20^2*0  +  ^22^2  +  2^01^0-^1» 
so  wird : 

-^  =2  i^QQ/ljj  ^23 +  2^412-^20  "^01         ^00^   12         ^n^   20  —  -^22-^   Ol» 
A'      —    A       A       Ai     .         A'      —    A'      A       A      A       A 

'^  00 — ''11 -^22         ^    121       -^12 — ''21  —  ''20 '''01         ^21-^001 

A'      —   A       A      At     .        A'      J'      A       A      A  A 

^  n  —  '*22  '"oo      '■20»     '■20  —  ''02  —  -^01  ^it      ^oi  '  ^n » 

^  22^'^'^0ü"^ll        ^    Ol»       -^  01^=  -^   10^^  -^12*^20         -^10  ^^22» 
^  ^11  =  ^'00«\+  2><'l2«ll«12  +  ^'ll«*il  +  2  ^'20^*12 «10  +  ^'22^*12 

+  2^'oi^io«u  =  ^ii» 
AB^  =  A  '^a%^^  +  2A  '12  «21  «22  +  ^  '11^*21  +  ^'^'9o^n^fo  +  ^'22^*22 

A  /;j2  =  A  '00 «10^20  +  ^   12  (^11  ^'22  +  ^12"2l)  +  ^'ll«ll«21  +^'20  K2«20  +  «10^22) 

+  ^  M  «12'»22  +  ^  '01  («10*^21  +  «20  •  «ll)  =  ^12 » 

(  ^00  ^0  +  ^01  ^1  +  ^02  ^2)  («11  «22  —  «12  «21)  /  * 
+  (^loS  +  ^11  •'^1  +  ^12-'^2)  («12^20  —  «10 «22) 
+  (^W'^0+  ^21^1  +  ^22-^2)  Ko«2l  -"  «11  «20) 

=-  i  (^,1  ^^2.  -  ^'12)  P-  P^y\  +  2  p,2y,y2  -  ^»yV 
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tlieaen  R«snllRleti,  sowie  schon  io 

Coefficient  von  F  nicht  in  derjeni 

erwiirtea  war;    wir   haben    deneelbi 

msgedrückt  erhalten,  während  er  dnr 


rler  allgemeinpn  Gleichung  15)  tritt 
;en  GeBlalt  auf,  welche  vermöge  7) 
u  nünilii:!)  in  der  Dptcrminnnic  B 
angegeben  wurde  mit 


bei  der  xule 
Kefert: 

Uebi!reinstini 


indelti-n  vollslSiuligen  Form  ^ 


-.„«„)'  + 2 /l,,!«,, 
mg  läSBl  eich,  hes' 


1  F  de«  Ausdrt 


durch 
■oglflic 


ne  wenig   utiifangTeiche  Beuhnung  nachweisen 


-  V-,, 


_K 


^y.t^^ 


n)  («,.". 

-  ''w"ul 

•'■■. 

.1" 

,"a— "«"u 

«>,) 

■(" 

a"»  — "«■" 

o). 

Fall 

ilri 

ersten  Uoispiels, 

liwpisen , 

man   tiadet 

dort 

."«) 

+  ' 

'lo"!!-"»"! 

1'. 

.«  und 

zugleich  die 

ent 

Dm  die  Uebereinstimmung  allgemein  nachzuweis«E 
iprechende  Umwandlung  mit  dem  Cin-ffinienten  von  y,y,  vorznnebmi'n, 
•«11  hier  in  einer  über  das  äugen blicklichp  DeiÜirfniss  hinaus  erweiterten 
Tassang  ein  8«tK  über  die  Umwandlung  gewisser  ans  einer  bilinearen 
Panction  entspringrnden  Determinanten  auf  die  Form  ebenfalls  einer  sol- 
Fiioction  entwickelt  werden. 

Es  seien  c,  rf,  . . .  e  und  f,  g,  .  , .  h  zwei  bestimmte,  nach  der  Num- 
»emfolge  geordnete  Combinatinnen  an  m  zwischen  den  "  +  I  Zahlen  0, 
I,  2,  ...  n.     Man  bilde  die  Werihe,  welche  aus: 


.,,2' 


dsdorch  hervorgehei 
f,  !, ,. .  h  durchlauf 
bogt  wird: 


ilnss   r.  die  Werthe  c,  d 
,  so  ist  die  Determinante, 

^0/  Bef  •  ■  -  ' 


.  .,  e    und   s  die  Weribe 
deren   Umwandlung  ver- 


Setxt  man  an  diesem  Zweck: 
wird: 


'». +  "rt«i,+...  +  <'r,.w 


ifaraibt  man  hiernach  die  Klcmei 
tenninani«  als  eine  Summe  von  Pi 
ibtgenden  Ausdruck  darslelleo,  ii 
|$£lic]ieii  Kombinationen  derart  ^ 


te  von  D  aa,    so  läsgt  sich  diese  Ui 
□dncten  je  »weior  Üetcmiinanteu  dnn 
welchem   c,  ri',  . . .  e    alle   Ubckbau] 
'io  r,  il,  . . .  c  bedeutet: 


136  Autlosimg  eines  Syetcma  von  GlcichuDgen,  worunter 


-Z.i:- 


Orfrf-. 


■  Vf$, 


1 


Vcrmögie  ilrr  Bedeutung  von  >',>  gebt  Dach  demselbeu  Verffthren 
zweite  Factor,  wenn  auch  f',  g\.,.h  alle  überliaupt  mögliclicn  Com- 
biumiimou,  wie  t-,  d,  . .  .  e  oder  f,  g,  .  .  .  I4  darbteilt,  in  folgende  Summe 
fiber: 


,^.. 


^4-r  ^d-g-  ■  ■  ■  ^rA- 

"rr  "r/  ■  ■  ■  '*fii 
"tr  "is-  '■■»tif 

A^'r    ^r-g-   ■  ■  ■  ^^-V 

ahr"l-3-  •  •■  "**' 

!l 


alao,  weuu  der  Kürze  halber  die  schon  oben  znr  Anschaunnf;  gobrai-hten 
Determinanten  in  der  bekaoutcn  Weise  durch  ihre  Aufangeglieder  be- 
zeiclinet  werdei 


19) 


et  werden:  h 


Biennit  ist  die  verlangte  Form  in  d^r  Weise  hergeetellt,  da^s  im  Ver- 
gleich mit  dem  Ausdmtk  für  ßn  an  der  Stelle  der  Coefficienlen  A  und 
der  Elemente  n  Partialdetenninanten  aus  deren  Systemen  auftreten. 
Die  Anwendung  auf  B  und  B\,  in  Gleichung  läj  ist  nicht  schwi 
II  geht  vermöfe'e  l-l)  in  A'ß  über,  wenn  für  c,  rf,  .  .  e  nur  1,  2,  . 
nngenumioon  wird  and  die  A'  au  die  Stelle  der  A  treten;  es  geheu  ferner 
'■',  d', .  .  .  e  und  f',  9',  .  •  .  h'  aus  0,  1,  2,  . .  .  n  hervor,  wenn  nach  ein- 
ander die  eiuxelnen  (/i  -|- 1)  Zahlen  ans  der  Reibe  gestrichen  worden, 
Scbreibt  man  demgemSss  z.  B.  für 

c'.  rf',  ....■'  =  0,  I ,  a. . .  .  r  —  I  ,   1  +  I ,  . .  .  »I , 


/',  3'.  ...ft'  =  0,  1,  2,  ...  A  — l,   A  +  I II 

die  drei  Determinanten  in  Gleichung  Vi}  an,  so  zeigt  ^ieh 
sie  dii^  folgenden  drei  Werthe  erhatten: 

A" B  =_^ '"  n'uj^ *  ^,*  A--K  «'„(., 

AH=  2'  "'of  2*  '*•■* "'"  =  " • 

womit  die  Ooefticienlen  von   F  iti  7)  und   IS)    vollsttindig 
Stimmung  gobrailit  sind. 

Was  ferner  den  Coefticienten  von  tj,y,  in   15)  betrifft. 


»  geht  h  in 
;  und  f,  g,...h  die  Uomhiiia- 


e  quadratisch,  die  anderen  linear.     Von  C.  W.  BAt'K. 


H  lioneB  1,  2, ...,  r— 1,  r+1,...«  nnd  1,  2, . ..,  s— l,  »+1, ...  n  gesetit 
^1  werden  and  statt  der  A  wieder  die  A'  anftreten.  Die  Combi nationen 
H  e',  d',  ...  c  und  /",  j/', ...  f*  gehen  aus  der  Reihe  0,  1,2,...«  hervor,  wenn 
^B  nach  und  nach  alle  mogliclien  Combinationen  zu  2  wie  i,t  und  h,»  von 
■     0,1  bis  n— 1,  "    ans    der   Reihe    gestrichen    werden.      Dnrdi    dieselbe  Be- 

bandlnng  wie  vorhin  zeigt  sich,  daas  die  drei  Determinanten  in  llS)  fül- 

geud«  Werlhe  erhalten: 


I 


c-'''*'*'|  „;■  „"  I  '•  (-0'+'+*+".  [  2\a'.\  '''"'' 


■      (-!)•+>+ 


"in  "o« 


Die  hier  auftretenden  gestrichelten  Determinanten  stehen  zu  den  gleich- 
Ittutenden  nn gestrichelten  in  derselben  Beziehung  wie  a'n  zn  Ofi.  Schliesa- 
tich  wird  nnn: 

Gleichnog  15)  ist  daher  jetzt  auf  folgende  Form  gehrtcht: 

f    -4'  "'4'  "^1. ..■,., .1  4'    Lfa/J-I«..«..!- 

Für  n  =  2  leducirt  sich  der  letzte,  sowie  der  drittletzte  Factor  auf  ein 
einzelnes  a,  der  vorletzte  auf  ein  A\  wie  dies  schon  die  beiden  oben 
bebandelten  Beispiele  bemerken  lieasen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten,  daas  f  keine  ho- 
mogene Function  der  Unbekannten  .T„,  x,, ...  j:„  ist.  Derselbe  lilsst  sich 
durch  einen  bekannten  KunstgriS*  auf  den  einer  homogenen  Fnnction  zu- 
ttlekfllhreD,  wenn  man  in  F  die  Glieder  des  ereten  imd  nullten  Grades 
Dach  «  durch  MultipÜcation  mit  3;^  =  1  und  x^p  =  1 ,  wo  ;>  =  n  +  I ,  in 
Glieder  des  zweiten  Grades  verwandelt  und  entsprechend  den  Coefficiea- 
ten  von  ar,-  mit  2.4,-p,  das  Äbsolulglied  aber  mit  Af,p  bezeichnet.  Mit 
der  Anzahl  der  Unbekannten  hat  sich  auth  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen 3]  um  Eins  erhöht,  es  tritt  nämlich 

*,  =  '(►=  l 
hinzn,  in  welcher  Upo.  "px,  •■■  f^t"!  verschwinden  und  n^j,  =  1  ist.  Äb- 
solutglieder  auf  der  rechten  Seite  der  bisherigen  Gleichungen  2)  anzu- 
nelimen  hatte  keinen  Sinn,  da  dieselben  negativ  auf  die  linke  Seite  nm- 
getetst  «ich  mit  den  gegebenen  Wftrthen  von  ^i,  y,,  ..-!/«  vereinigen 
liessen,  es  verschwinden  also  auch  die  Coertieierfen  «i^,,  «jp,  ...  "„p,  welclic 
de«  lJ«b«r^ang  von  n  in  »  +  1  i=;f  ku  Bpiel  bringt. 


r 


Auflösung  1 


I  SyateniB  < 


■  Gluiuhungo, 


Wbb  nun  Buniteh«t  die  rerUngte  Substitotinn  betrifft. 
Ausdruck,  welcber  nach  9)  dafür  ftusasetzen  iat: 
I  df^  dF^        dF^  liP 
if.Ta  dar,    "  /ix„  >lx. 


-W 


■   <l|n 


legen  der  Nullen   iu   der  letzten  üorizontalreihe   lediglich   auf  dei 
herigeu  Ausdruck  0)  zurück,  nnr  dnsa  die  Ableitungen  in  der  crstei 

talreibe  auch  die  Coei'ficientaD  der  Glieder  des  ereten  Grades  iiacb 
X  enthalten.  , 

Im  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  der  Oleicbung  17),  in  welcbai 
jetzt  überall  ■  und  k,  r  und  s  bis  p,  die  Combinntioncn  i,(  nnd  A,k  bif 
»,  fi  +  I  fortschreiten,  behalt  der  Factor  n',,^  seine  bisherigo  Bedeutnng 
bei,  BD  lange  '<p,  verschwindet  aber  wegen  der  Nullen  in  der  letztei| 
Horizontalreihe  im  System  der  Cocf Seien ten  fl,  für  i'  =  p,  ebenso  verhall 

n    in  BeiraeU 


ea  eich  mit  aoti  es  brauchen  hier  also  i  und  h  i 
gezogen  zu  werden  und  dieses  erste  Glied  kann  in 
Bezeicbnnng  unverändert  beibehalten  werden. 

Im  zweiten  Glieds  der  rechten  Seite  der  nenei 
für  '■<p  der  Factor 


Sinne  der  vorherigni 
Gleichung  l?)  behalt 


seine  vorherige  Bedeutung  bei,  so  lange  i<p,  verschwindet  aber  fflr 
i=p,  es  braucht  also  vorerst  t  nur  bis  n  oder  i,i  nur  bis  n — ),n  i% 
Betracht  gezogen  zu  werden;  entsprechend  verhält  es  sich  mit  dem  ~ 

[   "o^noii   j' 

I    "ik  "im    I 

fto  lange  s<J>  uud  kann  somit  von  der  rechten  Seite  der  neuen  Gleiclir 
ang  17)  das  zweite  Glied  der  ursprünglichen  Gleichung  unverändert  ah; 
gesondert  werden. 

Fttr  r<p  und  S=p,  also  j/,=^l  heisst  der  letzte  Factor 
I  "ei  "OK  I ' 
I  "pfpii  I 

und  verschwindet  wogen  der  Nullen  in  der  letzten  Verticalreihe  des  Sy» 
stoms  a  so  lange  x<^;),  für  k=/j  aber  geht  er  in  a'oi,  über,  es  braut^ 
also  nur  der  Uebergnng  der  Combination  A,k  von  Q,p  bis  ».p  oder  do^ 
des  allein  noch  vernnd^^rlichen  Index  k  von  0  in  n  in  Betracht  gczt 
zu  werden  aiid  das  Glied  erhalt  denjenigen  Werth,  der  im  ersten  Theilff 
des  weiter  unten  mitgolheilten  Ausdrucks  1K|  nocli  mit  dem  Coefficicnta 
S  hebaftct  erscheint.     l)o|ipeU  nümliuh  tritt  der  Weith  auf,  weil  mit  r  == 


eine  quadratisch,  <!ie  anderen  linear.     Von  C.  \V.  Bauh.       I3Ö 


*<.p  lediglich  duwelbe  BesalUt,  nur  mit  s,  k,  h,  t   statt  r,  i,  t,  A 

Für  T=^p  und  *=p  kommt,  wie  vorliin  «,  so  jetzt  auch  nur  f^p, 
|kUo  nur  der  Fortschritt  des  verünilerÜehen  Index  r    in    der  Cumbination 
1  0  bis  n  in  Betraeht,  man  erhält  also  flchlies^Huh: 


'■v.,,^. 


>*.»  Alp 


Aptaoi 


T  erste  dieser  beiden  Theile  läest  eich  mit  dem  ersten  Gücde  der  rech- 
ten Seite  von  17)  vereiuL[;en,  wenn  hier  nur  F—Jpp  statt  F  geBchrielien 
'ird,  es  lässt  sich  auch  ganz  davon  absehen,  wenn  man  sieb  vorbehält, 
an  elwaigee  Ahsolutglied  in  F  negativ  anf  die  linke  Seite  nmgesetzt  mit 
gegebenen  constanten  Werth  von  t'  zu  vereinigen ,  es  sind  alao 
•chlieeslicb  unter  dieser  Voranssetznng  für  den  Fall  einer  anch  mit  Glie- 
dern der  ersten  Ordnnng  nach  x  behafteten  Function  F  zu  der  rechten 
'on  n)  im  Sinne  der  vorherigen  Beaelchnung  nur  folgende  Glie- 
flet  nachzutragen: 

!_,  Vr  „    >^".  1  «•■-•■  I '  y".  1  ■<.■• -''1.  [,•   . 
-T      tr     l"r.",.|-V   |^..4fI 

In  Betreff  der  Anflösnng  der  linearen.  Gleichungen  I]  nnd  2)  soll  nur 
bemerkt  werden,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Ausdrücke  für 
di«  Unbekannten  x^,  x^,...Xs  dnrch 


"=?-■"?* 


^*aot 


■ngegeben  wird. 

Die  Anwendungen  der  hier  entwickelten  Methoden  nnf  die  Theorie 
der  eonjugirlen  Dtirchraesser  und  Diametral  ebenen  der  Cnrven  nnd  Flftchen 
r  Ordnung  liegen  nahe.  Werden  unter  x^^  o-,  und  x^  cartesitcho 
I  Coordinaten ,  unter  (/,,  y,  aber  counlante  Wertbe  verstanden,  so  bietet 
k4ie  Endgloicbnng  in  jedem  der  zwei  oben  behandelten  Beispiele  nach 
t'ier  Wnrzelausziehung  die  Gleichung  zweier  parallelen  und  gleiuhweit 
^Tom  Umpriing  abetebeuden  Ebenen  dar,  welche  mit  den  Ebenen 


Ui  '=  u^.f, 


».-C,  +  «; 
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dieselben  Schnittpunkte  liefern,  wie  die  Fläche  F=(7oit«<.;  die  parallel 
zu  jenen  beiden  ersteren  Ebenen  durch  den  Ursprung  gelegte  halbirt  also 
die  Sehne,  welche  in  den  Schnitt  der  zwei  anderen  Ebenen  fällt  und, 
da  die  Gleichung  yQ  =  0  jener  durch  den  Ursprung  gelegten  Ebene  y^ 
und  ^2  laicht  enthält,  so  halbirt  sie  auch  alle  zu  jener  einen  Sehne  oder 
dem  Schnitt  der  Ebenen  yi  =  0  und  y^^^  parallelen  Sehnen.  Kürzer 
gelangt  man  zu  demselben  Kesultat  durch  Betrachtung  der  Gleichung  15) 
oder  17)  als  der  Gleichung  der  Fläche  in  transformirten  Coordinaten 
y^,  y^,  y^.  Da  dieser  Gegenstand  jedoch  Über  die  hier  wesentlich  ge- 
machte Voraussetzung,  dass  eine  Substitution  zu  den  anderen  gegebenen 
gefunden  werden  soll,  hinausführt  und  andererseits  erschöpfend  behan- 
delt ist,  so  wird  nicht  weiter  darauf  eingegangen.  rs  hl  f  I  t.^ 
Stuttgart,  December  1868. 


IT.  Ableitnng  des  Fotentiales  bewegter  elektriicher  Haisen  ana 
dem  Potentiale  fftr  den  Kqjieznstand.  Vou  J.  LoaciimuT,  Prof.  Jor  Phy- 
na  der  Uoiverflität  zu  Wieu. 
Das  Ämpöre'ache  GeueU  wird  »war  durch  die  Transformation  We- 
r's  mit  dem  Coulomb'schen  in  eine  gewisse  Verbioduug  geset-it,  allpiii 
rationelle  Dentimg  jenes  Zusatzes.,  welchen  das  lf:tzlere  Gesetz  erhatten 
muBS,  nm  gleichzeitig  die  Fernwirkung  der  ruhenden  und  der  hewegten 
Elektricität  zu  umfassen,  ist  bisher  nicht  gelnngan.  Die  neueren  Versuche, 
velche  in  dieser  Ricblung  gemacht  wurden,  haben  mit  gutem  Grunde  die 
Verbindung  zwischen  den  betreffenden  Potentialformeln,  statt  jener  zwi- 
•chen  den  Formeln  für  die  hewegendou  KrKfte  als  nächstes  Ziel  ins  Auge 
Hefasst.  Denn  einmal  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  eben  die  Spannung, 
»eiche  Ton  dem  elektrischen  Theilchen  ausgehend  sich  ringsum  durch  den 
Raum  verbreitet,  das  Primäre  der  AnüiehnugserscheiDungen  sei,  und  daher 
mittelst  einer  schicklich  gewillilten  Ujrpotliese  zu  allernächst  sich  deduciren 
lassen  dürfte,  und  zweitens  ist  auch  der  analytische  Ausdruck  für  das  Po- 
tentiale geschlossener  Strome  —  und  nur  die  Wechselwirkung  solcher  Usüt 
•ich  mit  Genauigkeit  experlmenlal  verfolgen  —  viel  einfacher,  als  der  ent- 
sprechende Ausdruck  für  die  bewegende  Kraft. 

Vena  man  die  Ansicht  vou  der  Existenz  zweier  elektrischer  Flüssig- 
keiten festhSlt,  und  die  Wechselwirkung  zweier  Stromelemente  nach  der 
er'schen  Weise  in  die  vier  Partialwirkungen  der  olektriacli<-n  Massen- 
Iheilchen  zerlegt,  so  dann  man  als  eine  allgemeinere  Form  für  den  Polen- 
ti«lwerth  aweier  elektrischer  Massentheilcben  e  und  e  im  Abstände  r  im 
'ZsBUode  dfr  Bewegung  setzen: 

n  =  '^  [I  +  Au  +  A'u+  Bu*  +  B'u'+Cu«'], 

Worw  u  and  u  die  Geachwindigkeilen  von  e  und  e,  A,  A',  B,  B',  C  aber 
.Cooitauten  bedeuten.  Unter  Anwendung  eines  leicht  verstKndlicIiou  Algo- 
■tillmias  erhalteu  wir  dnun  fiii  die  hctrell'oiideii  vier  I'aitialwirki  'ie 

lAaitlrflcicc: 


Kleinere  MittheÜungen. 


Der  letztPre  Ausdruck  wird  tnit  der  bekannten  FolontialformPl  evel 
Sli-omeleoiente  idenltKch,  tveuD  man  letst 


wo  Ö  und  B'  die  Winkel,  welche  dt  und  dt  mit  der  beiderseils  nitcb  fttti|J 
väriB  verlängerten  Verbindungslinie  r  bildsn,  and  a  eine  bestimmlo  Con- 
Htante  bedeuten. 

Ex  handelt  eich  nun  zunächst  darnm,  eine  Hypotheso  aasfindig  za 
machen ,  welcbe  erstlich  zu  der  nben  angeführten  allgemeinen  Form  des 
I'otenllnlea  zweier  elektrieclier  MnEsen  führt,  zweitens  aber  auch  fßr  die 
Coustnnte  C  den  ermittelten  Ausdruck  liefert 

Eine  zn  diesem  Ziele  unmittulbnr  führende  Annahme  wäre  uun  die, 
dass  die  lutdnsität  der  von  einem  elektrischen  Theilchen  e  ausgehenden 
Spannung  gegen  ein  anderes  e  vermebrt  oder  vermindert  werde.  Je  nacb- 
dem  dasselbe  eben  in  einer  anniibcrnden  oder  in  einer  dieser  entgegenge- 
setzten Bewegung  gegen  telzterea  begriffen  ist.  Und  zvnr  müsste  die  Vei- 
niebrung  oder  Verminderung  proportional  der  betreffenden  Geschwindig- 
koilscomponente  genommen  werden.  Denn  unler  dieser  Voraussetzunj 
erhielte  man  für  das  partielle  Potential  den  Ausdruck 


j7='/(i+  ^«.^e)  (i  +  ^'f^e-) 


und  für  daa  totale 


P=- 


nittelbare  Evidenz,   nn 

:  werden,  wie  die  bloss«  Bew^ 

■nng  ihrer  Spnnnnngi 


Allein  dieser  Hypothese   mangelt  die 
mtlsBte  daher  noch  der  Nachweis  geliefei 
gong  der  elektriscben  Mnsse  eine  solche 
liftltnissc  hervorzubringen  im  Stande  sei. 

Da  ein  solcher  Nachweis  offenbar  sehr  schwer  «u  führen  sein  wflrde, 
ohue  eine  mecbnnieche  Theorie  der  elektrischen  Wirkungen  überhaupt 
vorHUasusetzen,  so  war  es  natürliib,  dnss  man  einen  Versuch  machte  mit 
der  Annahme,  jene  Einwirkung  der  Bewegung  mSge  sich  au  xllemichst 
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iondnrn  tiDRiittelbRr  aaf  äte  EotfiTDiing  r 
jene  Sfianiuingaändernngen    hervorrufen. 


nicht  dirpct  Huf  die  Spa 

beliehen,  nod  eo  erat  n 

Diese   erst   vor  Kurzem    von  Riemann*)    entwitkelte   Hypothese   fin 

eine  starke  Stütze  in  Jein  merkwürtÜgen  Umsland,  dass  nie  fUr  die  Furt- 

pflanaungsgeBulivindigkeit  der  plektrischen  Spannuiig  genan  die  Fortpüan- 

■II Dgsgesch windigkeit  de»  Lichtes  ergiebt. 

Die  der  Deducliuu  Rieinanii's  zn  Gruude  liegende  AddrIudo  be- 
»chrSnUt  sich  nuf  deu  einen  Sala,  üass  die  von  einem  elektrischen  Theil- 
eben  ausgehende  Spannung  z»  ihrer  Verbreitung  im  Kanme  Zeit  brauche, 
und  daas  die  Qeschwiiidigkeit  dieser  Verbreitung  eine  constante  Gröaso  sei, 

Uednclion  Rieraann's  ist  aber,  wenigstens  in  der  vorliegenden  Aus- 
i^lirnng ,  nicht  genügend,  und  mnn  findet  bei  näherer  ßetracbtung  zudem 

die  angenommeDe  Basis  der  Ueductinn  eine  zn  beschränkte  Bei. 

Denn  nehmen  wir  un,  daes  im  Mumeut  t  (s.  Tarel  IV,  Fig.  &)  die  beider 
itelitriHcheu  7'heiluheu  e  und  /  sich  in  £  und  f  im  ZaHtBnde  der  Kühe  be- 
£lit!en,  so  wird  das  Potential  sein: 


Lassen  wir  aber  e  und  e  im  Hcwegiingszustnnde  sein,  derart,  dnsB  e 
•ich  in  der  Richtung  vun  t/  nnuh  f  mit  der  Geacbwindigkeit  u,  und  e'  sieb  in 
Irr  Richtung  von  »j*  gegen  ^  mit  der  Geschwindigkeit  u'  bewege,  und  dnas 
m  selben  Moment  /,  e  in  |  nnd  e  in  J'  eintreffe,  so  wird  das  obige  Poten- 
ial  infolge  dieses  BewegungsKustandes  allerdings  eine  Aenderung  erfab- 
•n  raÜBaen,  wenn  vorauageaetat  wird,  dass  die  Wirkung  von  c  auf  <  und 
■en  «  auf  e  su  ihrer  FortptJHnznng  eine  gewisse  Zeit  brauche. 

Denn  setzen  wir  die  belreS'ende  FurlpäanziingageKcbwindigkeit  gleich 
I,  Bo  kommt  im  Moment  l  im  Fankie  |  ein  Impuls  an,  welcher  von  e'  in 
inem  vorausgegangenen  Moment  /  —  t  ausgesendet  wurde,  als  sich  dat,- 
|db«  noch  in  V  herand. 

Die  Distanz  ti'  §'  bestimmt  sich  aas  der  Betracbinng,  dass  wKbrend 
lerselben  Zeit  t  e  mit  der  Geschwindigkeit  h  von  ij'  nach  |',  der  von  e  im 
inklo  ii  ausgesendete  Impuls  aber  mit  der  Geschwindigkeit  «  von  ij' 
lach  £  gekommen  sein  nitisse. 

Dieser  in  §  eintretende  Impuls  steht  der  Starke  nach  aber  im  Verhiflt- 


1      I 


,  welch 


■k  hätte. 


ich  fort- 


»lirend  in  %  hefnndcn  liillto  ~ 
Ekirselbe  hat  überdies  die  Rieh 
lern  Cosinus  dos  Winkels  «',  dei 
1  hat,  om  den  Effect  in  dei 
Hc  Bewegr.ng  von  ;',  was  die  £ 


?r  stallgefundei 

'enn  man  die  Distanz  »j'^mit  r' beaeicbnet, 
ing  r  statt  die  von  r,  daher  man  noch  mit 
r  nnd  r  miteinander  machen,  zu  multipli- 
Richtung  r  zu  erhalten.  Eh  hat  demnach 
nwirkUQg  auf  n  im  Uomeut  (  betritt,  den 
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EfTflct,  flU  oll  Hielt  in  g'  nii  d^r  Uti-Wf  vo 

fflndp.  Aeron  GrÖKSP  gogobeo  isl  darcli  ilie  Gleichung: 


Da  sicli  «nf  das  Elpktriciliilsllieilchen  e  dieselben  Betrachtungen  an- 
wentien  lassen,    infulge  deren    dAeselbe  beKüglicb  seiner  Wirkung  b 

zor  Zeit  t  durch  die  elektrische Maase  e,  zu  ersetzen  ist,  wenn  e,=^e  —  co*Ot: 

r,         ■ 

und  r,  ='«}£'  gesetzt  wird,  so  kännle  es  allerdings  scheinen,  als  ob  sich  f 
das  Potentiale  von  c  auf  e'  im  Moment  /  der  Ausdruck  ergHhe; 

77  =  —  ■  — -, ,  cos  o  CDS  I)'. 

Dieser  Ausdruck  würde  nun  freilich  zu  dem  richtigen  Werth  für 
Gesammtpolenlial  xweier  Stromeleniente  führen,  aber  leider  involvirt  Aor 
znletst  gemacht«  Schritt  eine  wnKuUsBige  VorsÜBsetzung.  F.s  wird  nSmIich 
dabei  stillschweigPnd  angenommen,  dnss  es  bei  der  Wechselwirkung  zwi- 
schen e  nnd  e  nur  auf  den  Ort  ankomme,  von  welchem  die  Impulse  aus- 
geben und  gar  nicht  auf  denjenigen,  wo  sie  nufgcDommea  werden.  Sobald 
man  aber  für  den  Effect,  den  e  von  e  erfährt,  die  Richtung  i;'|  beiheh^t, 
wird  das  Gesammtpolential  gleich  Null. 

Wenn  es  daher  sehr  zweifelhaft  erscheint,  dnss  die  Annahme  ein«r4 
endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elektrischen  Spannung  fBr 
sich  allein  ausreiche,  so  ist  es  doch  wahrscheinlich  geworden,  dass  die  Bta< 
führnng  dieses  Gedankens  für  die  Losung  der  vorliegenden  Aufgabe  eh 
sehr  wichtiger  Schritt  gewesen  ist,  and  dass  es  nur  einer  gewissen  Modill^ 
cation  bedürfen  möge,  um  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Eine  solche  Modification  könnte  man  in  der  Annahme  erblicken,  daai 
die  Intensität  der  Spannung,  welche  sich  an  e  von  Beite  des  e  maat 
feslirt,  proportional  sei  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  vnn  e  asag* 
gangenen  Impulse  in  e  einlrefTen.  Denn  dadurch  würde  das  Potential  do 
Ruhezustandes: 


1  n^-i('±"""+JL 


L' 


übergehen.  Dieses  führt  ohne  Weiteres  auf  die  richtige  Formel  fiir  ämt 
Gesamintpotenlial.  und  es  findet  eich  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit a  der  Werth  der  bekannten  Webec'scben  Constante  c,  also  50320  Mei- 
len in  der  Secunde, 

Aber  anch  diese  Hypothese  trifft  der  Vorwurf  der  mangelnden  Evi- 
denz,  der  Unzulänglichkeit  für  eine  rationelle  Ausdeuiung.  Wir  wender 
uns  daher  schliesslich  zn  einer  anderen,  welche  dieser  Vorwurf  weit  weni- 

lu  treffen  scheint. 

Diese  Hypothese  nun,  welche  auch  nach  sonstigen  Analogien  als  nid 

iiehmbac  erscheioeD  düifle,  bestellt  in  Folgendam: 


„Ein  elektrisches  Theilclien  sendet  rnrtwährend  nncb  nllen  Riclitungpii 

iodisch?  Impulse  nus,  welche  sich  mit  constnnter  Geschwiniliglteit  im 

ne  fortpflanzen.    Treffen  dieHelbcn  bei  ihrer  Verbreitung  unf  eio  nn- 

B  elektrisches  Tliellchen,  so  bewirken  sie  eine  Anziehung  oder  Äbslo«- 

ichen  beiden  elektrischen  Th^ilcheo  im  Sinne  des  Conlomb'scheii 

Gesetzes, 

Die  Intensitüt  der  Spannung  aber,  mit  welcher  das  eratere  Theilchen 
•nf  das  letEtere  wirkt,  hängt  nicht  nur  von  der  Stüike  der  eiuEelnen  Im- 
pulse, sondern  auch  von  der  Anzahl  derselben,  die  während  der  Zeitein- 
heit bei  letzterem  ankommen,  ab,  and  zwar  derart,  dass  sie  dieser  Anzahl 
proportional  sei." 

Beneichnen  wir  also  den  Abstand  der  beiden  elektrischen  Tiieilchen  c 
und  e'  mit  r,  die  in  r  fallenden  Gescbwindigkcitecomponenten  derselben, 
urosd  und  «'  roj  ö',  mit  v  und  v ,  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass 
•owohl  V  als  v  die  Distanz  r  za  vermindern  streben ,  nnd  bentimmen  wir 
DSD  den  EinfluBB,  welchen  beideGeschwindrgkeileD  f  und  v  auf  die  Anznlil 
der  in  der  Zeiteinheit  in  e  von  Seite  des  e  anlangenden  Impulse  ausüben. 

Zd  diesem  Ende  betrachten  wir  eine  auf  r  eeukrechte  Ebene  ^^  im 
Abstände  p  vom  anfifnglieben  Orte  des  e,  nnd  bezeichnen  das  Zeitintervnll 
iweier  unmittelbar  anfeinander  folgender  Impulse,  welche  in  ^ß  seitens  r 
snknmmen,  wenn  dieses  sich  im  Rubczustande  befindet,  mit  6,  im  ße- 
«e^Dgszu Stande  aber  mit  d,. 

Im  letzteren  Falle  sendete  e  seinen  ersten  Impuls  vom  Ausgangspunkte 
»ti;  seinen  zweiten  nacli  der  Zeit  6  aber  von  einem  Punkte,  welcher  um  cd 
nitier  an  Aß  lag.  Die  Distanz,  welnhc  dieser  zweite  Impuls  zu  ihirehlan- 
fen  hat,  ist  daher  p—vi.    Die  Zeit  t,  wBhrend  welcher  p  durchlaufen  wird, 

itt-^,  wo  a  die  constante  FortpHanzungsgescbwindigkeit  der  Impulse  be- 
dentet.  Daher  Jie  Zeit  t,,  wHhrend  welcher  p  — nd  durchlaufen  wird,  gleich 
^^,  und  die  Differenz  t— 1,  =  — . 

Um  diese  Differenz  aber  folgen  die  Impulse  \a  A  B  schneller  auf  ein- 
ander, all   vordem  im  Rnheznstand.    Es  ist  demnach  i,^S  (1 j    und 

die  Anxsbl  der  in  der  Zeiteinheit  in  AB  nnlangenden  Impulse: 


-O-i)' 


Diese  Anzahl  von  Impulsen  würde  nun  in  der  Zeiteinheit  auf  f'  tref- 
fen, wenn  es  in  Rnhe  wllre.  Vemiiige  seiner  Bewegung  aber  empfüngt  es 
■tait  n  Impalse,  die  Anzahl  von  n  Impulsen,  Denn  hatte  der  zuerst  in  e' 
anlangende  Impuls  den  Weg  e'=«  r  —  p  zu  dnrchlnufeu  und  \iTRttt\\le  ^»Vil. 
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Bezmchnet  tQKn  dnrch  ^  den  Winke],  welchen  der  Bogen  OP,  mit  dem  Bo- 
gen 0^  bildet,  so  geben  die  beiden  rechtwinkligen 'Hphliriscben  Dreiecke 
OQP  und  OQP,: 

■""•""-i-rL-g'  '""■""".-ATS? 

Hieraus  Tiilgt : 

cot  Q  eos  ^l>^=rola  cos9. 

Die  vorRteliende  Gleicliung  in  Verbindang  mit  der  Oleicbnt 
L       coff 


tang&  = 


tätig'  K  co^  iC + lang*  ß  sin'  v  ' 
langS 

iT  hinn  th 


Uer  Mittclpankt  der  Kugelllacbe  wrrde  zum  Anfangspunkt  ortlingonnler 
Coordinateo  genommen,  die  Ebene  des  Hogens  AÄ  sei  die  .ri-Ebene  nnd 
(i  der  Punkt,  in  welchem  die  positive  z-Axe  die  Kugeltlriche  trifft.  Sind 
X,  y,  I  die  Coordinalen  von  P,  so  lassen  sich  dieselben  durcb  p  nnd  & 
folgende  Weise  ausdrücken; 

x^rsin(fros9,     t/ ^rsin^sin^,     z=-rcos&. 
Führt  man  in  die  vorstehenden  Gleiobungen  %i  etatt  q  und  S  mittetsi  dt 
Gleichungen  2)  ein,  so  gehen  dieselben  Über  in: 


liingacosxj)  lungßsin^l-'  ~  ~'  Y  ]  l  +  fflnp'ftCos'ilf+foHjT'^-"'"''^! 
Der  Winkel  V  ist  nach  Analogie  einer  planen  Ellipse  die  excentrische  Ano 
malie  des  Fnnktes  P.  Fülirt  man  statt  n>  das  Supplement  2{p  dieses  Win 
kels  ein,  seiet  V=n—2flJ,  so  ergeben  sich  für  J;,y,;  folgende  Gleichungen: 


i 


3) 


— lang  aeos'iqi      tätig  ß  sin  2  «p 


^  j  l  +  lang'  o  cus'  q>  +  liing'ßsin'2  <p  \ 
Anf  dem  Umfang  der  splifirischea  Ellipse  seien  die   beiden  Punkte  P 
P  durcb  die  Supplemente  'l^>  und  S<p'  ihrer  eicenttiscbcn  Anomalien 
alimml.     Legt  man  durch  die  Punkte  P  nnd  P'  einen  grössten  Kreis,  sc 
nach  3)  die  Gleichung  der  Ebene  desselben: 

j  a:  y  :  1 

—  loiigttcas2ip.      latigßsin'itp,    l   =0, 
I  —langacos2q>\     tangßtin^tp',  I   | 
oder: 

"     dj;'"'f'''+»>-sib""(''+»'+"°'<''-''>=°- 

Um  den  Mitlelpunkl  der  KugelUHche  werde  das  Coordinalensystero  so 
gedreht,  dass  der  Punkt  0  mit  einem  Punkte  (/  zuimmmcnrnllt .  dessen  Co- 
ordinnleü  in  Beziehung  auf  das  primitive  System  g,  i;,  i  sind,    fieaeichnet 


md 

1 
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die  Coflrdinaten  eines  Punkten  der  Kegelflache  im  piirailiven  System 
larch  X,  y,  s  und  im  zweiten  System  duicli  x',  y',  z ,  so  finileu  ilie  Glei- 
langen  slalt: 

.  x=  /a'+  (y  +  i"z, 
5)  y'  =  „i.u4-'"'!/ +'«■■=, 

(r=„^ +  ,.>  +  «"!, 
>  xwiHclieu  /,  ni,  n  s-w,  ilie  Gleiclinugca  slatifiuileu : 

,   /•  +  (■>  +  ;"■  =  1 ,    ,„  «  +  m  »■+  „r-  «"=  0 . 

Die  GIpichnng  der  bt^rülireudeti  Ebene  im  Punkte  0',  bezogen  Huf  dfta 
tjstem  der  iT',  y',  r',  ist  i'  =  r.  Wegen  der  dritteu  Gleichung  5)  ist  dieae 
tleicliung  im  System  der  x,y,t: 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  im  Punkte  0\  dessen  Üuordi- 
baten  s,  i],  £  sind,  iüt  ancL: 

^e+yri  +  iä^f'. 

lese  Gleichung  inuos  mit  1)  identisch  sein.    Hieraus  folgt: 

.)  »=A,  ,=i.  „«=1. 

lit  Hülfe  dieser  Gleichungen  gehen  die  (ileiclinngen  e)  über  in : 

/■+i"  +  r"  =  i,   i,»+f,»+;'v=o, 

»)  )  ™-+»,'  +  m-'=l.     Iä+''l+'"t  =  0. 

/  «i|  +  m',  +  m-t=0. 

Bezeichnet  mna  durch  u  den  Winlcel,  welchen  die  Axen  der  y  und  y" 
•inschtiessen ,  oder  euch,  weiciten  die  Ebene  der  xzmA  der  Ebene  der 
'«'  i'  bildet ,  9o  ist ; 

Ans  der  vorstehenden  Gleichung  und  den  Gleichnugen  'i)  hmlet  lujin: 


rcr+n-^i-'-'äcMto  +  t^^t. 

Sind  I,  t;,  £,  u  );egeben,  so  sind  sSmmtliche  Coefficienten  der  Substitn< 
>n  6)  mittelst  der  Glcicliungpu  S)  und  10)  bfstimuit.  Nimmt  man  die  Cr 
iuMeo  s,  ?■  c  u^^^jt*^  ^fleicbzoitig  posUw,  ho  .(ifi^^ii^  \aAm 
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oboiigen  10)  die  oberen  Zeichen.  Liegl  e.D.  der  Pnukt  W  in  der  yz-Kbene, 

Die  Gleiclian-en  5)  und  10)  geben  dnnn  fl 

«1  =  +  I .     m'=  0 ,     «"=  0 ,     niso  y'=  ±x.  ^ 

Znfolge  der  Gleichungen  3)  kann  die  »phftrische  Ellipse  mit  dem  Mit- 
telpnnkt  0  und  den  Hatb«xen  a,  ^  ata  Durclischnitt  der  beiden  rolgcnden 
Flächen  angesehen  werden: 

Der  Punkt  0'  werde  znm  Slilteijjuukt  einer  sphüriachen  Ellipue  mit 
den  llnlhftxpn  a  und  ß  angeuomnieu.  Liegt  die  Axe  a  in  der  kt' z'- Kbeiic 
und  der  Punkt  0'  in  der  Axe  der  z'.  so  hat  man  für  einen  Punkt  der  Curve 

die  Gleichungen: 


^'' +  »'•  +  «''  = 


1 


tatig'  a        lang' 
MitteUt    der   Gleichnngen    b)    gehen    die    vorstehenden   Gleiclmni 
über  in: 

x'  +  y'  +  t'^f*; 

■*     V  lang  a         J^\  lang  ß  J        ^       t     S  t         ) 

Sei  i,,  yi  >  *i  eil  PQnkl  der  Kegelflache  11)  uT>d: 
'x,  +  ''ffi  +  /"'i  =  i-,      '««'i  +  "t' Ji  +  «"^j  =  'W.      "ii^.  +  n'yi  +  ""'■  =  ^■ 
Zwischen  L,  M,  N  findet  dann  nach  11)  die  Gleichung  stall : 

tiiiig^  «'     .  lang'  ß' 
Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  Kegeldüche  II)  im  Punkte 
{x,,  y,,  z,)  iat: 

\/aV  «'  "^  (n»y*  (S'  "*"  "     /'*'''  Vohj/'  a  """  lang'  jj' """  "      j 

\(rtnij*  a'       Mhj'  ^ 

Diese  Ebene  achneidet  die  Kngeldäche  in  einem  gtössten  Kreise;  soll 
derselbe  mit  dem  Verbindungsbogen  der  Punkte  P  und  P'  zusammenfallen, 
so  mÜHKcn  die  öleichungen  4)  und  13)  identisch  sein.  Bedeutet  g  eine  Um- 
bestimmte,  so  findet  man: 


13) 


+  'fÄ+,i^  +  ""^)  =  ». 


IL 


iung'  a 

n 

,     «"Jtf 

+  11  iV  =  (/  (rtiig  p  coJ  (q)  +  qs) , 


-}-w'JV  =  — jjfrtHjia 


"  (9)'+  V)  1 


+  — -,  ^+H"JV=j/i(Ui((B(awnjScof(q}'— ^). 
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Mittelst  der  Gleichungen  6)  geben  die  vorstehenden  Qleichungen : 

1       L 

j—,  =  /  lang  ß  cos  (gp'+tp)  —  t  tang  a  sin  (<p'+g)), 

+ 1    tang  a  lang  ß  cos  (jp—  gp), 

-T-^  =  m  tang  3  cos  (<p'+<p)  —  m  tang  asin  (op'+qp), 

y  lang'p 

+  m"  tang  a  tang  ß  cos  (jp  —  gp), 

—  iV  =  II  lang  ß  cos  (g)'+  qp)  —  n  lang  a  sin  (<p'+  (p) 

+  n"  lang  a  lang  ß  cos  (jp' —  q>). 

Setzt  man  diese  Werthe  von  Z,  M  und  iVin  die  Gleichung  12),  so  folgt; 

tang^  a  \  l  tang  ß  cos  (q?'+  <p)  —  Z'  ^ong  asin  (<p'+  (p)  +  '"  ^ö«fl' «  towy  /?  cos  (gj' — q?)  | * 

+to»^*  /?'  j  m  tang  ß  cos  (<p'+fp)'^m'lang  a  sin  (<p'+g))+m"to/i^  a  tang  ß  cos  (<p'--g?)  }* 

=  { n  tang  ß  cos  ((p'+q>)  —  n  tang  a  sin  (gp'+qpj+w"  tang  a  tang  ß  cos  {tp' — q>) } 

oder 

14) 
tan^  tt  \{l'\-f*  lang  u)  tang  ß  —  {tang  g>  +  tang  ip')  t  tang  a 
—  (/  —  {'  tang  a)  tang  ß  lang  (p  tang  q>'  )• 
+  tang^  jS'  |  (m  +  m"  tang  a)  tang  ß  —  (fang  tp  +  tang  q?')  m  tang  a 

—  (m  —  m"  tang  a)  tang  ß  tang  q>  tang  fp  j* 

=  j  («  +  w*'  tang  a)  tang  ß  —  (tang  q>  -j-  tang  q/)  n  tang  a 

—  (n  —  n"  tang  a)  tang  ß  tang  q>  lang  y'j*. 
Differentiirt  man  diese  Gleichnng,  so  folgt: 

cos*  (p       cosr  fp 
Setzt  man  in  H'  für  tang  tp'  ihren  Werth  aus  14)  in  Function  von  tang  (p 
nnd  ebenso  in  ff  für  tang  tp  ihren  Werth  in  Function  von  tang  q>\  so  folgt : 

d(p dg/ 

f7öiö~-F7T?)' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  findet  man : 

If  (u)  =  tang* «'  {  —  m  fang  acos2u+ni  tang ß  sin  2u+m'  }* 
+  tang^  ßf  \  —  ^  ^f^^Q  cicos2u+t  tang ß siH2u  +  T  }• 
—  iang^  a  tang*  ß^  \  —  n  tang  a  cos  2u  +  n  tang  ßsin2u  +  n'\*. 
Da  (p  and  <p'  gleichzeitig  waoj^sen ,  so  ist : 

d(p    dq/ 

Diese  Gleichung  integrirt  giebt : 


oder 


1«^  /  lu_  _  r  du   _  r  du 

-iVM-JVfiu)    JvfiuY 
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wo  A  der  Weitli  von  gj'  Ut,  welcher  dflrn  Werllie  9  =  0  entspriubt.     Selat 
uiun  in  14)  ^.=  0,  so  folgt : 

I        lanif  a   \  {i  ■\-  t'  Inng  a)  lang  ß  —  l'  Hing  a  tnng  k  ]* 
17)  1  -|-'<"'S'  (^  I  {''i-\-in" taug  a)  lang  ß  —  in'  lang  a  ding  1  j* 

f  =  i  ("  +  ""  '""3  «)  '""9  ß  —  "'  '""9  "  '""9  *  f- 

Wegeu  der  Ül"ii:l,üiig  15)  ist: 


80II  nun  der  Ellipse  n 
cingesi^hrieben  werden  ki> 
Mittelpunkt  O'  umschriebe] 
die  KeUtinn: 


sm  Mittelpankt  0  ein  p-Eck  von  ^Umlüureti 
I,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  mit  dem 
,  so  erhSit  man  ans  16)  auf  bekannte  WeiM 


1») 


wu  A  dnrcli  die  Gleichung  17)  bestimmt  ist.     Für  den  Fall  zweier  Kreiss 
leitet  rnsn  aus  17)  und  18)  ohne  Schwierigkeit  die  von  Riohetot  (Cte 
Jiiui'D.,  T.  V)  gi^gobenen  Gieichnugen  ab,  was  hier  der  Kurse  halber  nntep 

bleilien  inüge. 


VI.  Zwei  Sfttie  über 
liebe  Frodnote. 

In    Eul 
par(iliiin\ 


gewisse  Zerlegung  dei  Zahlen  in   naend- 
.  im  Abschnitte   „De 


Introiluelio  in  itneilytm  infinilorum 
•  findet  sich,  §.  328,  das  Produci 
CH-a:)a  +  x')...(l+;^/.. 


dessen  Werth  im 


ilbst ,  für  jc  <;  1,  gleich  - 
diese  Gleichnng  aar  da; 


gefunden  wird. 
,  die  Zerlegung  der  ganzen 


I,  2,  4.  16,. 
r  Gleichung 


9ine  bemerkenswertbeDarstellnngi 
unendlicher  Producte,  welche  von 
ieler  Hinsicht  der  Darstellung  der 


Kleinere  Mittljeiliiiif;en. 


[«genütier  gestellt  werdea  kimn,  mit  ihr  sogar  einige  AnknUpfangspunkte 
1  hat  uud  vor  allen  Dingen,  wie  bei  den  Kette nbrttcLeu,  auf 
»lle  Zalileagrösaen  sich  bemitiht  und  fUr  jede  bestimmte  Zah- 

Dies  ist  die  Darstellung  der  Zahlengröysen  A'^lin  der  Form: 

-(■+^)0+-:)0+i)-  ■ 

Viva  a,  b,  c, . . .  ganxe  Zahlen  sind,  die  unter  einander  den  Grössenbeiiinguu- 
1  anterworreu  sind: 

li  >aa,    c>bb,    (l>rc.   ... 
Es  luag  hier  genügen,  die  wesputlidisten  Gesetze  dieser  UarstetluDgen 
1  den  beiden  folgenden  Theoremen  zu  gpben. 

Theorem  I.    Man  kann  ei  ne  jede  Zahlengrösse  A>1  und 
fswar  nur  auf  eine  einzige  Weise  darstellen  »Is  Produut: 

-(■+l)('  +  i)('+7)-. 

..  ganze   Zahlen  sind,  so  beschaffen,  da«»: 

&>aa,  e>bb,  ä^cc.  ... 
.  Wir  wollen  zuerst  zeigen,  dass,  wenn  die  gegebene  Zahlcn- 
grüsse  A  in  jener  Form  darstellbar,  sie  es  nnr  auf  eine  Weise  ist. 
Ans 


ergiebt  sich  zunächst: 
]  aber,  da 


-(■+^)('+l)- 

6>«o,     c>o',  rf>o'.. 


-i.  (nachEulcr): 

Sinn  hat  also: 

^       A  ^      Ä 

Diesen  beiden  Bedingungen  gentigt  aber  nur  eine  ganze  Zahl  n;  man  ha(, 
wenn  nntec  Eix)  die  grüsate  in  x  enthaltene  ganic  Zahl  vorstanden  wird : 
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*'^^»,^.^\y^-^^S^^.^-W^  «^  ,,«'-*^  ^■*.,*»^ 


gesetzt,  «o  ergiebt  aich  ans  J?«  welche  Grösse  offenbar  ebenfalls  ^1   ist, 
ebenso  6,  nämlich: 

nnd  führt  man  allgemein 

ein ,  so  hat  man  die  Gleichungen : 

Ans  l)  nnd  2)  folgt,  dass  die  a,  6,  c,  . . .  ganz  bestimmte,  ohne  Zwei- 
deutigkeit aus  A  sich  ergebende  ganze  Zahlen  sind.  , 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  bei  gegebener  Zahl  A'^l  die  ganzen 
Zahlen  a,  6,  c, . . .  den  Gleichungen  l)  und  2)  entsprechend  bestimmt  wer- 
den, sowohl: 


-(■+4)('+i)('+7)- 


als  auch: 

*^fla,    c'^bbj  d^ec,  ... 
Wir  wollen  zunächst  den  letzten  Punkt  erledigen,  weil  der  erste  damit 
zusammenhängt. 


Man  hat: 


und    B=s 


daher : 


=K^) 


'--t-p^> 


^-1' 


Ferner 


wo  a  eine  positive  Zahlengrösse,  die  kleiner  als  1  ist. 
Man  findet  daraus: 

a  +  a  —  1 
Setzt  man  diesen  Werth  in  den  letzten  Ausdruck  für  b  ein ,  so  folgt : 

Hieraus  sieht  man  unmittelbar,  wegen  der  Bedeutung  von  a,  dass: 

b^aa. 
Ganz  ebenso  wird  gezeigt,  dass 

c  ^  bby  d  ^  cc,  . . . 


Kleinere  Mittheüurigen. 


Bemerkt  m&n  unflsetdem ,  dass  die  ersten  Zablen  der  Reihe  a,  b,  c,  . .  . 

r  80  oft  =  1  sind,  als  die  höchste  in  A  enth.iltaQo  Polens  von  2  lietiligt, 

folgt  SU3  dem  soeben  Bewiesenen,  dnss  diese  ZHhlen  von  einer  ^owitueu 

an  sehr  stark  ins  Unendliche  znnelimen.  —  Mao  setze  nun,  wenn  «  eine 

beliebige   von   1    verEchiedenc    Zahl  jener  Reihe   und   m    die   ihr  vornuf- 

gehenile  ist: 


ft'lgt  aber: 
laber 
Da  m 


- 1 ' 


A>X,        J<X+^~. 

n  beliebig  gross  angenommen  werden  kann,  so  ist: 

j=„»,A-=(i+i)(,  +  i)... 

Hiermit  ist  der  Sata  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 
Ich  will  beispielsweise  die  Dnrslellungen  einiger  Quadratwurzeln 
der  Form  unserer  Producle  anführen,  welche  bei  gehöriger  Indnction  ein 
»infnches  Gesetz  offenbaren,  nach  welchem  die  Zahlen  n,  b,  c,  . .  .  ins  Un- 
endliche wachsen.     Man  findet: 

..     /"-=0  +  {)0  +  n)('+s^)('+5Ä)-- 

Man  bemerkt,  dass: 

17  =  3  .8'—  I,   577  =  2.17'— l,  tW79H7  =<  2.577*  —  1. 

«■      ^-(■+i)('  +  7)0+r,)0+,w,)- 

7  =  a.2'  — l,97  =  a.7'—  I,   17017  =  2. «7'— 1; 
m.       ^r=«(,+i)(.+i;)(.+^4)(,+g^ji5j;^). 
I6I=2.B'— I,    51841  =2.161'—  I.  Ö374978581  =  2.51M1'—  I 

,v.  f'i5=.(,  +  i)(,  +  i)(,  +  i)(,  +  ^)(i  +  ,-^„ 

3t  =  2.4'— i,    1M1=2.31'— 1,    7390431=2.1021'— 1. 
In  diesen  vier  Beiipielen  tritt  also  bei  der  Zahlenreihe: 
a,  b,c,d,... 
OD  einem  bestimmten  Gliede  k  an,  das  Gesetz  hervor: 


)..... 


[ 
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Theorem  II.    Ist  A  eine  rntionitle  Zahl  — ,  so  hnt  die  nntsr  j 
T    naobgewiasene   Eotwiukel  uug  von    A    die    specieUe    Fori 

(■  +  l)('+T)('+J^)-('+iO- 

oder  anderä  Ausgedrückt:  van  eioem  bestimmten  Qliede  k 
ist  in   der  Reihe;  n,  6,  c,  rf,  ...   einfach: 
l  =  kk,    m=U,    n  =  mm. 
Beweis.     Seien  p,  q  relaiiv  prim  unter  einaoiler. 


Man  setze: 


pa  =  ip\      q  (a  +  l)  =  dj'; 
)  ph  =  ^p\     9'C*  +  0  =  ^'?";  - 
J  p'ex=^ S'p'",  q"  (c  +  1)  =  f  q" ; 

(  der  griisslo  geineinsch artliche  Theiler  von  pa  nnd  ?f«+lj3 
n  p'b  nnd  q'  {b  +  I)  u.  s.  wJ 


uutcr  d'  der  grüsste  gemeinschaftliche  Theiler 
■m  .Ifoken  ist. 

Man  hat  alsdai 


3) 


;  3'  (p"—  g")  =  b  {p-  ?'}  -  / 


Betrachten  wir  unn  die  Zahlenreihe:   , 

i)  p  —  q,  p'~q,  p"-q" — 

Ans  a)  geht,  da  ,i>l,  fi  >  I,  C>  I,  ...  hervor,  dass  alle  Glieder 
deräelbei)   positive  ganze  Zahlen  sind;    aus  3}  erkennt  man,  dass  zwei  lie- 
uachharte  Glieder  derselben  relativ  prim  eu  einander  sind;   denn  wUrdea 
beispielsweise  p  —  q,   p'—q    einen    gemeinschaftlichen  Theiler  haben 
wttre  derselbe  auch  Theiler  von  q  nnd  p.    —   Ferner  nehmen  die  Glieder  1 
eihe  4}  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  ab;  denn  ans: 

•=K— ) 

\p  — 0/ 


folgt: 


-  p~q 
:  mit  Berücksichtigung  der  ersten  Gleichung  3 

)  mehr: 
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Ganz  ähnlicli  erkennt  man,  dass: 

P  —q  "^p  —  g ,  p  —q   ^ p  —q  «tc. 

Die  nachgewiesene  Grenze,  bis  zn  welcher  die  Glieder  der  Reihe  4) 
abnehmen,  kann  aber  keine  andere  sein,  als  die  Einheit;  denn  wäre  sie 
grösser  als  1,  so  hätte  man  zwei  gleiche,  von  1  verschiedene,  benachbarte 
Glieder  der  Reihe  4),  von  denen  soeben  gezeigt  worden  ist,  dass  sie  relativ 
prim  zu  einander  sind. 

Man  hat  also  für  ein  gewisses  k: 

Setzt  man : 
so  ist  ' 

und  man  hat: 

»<*)         k 
nach  unserer  Quelle  hat  man  aber : 

tiomit: 

-('+y('+l)-0+4)('+T)('+i)-('+i')-- 

was  zu  beweisen  war. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  ^die  Zahl : 

1645U 


Man  hat 


..( 


87880 
ie4511\ 


164511.2      54837       ^       r./W837\ 


daher: 


164511 


76631  y      ^' 

87880.3       43940'  \10897/         ' 

^      54837.5      1827«  ^/18279\ 

43940,6      17576 '  \  703  /  ' 

18279. 26_677 
~"  17576.27^676' 

"(■+T)('+T)('+s)('+5l5)('+5lf.)- 


87880 
CoroUar.     Hat  man  ein  Product: 


-(■  +  7)0  +  t)-- 
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in  welchem  a,  6,  c, ...  ganze  Znhlen,  und  /)  >na,  c  > 
BO  ist  A  immer  eine  Irration  n1  zahl. 
Ich  führe  A\a  Beispiel  die  Zahl  an : 

(-^)(-i)0-^.) -•(-»•■•• 

wo  a  eine  beliebige  ganz«  Zahl,  ansGer  I  Eei.    Der  umgekehrte  Werth  dtt^ 
»er  Zfihl  ist:  , 

(.+^,)0+»^)('+.-^)-('+„7r-,)- 

Man  findet  aljer: 

.■'-■>(.■'-' -0-; 

deshalb  ist   die   letzte  Zahl   und  mit   ihr  die  nrsprünglith  gegebene  ein« 
Irrationalzahl, 

Berlin.  Dr.  Georg  Caktor. 


TIL  üeber  einige  ans  Kegelsclinitteii  abgeleitete  Coiren.  In  einen 
gegebeneu  Kegelschnitt  ist  eine  Gerade  von  constnnier  Lfluge  aU  Scimo 
eingetragen,  und  bei  jeder  ihrer  unendlich  vielen  möglichen  Lagen  sind 
durch  ihre  Endpunkte  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezogen;  man  sncht 
den  geometrischen  Ort  des  Oarcbschnilts  dieser  Tangenten*). 

In  Beziehnng  auf  eiu  rechtwinkliges  Coordioatensystera  sei 
Ax^  +  ßy'  =  1 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  milLIn  die  Gleichung  der  Tangente 
Funkte  xy. 

Axi+Byn  =  l; 
bezeichnen  nun  x^  y^  ""*^  ^i  ffi  ^'^  Endpunkte  der  Sehne  ST^2c  (Taf.  IV, 
Fig.  1)  ist  und  ^ij  der  Tangcntendurchscbnilt  P,  so  müssen  folgende  fünf 
Bedingungen  erfüllt  werden: 

2)  AXg'  +  Äy„'  =  l ,     AX,'  +  /?;/,'  =  I 

Die  Difi'erenz  der  Gleichungen  I)  giebt  mit  No,  3} 


4) 


w.—x,  =  — 


ff.-ff.  = 


wobei  '-j='^'  gesetzt  wurde.     Ferner  erhält    man    aus  der  Differenz  der 
Gleichungen  2) 


n  rechter  Hand  die  in  No.  4)  angegehei 


1  Werthe  benutzt: 


•)Prof.  Grunorlhatingeineni  Arcliiv  (Th   47,  S.  J17J  dieselbe  Aufgabe  hclian. 
delt,  jedoch  ohne  die  gefundene  Ortsgle ich nug  irgend  ciuet  Discmsioa  Kuuntenverfea 
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Nimmt  mnn  bierzu  die  Summe  der  Gleicbnngen  l),  ufimlich: 

»t  man  zwei  Gleichungen  uiit  den  Unbekaniileii  x„+x,  und  %+Vn  •""'' 
letsiere  tiodet  man: 


2'i 


51 

An*  den  Gteiclinngen  4)  and  h)  ergeben  sich  die  Wertlie  von  x„  und  y„,  A'tP 
nun  nnr  in  die  erste  der  Gleichungen  2)  zu  aubatituiren  braucht,  nm  die  ge- 
Kiehte  GleicUoDg  zwischen  g  und  ij  zu  erhalten,  nämlich i 

BoAchtet  mau  noch,  dass  jede  Gletcbnng  von  der  Form 
p(_q—l)  =  <t' 
mngswandelt  werden  kann  i 


auch  statt  No.  6) : 


jä'+ßt,' 


ud  dipNe  Gleicbaugsform  seigt  sofort  die  hauplKÜcblicLsten  Kigensclinften 
der  betracbteteu  Curve. 

a.    Uie  Ellipse.     Setzt  man  irie  gewöhnlich  ii^6  yornus,  Terner: 

._'      B-±     r-± 

(0  geben  die  Gleichungen  0)  und  7)  in  die  folgenden  über: 


deren  letzte  sich  eleganter  gestaltet,  wenn  man  miltolst  der  Formel» 
'olarcoordinaleu  einfuhrt;  eu  wird  nämlich: 


o'— f»   1 


Pir  schreiben  dafür  einfach: 

11)  ?•='••+'■/ 

I  ist  dann  r  der  zum  Polnrwinkel  &  gehörende  Radiusvector  der  gogebe- 
en  Ellipse,  r,  dagegen  der  demselben  Winkel  entsprechende  Voctor  eines 
lilfikegetBcbnittes.     Dabei  tnilssen  drei  Ffille  unterachisileii  ««idva. 
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Für  r<  h  ist  der  Hilfakegclaclinitt  eine  Ellipe«  mit  den  HnHinxen 

Niinmt  man  demgemüss  (Tsf.  IV,  Yv^.2)  CA^a,  Cfi=b,  CA,=a,,  CB,f=b, 
und  zieht  durcli  C  eine  beliebige  Gerade,  welche  dtP  eraie  Ellipse  in  Q.  die 
Kweite  in  C,  achneidet,  so  erhült  nrnn  den  anfder  VerlSngerung  von  OQ  lip- 
gonden  Curvenpankt  P  dnrch  Auftrugen  der  Strecke : 

n«ch  dieser  Bemerkung  Ifiast  sicli  die  vom  Pnnkie  P  Uescliriebpnr-  Cnrve 
leicht  cODslruiren.     Aus  No.  11)  Tolgt  noch: 


4    C<!'d%  =  \    i'r'd&  +  ^fr,'d9, 


d.  h.  der  ringlorinige  Raum  zwischen  der  Ortscurve  und  der  gegebei 
Ellipse  be.sitzt  denEelboD  Flücheniuhalt  wie  die  Hilfsellipse ,  oder  nmge- 
kehrl .  die  zwischen  der  Ortscurve  und  der  HilfaelMpse  liegende  Flüche  ist 
gleich  der  FlSche  der  gegebenen  Ellipse. 

Für  c=:l>  wird  der  HilTskegelüchnitt  zu  zwei  Geraden,  welche  in  den 

Enlfernungen  +  —  parallel  znr  Abauissensxe  liegen  nnd  die  Asjrinp- 

toten  derOrlscurve  bilden  (Tsf.IV,  Fig.  3).  FUrf>b  (natürlich  aber  r<«l 
gebt  der  UilfskegelschDitt  in  eine  Hj-perbel  tiber,  deren  Asymptoten  zn- 
gleicb  Asymptoten  der  Ortscurve  sind  (Taf.  IV,  Fig.  4).  Die  Conatmction 
des  Punktes  P  bleibt  in  allen  Fällen  die  uflinliche;  ebenso  gilt  immer  der 
Satz,  dass  die  zwischen  der  Ortscurve  nnd  dem  Hilfskcgelschnilte  eiulial- 
tene  FlÄche  =tiab  ist. 

b.    Die  Parabel.    LSsst  man  iu  No   s]  <i  —  £  nn  die  Stelle  vun  |,  nnd 
uh  un  die  Stelle  von  b'  treten,  en  erhült  man: 

io  Gleichung  des  »ugehörigen  Kegelschnittes  ist:  T 

schnitt  BU  einer  Pai 
lautet: 


und  die  Gleichung  des  sugehörigen  Kegel: 

l^  =  2hx- 

für  D  =  QD  wird  der  Kegelschnitt  bu  einer  Parabel  and  die  Gleichung  d« 
entsprechenden  Ortscurve  lautet: 


I 


od«: 

Beaeiclinen   wir  mit  |g  die  Absciasc  desjenigen  Parabelpunktes,   welcher 
dasselb«  ^  wie  di«  OrUcurrs  besitst,  so  ist  ti*=2hsn;  daraus  folgt,  wenn 
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13) 


l  =  lo- 


^A^Ar  gleich  dem  Abstand  des  Brennpunlttes  vom  Parsbel  seil  eitel  gflsetzt 
wird, 

Hiernacli  lasHen  sich  beliebig  viele  l'nnkte  der  Orlscurve  aitf  folgende 
Weise  finden.  Man  con.struire  eine  gleichseitige  Hypertjel  (Taf,  IV,  Fig.  :>) 
deren  Asymptoten  die  Axh  und  die  Directrix  der  Parallel  sind  und  für 
velcbe  die  Gleicliong 

DM  .  MO,  =(4e)' 
0t;  msn  verlängere  dann  IVQ,  bis  zani  Durchscbnitte  Q  mit  der  Parabel 
und  lege  parallel  eur  Parabelaie  die  Strecke  Q  P=Oi  M. 

Die  Curve  der  P  hat  die  Parabel  znr  Anymptote;  die  zwischen  beiden 
Cnrven  enthaltene  Fläche  ist-. 


=/■«,-!)  .,  =  .-/;^.=  i. 


also  uDablifiugig  von  dem  Ualbparameter  der  Parabel  iiud  gleicb  der  Fläche 
dcü  Ober  S  T^^c  als  DurcbmesKer  bet,cLriebeneu  Halbkreises. 

c.    Die  Hyperbel.     Lässt  man  in  No.  10)  — /-'  an  die  Stelle  von  6' 
treten,  so  orhSIt  man  : 


14)  (,'  =  r"  -  r,'. 

'Darin  bedeutet  r  den  Kadiusvectur  der  gegebenen  Hyperbel,  r,  den  Vectnr 
f  ^es  Hilfakegelachnittes.  Für  <-<  a  ist  der  HilfakegelBchnitt  eine  ans  den 
Balbaien 


eoostruirte  Ellipt 


iellei)  Falle 

tn    einem  Kreise    wird.      Für  c  =  n  bcjtlebl    der    Hilfskpgelscbnitt 
nrei    Geraden,   welche   der  Ordinatenaxe   parallel   in   den  Entfernungpi 

+ —    liegen.     Für  c  'p-a  wird  der  BilfukegelBc:hnitt  au  ei; 

bei.  In  jedem  Falle  sind  die  Asymptoten  der  ursprünglichen  Hyperbel  zu- 
gleich Atymptoten  der  Ortscurve;  die  Radienvecloren  der  leliloren  krum- 
men Linie  können  nach  No.  H)  leicht  conatrnirt  werden. 


i62 


Klei 
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Vili.  TTebei  eine  Spirale.   Von  einigem  gcomctriscbnn  IntereBse  dtiifte 
vielleicht  die  Frngp  sein,  ob  e§  eine  Cnrve  gieljt,  in  welclier  der  Kri 
muugslialbmeBäer  für  jeden  Punkt  gleicli  dem  Badiusvector  desselben  Fi 
tes  iet;  sie  laust  siuti  ratsch  nuf  folgendeiii  einfachen  Wege  beantworten. 

Sind  r  iinil  8  die  Polarcoordinateu  eines  Curvenpunkles  und  seiet 
wie  gewiJbnlicli 


irfte 


rt«-'"'      äW      ' 

gilt  ffir  'len  Krti»i 
d  statt  liiestr  knitn 

nungelialbuieBBei'  die  Fort 
1        r^  +  Sr-'-rf- 

e       K'" +  '■■')' 

nnn  »cbteiben 

lel 

1) 

FUr  (»  =  r  folgt 

hieraus,    wenn  -So  die 

willkürliche  Consutnle   d 

1 


l/l  +  «■ 

mithin  vermögt'  der  Bpdeulungen  von  )  und  r 

und  duruli  Anslührurig  der  Integration 

■i)  Q  —■y  =  j/  "^-^^  —  2  arctan  j/ —  ", 

worin  )>  die  IntegrationsconstHnte  bezeichnet.  SelbstvcrKländticb  knnji  man 
der  Torkomniendcu  Wurzel  auch  das  entgegengesetzte  l^eichen  geben,  wo- 
durch ein  zweiter  Curvenzwelg  entsteht,  der  dem  ersten  symmeiriscb  «ut 
gegen};esetzt  liegt. 

Setzt  man  B  —  y  =  &,  was  auf  eine  Verlegung  der  PoUraxe  hinaua- 
lÄuft,  so  bemerkt  man  leicht  folgende  Eigenschaften  der  Curve.  Der  Polar- 
winkel #  nimmt  anrangs  von  Nnll  an  ah  bis  zu  dem  Mini 

1  —  1)1  =  — 32°«'  15", 
welchem  der  RadiusvectOc  ia  entEpricht,  nud  wächst  dann  in«  üneiuUicbA 
Die  Curvu  schneidet  die  Polaraxe  in  den  Punkten 

9  =  0,  r  ^  a  sec' an"  46'  54", 

e  =  n .  r  =  «  lec*  80"  27'  36", 

9  =  2ji,  r  =  a  scr' tiSt"  m'    8", 

e  =  3«,  r  =  ascr'  Sb"  23'  20" 
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Die  Tangenten  der  Curve  liegen  parallel  zur  Polaraxe,  wenn  -^  und  r 
folgende  Werthe  haben 


^  = 2  arclan  — 

2  2 


r  =  a{l  + 


(t)1  ■  ■ 


in  denen  m  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet;  nimmt  man  dagegen  für  m 
gerade  Zahlen,  80  erhält  man  diejenigen  Punkte,  an  welchen  die  Tangen- 
ten senkrecht  zur  Polaraxe  sind.  Irgend  eine  durch  den  Punkt  (r,  O) 
gehende  Tangente  berührt  zugleich  den  Kreis,  welcher  mit  dem  Radius 
r  —  2a  um  den  Pol  beschrieben  ist.  In  dem  speciellen  Falle,  wo  &  seinen 
Minimalwerth  2a  erreicht,  wird  die  Tangente  identisch  mit  dem  Radius- 
vector.  Der  Bogen  s  vom  Pol  bis  zu  irgend  einem  Punkte  (r,  '9')  bestimmt 
sich  durch  die  Formel 

r  +  2a 


s  = 


/ 


r —  a 
a 


a. 


E 


■r -T 


Die   vorstehende  Figur  zeigt  den  Anfang  des  einen  Curvenzweiges; 
es  ist  darin 

OA^a,     05  =  2a,     OC  =  a  (l  +  ^tt«)  =  3,4674  .  «, 
OD^a  sec*  66°  4ö'  54"  =  6,4341  .  a , 
OE  =  a{l  +  n*)=  10,8696 .  a. 
Noch   sei  im  Allgemeinen  bemerkt ,  dass  die  Formel  1)  überhaupt  zur 
Bestimmung  derjenigen  Curven  dient,  in  welchen  der  Krümmungshalbmes- 
ser eine  gegebene  Function  des  RadiusvectOr  darstellen  soll. 

SCULÖMILCU. 


vn. 

Die  Entdeokmig  der  Oravitation  —  und  Paaoal. 

Ein  literariscLer  Iloriclit 


Dr.  Heemann  Hahkel. 

Frofesflnr  an  der  Univemiiäl  Erlangen. 


15,  Juli  ISÖT  UbetTftscIite  ClinBles  die  gelehrte  Welt  mit  der 
Nacliriclit,  iUsh  Pascnl,  dem  man  in  der  Geschiclite  det  CJrnvitalinn  bis 
dahin  keiDe  Stelle  eingerüuint  liattG,  lange  vor  Newton  in  der  irdischen 
Schwöre  die  Kraft  erkannt  liabe,  welche  den  Lauf  des  Mondes  um  die 
£rde  iinrl  die  der  Planeten  nm  ilie  Sonn«  bedinge. 

Ad  diene  erste  Mittheitnng  knüpften  sich  zu  vAchsendem  Erstanncu 
eineKeihe  immer  wunderbatererMillbeilungen,  welche  die  ganze Geschicbte 
der  Mechanik  uud  Antronomip  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts 
Totlkommcn  uuizustossen  schienen.  Zahlreiche  Angriffe  auf  die  Echtheit 
dvt  von  Chaslcs  publicirten,  iu  Keinem  Besitze  betindlicheo  handschrift- 
lichen Documeute,  Repliken  von  Chasles  und  wiederholte  Dnpiiknn 
haben  schliesslich  das  Material,  welches  mau,  um  sich  iu  dieser  Frage  ein 
MlbsUtündigns  Urtheil  zu  bilden,  gegeuwärlig  haben  muss ,  so  angehäuft, 
diu«  et)  mir  nütalich  erscliieneu  ist,  dasselbe,  soweit  es  von  wssautlichem 
^  Belange  i'-t,  znsanimenzQsieHen. 

Zur  ÜrieDliriing*)  mag  zunSchst  Folgendes  vorausgeschickt  werden: 

Im  Juni  \aS2  fand  die  berühmte  Sitzung  der  Koyal  Society  statt,  in  der 

Hewton  auerst  die  Rpsnltata  der  160»  von  Picnrd  bei  Pari»  an &ge führten 

^Vortrefflichen  GradaiPssiiog  erfuhr,  die  ihm  seine  UypotliCdP ,  dHa.s  f.s  die 

kfawerkraft  «ei,  welche  den   M^nd  in  seiner  Bahn  erhalte,  endgiltig  bn 

tätigte.     Die   nächsten   vier  Jahre  waren   durch  die  Arbeiten  ausgefüllt, 


*J  In  Boug  auf  dio  Eutdeckung  der  OravitBlion  dnrcti  Newton  und  ilire 
tvorgeschicbtc,  die  Rntwkkeliing  der  Ideen  tod  der  Scliwere  und  der  die  Planeten 
pcweg«iideii  VrMchi^u  venveis«  Ich  auf  meinen  Artikel;  ,, Gravitation"  (Er seil  und 
r,  EDCvclopSdie ,   IS50). 


[ 


die  Newton  sm  2S.  April  1686  äer  Societät  Torleete;  im  uacIiHtcn  Jahre 
erschienen  die  Principia  phil.  iial.  matkem.  im  Drnck. 

Das  frühest«  DHtutn  Tür  Newton'«  BescbüCtignng  mit  der  Frage  nach 
der  auf  den  Mond  wirkenden  Centralkrsft  wnr  bisLer  traditionell  das  Jahr 
isec,  wo  Newton  (geb.  1643)  zu  Woolstborpe  Jenen  beräbmlen  Apfel 
fallen  Pah. . 

iJie  ersten  Bemerkungen  seines  geistTollen  fiivnlen,  Robert  Hooke, 
fallen  in  dieselbe  Zeit;  denn  dieser  legte  lööö  bereits  der  Royal  Society 
einen  Bericht  Übet  eine  Reihe  von  Experimenten  vor,  xaa  au  hestinimen, 
ob  die  KJirper  bei  verschiedenru  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkts  der 
Krde  eine  Veränderung  in  ihrem  Gewichte  crleideu.  Im  Jahre  IÜ74  erschien 
eine  Schrift  von  Hooke,  in  der  er  mit  grosser  Klarheit  auseinandersetzte, 
dass  bei  der  oller  Materie  eigenen  Trägheit  eine  einzige  Centrnlkraft  ge- 
nüge, um  eine  der  Erfahrung  entsprechende  Bahn  der  Planeten  zu  erbal- 
ten; und  dass  diese  von  der  Sonne  zu  den  Planeten,  wie  unter  diesen  wir- 
kende. Kraft  mit  der  Schwerkraft  identisch  sei.  Das  Gesetz  der  Abnahme 
dieser  Krnft  mit  der  Entfernung  aber  aufznfinden,  „damit  kann  er  sich 
nicht  selbüt  befassen,  weil  er  viele  andere  Sachen  unter  den  HXnden  hat, 
die  er  EU  vollenden  wünscht" 

Im  Jahre  1879  schlug  Newton  der  Socielät  einen  directen  Versnch 
vor.  die  Bewegung  der  Erde  aus  der  östlichen  Abweichung  fallender  Kör- 
per zu  bestimmen,  Ilooke  wurde  mit  dem  betreffenden  Versuche  beauf- 
tragt, nachdem  er  jene  Bemerkung  Newton's  berichtigt  hatte.  Letzterer 
hatte  nämlich  den  Gang  eines  nach  der  Erde  fallenden  Körpers  bei  Berück- 
sichtignng  ihrer  Rotation  als  spiralförmig  angenommen,  während  Hooke 
ihn  als  elliptisch  nachwies. 

Obgleich  ich  bei  dem  Mangel  an  der  einachlHgigen  Literatur  nicht  im 
Stande  bin,  auf  diese  Beziehungen  zwischen  Hooke  und  Newton  nither 
einzugehen,  so  ist  doch  so  viel  nnzweifelhafl,  dass  Newton  bei  der  Publi- 
kation seiner  Principia  gegen  U  o  o  k  e  ebenso  wenig  edel  verfuhr,  als  er  es  tn 
dem  Streite  über  die  Priorität  der  DifTorentialrechnung  gegen  I.eibniz  ge- 
than  halle.  H  ouk  e  halte,  wie  nach  Obigem  hegreiflich,  mündlich  geäussert, 
er  habe  jene  Entdeckung  des  Gravitationsgeselzes  gemacht  und  dem  New- 
ton die  ersten  Wiuke  dazu  gegeben;  er  verlange  nur  in  der  Vorrede  in 
dieser  Beziehung  genannt  zu  werden.  Aber  Newton  war  nicht  gewillt, 
nur  ein  Tit«lchen  seiues  Ruhmes  aufzugeben;  er  antwortete  sehr  helUg  und 
vergast«  sich  soweit,  auszusprechen,  Uooke  verdanke  die  Kenntniss  die- 
ses Gesetzes  vielleicht  einem  seiner  Briefe;  endlich,  nachdem  sich 
Freunde  ins  Mittel  gelegt,  gedachte  er  Uooke's  in  dem  matten  Scholinui 
zu  prop.  A,  lih.  I  der  Principia,  was  er  noch  dndurch  abschwächte,  dass  er 
Christoph  Wren  und  Ualley  gleichzeitig  als  Entdecker  des  Gesetzes  von 
dem  Quadrate  der  Entfernung  aus  dem  dritten  Kepp)  er'schcn  Gesetze 
iiaaBte,  obgleich  Jelztera  beiden  in  keiner  Weise  darxuf  AnapTüche  m&chten. 


Wenn  ee  sich  nnn  such  zmgt-n  sMlte,  ilttss  bprfita  einigo  Dec 
früher  Boullnii,  Borelli  ii.  A.  die  lilpe  gefasut  li&ben,  dasa  nian  nur  Er- 
klärung der  rianelenbeweguDgcn  mit  einer  vod  der  Sonne  auEgcthenden 
Centralkiaft  autiroiche,  so  kommt  alles  dies  nicht  in  Betraclit  gegen  den 
Inhalt  einer  Anzahl  eigenhändiger  Briefe  FascaTa,  die  Chasles  im 
Jahre  1867  der  Pariser  Akademie  des  sciences  vorlegte*).  Uenn  in  die- 
sen sprach  Pascal  um  das  Jahr  1652  das  Gesetz  der  Gravitation  klar  so 
aae,  daa<i  sie  proportional  den  Masseii  und  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrale  der  Entfernnngwirke;  er  folgerte  daraus  die  Keppler'schenGe- 
eetse,  gana  wie  es  Newton  gcthau;  in  dem  dritten  dieser  Gesetie  er- 
kannle  e.r  das  Mirte] ,  die  Massen  derjenigen  Plsneten  zu  bestiramen,  din 
von  Trabanten  umgehen  «ind;  berechnete  so  überraschend  richtig  das  Ver- 
haltniss  der  Masse  der  Soune  zu  der  der  Erde,  des  Jnpiler  und  Saturn 
(obgleich  ein  Saturnstrabant  erst  I&aö  von  Iluyghens  entdeckt  wurdol), 
und  behauptete  suhlieBslich,  daaa  diese  Kraft  zur  Erklärung  aller  Störungen 
daa  Mittel  liefere. 

Die  Quelle,  aus  der  Chaslea  schöpfte,  war  eine  umfangreiche  Samm- 
lung von  einzelnen  Zetteln,  auf  denen  von  PiiscaTs  Hand  die,  betreffenden 
Bemerkangen  bald  mehr,  bald  minder  zusammenhängend  und  ansführlii-h 
aufgezeichnet  waren.  Daneben  enthält  die  umfangrei(;he.  im  Besitze 
Cbasles'  befindliche  Sammlung  von  Manuscripten  auu  dem  17,  Jahrhun- 
dert eine  reiche  Menge  von  Briefen,  welche  zeigten,  dasa  Pascal  seine 
Entdeckungen  vielen  anderen  Gelehrten,  aunäehat  IM2  an  Boyle  mitge- 
theilt  hatte. 

Dem  allgemeinen  Erstaunen  über  diese  merkwürdige  historische  Ent- 
deckung gabt-n  in  der  nflchsteo  Sitzung  der  Akademie  vom  22.  Juli  zunKchat 
Duhamel  und  Faye  (p.  122)  Ausdruck,  indem  sie  bemerkten,  dnss  die 
Behauptungen  Pascals  eine  Keihe  mechanischer  und  mathematischer 
Theoreme  voransselzen,  welch«  erst  von  Hujrghens  nnd  N  e  w  tou  datiren 
und  es  unglaublich  sei,  dass  selche  bedeutende  Entdeckungen  so  lange  un- 
bekannt hätten  bleiben  können;  und  erinnerten,  dass,  da  sich  Pascal, 
wie  Newton,  des  Mondes  zur  Bestätigung  der  quadratischen  Abnahme 
def  Gravitation  bediente,  diese  eben  nicht  vor  der  Pioard'suben  Gradroes- 
■ung  von  löiVJ  geliefert  werden  konnte. 

Darauf  antwortele  Chasles  mit  der  Veroft'entlichung  einer  neuen 
Beihe  von  Documenten,  die  das  Erstaunen  noch  vermehrteu  (p,  125).  In 
ihnen  gab  Pascal  den  Satz,  dasa  bei  einer  kreisförmigen  Bewegung  die 


•)  Compus  remlui.  Paria  1867.  Juli—  Dni:. ,  p.  81>.  Alle  fulgeodeu  CilalL- 
ehne  ailhrrc  Angabe  beziehet!  sich  auf  diesen  Band,  in  dem  die  Verhaudliuigeii 
über  die  Clinsles'icben  Manuacripto  einen  betriicbllichuD  Tli«il  ausmachen.  In 
B<EUg  auf  das  Detail  maHi  ich  den  Leacr.  der  an  diesem  lileraHschen  Bonian  Qo- 
j[l|il«B  fiadot,  auf  jenen  Band  rurweisea. 
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Centrirugalkrart  (iRtn  Qundrnte  ilpr  GeBchwiiidigkpil  direct  niirl  ili'in  Rndina 
indirect  pr^portionnl  sei  (was  bisher  ein  eine  HprglHnKe ödeten  Enldeckongea 
Tan  Huygliens  gnii).  Ferner  fand  sieh  in  Wineo  die  Dem^rkun^,  d&sB  die 
Kfirp^r  unter  drm  Apquntnr  '/«as  ''""'^i'  Schwere  YerliRreo  müsslen.  Nach 
der  bisherigen  Keunlnihs  der  tJeschiibtn*)  war  »her  eine  Abnahme  der 
Schwere  unter  dem  Aequntor  erst  1(171  bei  Gelegenheit  der  AuHrüstuug  der 
Expedilion  von  Richer  nnd  Picard  in  der  Pariser  Akademie  als  Ver- 
mathung  ausgesprochen  —  and  Pascal  «ar  bereits  1602  gestorben.  Ja, 
die  Briefe  enthielten  aogar  die  Behauptung,  dasa  vermöge  jener  Ahnahme 
der  Schwere  der  Durchmesser  »n  den  l'nleu  sich  zu  dem  im  Aeqnalor  wie 
32fl:33n  verhalten  müsse.  Die^e  Zaiit  stimmt  genau  mit  der  Berei^hnnng 
Newton'»  {Priiic.  l.  III.  prop.  19),  dir.  niBn  immer  für  eine  der  gUniend- 
ttten  Leistungen  des  letzteren  angeselinn  hat. 

Aber  das  Ueberraschendste  tiallte  noch  kommen:  Chasles  theiltn 
(p.  18B)  ans  seiner  Sammlung  Briefe  mit,  welche  Newton  I8M  als  elf- 
jähriger Schuler  zu  Giantham  von  Pabcal  orbiell,  dem  er  sich  durch  die 
Uebersendnng  dreier  Abhandlungen  {itber  die  Rechnung  des  Unendlich- 
kleinen, über  das  System  der  Wirbel  und  das  Gleichgewicht  der  Flüssig- 
keiten, Hber  die  Schwere)  empfohlen  hatte,  ■  Pascal ,  der  erst  nach  direo- 
ten  Erkundigungen  bei  den  Schulmeistern  des  kleinen  Newton  von  der  sehr 
natHrlichen  Meinung  snrilckkam,  daas  er  mystificirt  werde,  beglückwünscht 
den  Knaben  Über  seine  Leislnngen,  ermahnt  ihn  in  phrasenhafter  Weise, 
auf  der  Bahn  des  Buhmes  fnrtitn schreiten,  jedoch  mit  Manss,  und  ohne  seine 
physischen  KrHne  xa  untergraben,  wie  er  es  leider  gethnn;  schickt  ihm 
seine  u.  a.  die  Graritatinn  behandelnden  Mannacripie  zn,  nnd  bittet  ihn  nm 
seinen  Rath  Hber  einige  Fragen  aus  der  Mechanik, 

So  wfire  denn  Newton  nicht  nnr  ein  frecher  Plagiator,  sondern  es 
tiele  auch  der  Schalten  des  schwärzesten  Undankes  auf  den  Verfasser  der 
Prineipi'i .  der  niemals,  anch  nur  mit  einem  Worte,  seines  Lehrers  und  vü- 
lerllcben  Freundes  gedacht  hatte.'  Es  uar  unglaublich!  Nie  hatte  man 
nur  von  entfernten  Beiiehnngen  ewischen  Pascal  und  Newton  gehörti 
nnd  nun  erfuhr  man,  dass  leisterer  bereits  seit  seinem  elften  Lebensjahre 
im  engsten  Verkehr  mit  dem  französischen  Gelehrten  gestanden  habe. 
Jlan  konnte  es  nicht  glauben,  nnd  doch  sprachen  Documente. 

Die  Sache  sollte  inde.^is  eine  andere  Wendungbekommen.  In  derselben 
Siizung  (p.20a)  trat  der  Herausgeber  der  Pensees  von  Pascal,  Faugere, 
mit  der  Versicherung  auf,  dnss  er  nach  einer  Einsicht  jener  Papiere  in  der 
festen  Ueberzengung  gelangt  sei,  dass  sie  nicht  von  Pascal'GHand 
geschrieben  seien.  Gleichzeitig  machte  B^nard  darauf  aufmerksam, 
dass  der  Styl  der  Briefe  ein  durchaus  moderner  und  nnglisireuder  sei.  Er 
meinl,  die  Fabrikation  der  Mannscripte  sei  die  böswillige  Rache  eines  Eng- 

"j  HajB*oldt,  Koamo»,  t  IV,  p.  194. 


iiihar  Beriflit  von  Hebmann  Hankkl. 
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Unclers  nirdie  zablreiclien  Eevindiuntioneii  eng]Uch(>r  EntHeckungen  durch 
die Frauzosen,  derdie  rratizösisohen  Gelehrten  in  einpin  ei-UtnnlPn Falle  »or 
der  Welt  Uuhcrlich  radchea  wolle.  Der  bpriihmte  Biograph  Newton's, 
Brawster,  erklärte,  nach  einer  ihm  2ugei>aiidien  Fbntograpbin  die  U  ii  ler- 
achrift  Newton'«  für  unKweifeHiaft  gi-fälacht  (p.  537)  umt  die  sHmuit- 
Iklien  Briefe  für  eine  F&lschnng  (p,  Stil).  Vor  1661  Labe  N  o  w  t  n  n  keiner- 
lei iiiatlieniatUctie  Kenntnisse  besessen  und  al»  elfjähriger  Knahe  keine 
gelehrten  Abhandlungen  geschrieben,  soiidcra  sich  in  einer  für  »ein  Alter 
passenderen  Wei-e  mit  de.n  Bau  kltiiuer  Windmühlen,  Sonnenuhren  u.s.w. 
beschäftigt.  Zugleich  zeigte  er,  dass  die  Briefe  theilweise  falsche  Adrea- 
aen  liaben,  and  fügte  hioiu,  daes  er  bei  dem  sorgCdltigaten  }jtiidium  der 
Papiere  Newton'«  nie  eine  Andeutang  von  einer  Beziehung  zn  Fascal 
gefunden  hStie. 

Auf  alle  diese  Angriffe  hatte  Cbasles  keine  andere  Antwort,  ala  dasa 
er  (p.  203)  einen  Haufen  von  ISrielen  verötfeuiüchte,  welche  hicU  ans  den 
verschiedensten  Coirespondennen  in  t>eincui  unernchopflieben  Zauberkaslen 
befanden,  so  Briefe  der  Schwester  l'ascai'a.  Jacqueline,  welche  an 
Newton  binterlasaene  ManuNcripte  ihres  Bruders  schickt,  »riefe  New- 
ton'», in  denen  er  von  »einen  Beziphnugen  ku  Pascal  spricht,  Hriefn  von 
dem  Emigranten  Uesmaizeanx  (einem  thüti^en  Literaten  und  Sammler 
von  Handschriften,  in  England  IT40  gestorben),  in  denen  er  Newton  tim 
UeberUssnng  Pascal'scber  Manoacripte  bittet,  die  letalerer  indessen 
ablehnt  u.  a.  w. 

Um  die  Sache  noch  mehr  zu  verwickeln,  werden  Briefe  mehrerer 
8 ohrifts toller  des  18.  Jahrhnaderta  mitgetheilt,  welche  ea  als  ausgemacht 
hinstellen,  dass  Newton  Alles  von  Pascal  entleimt  habe.  iJicherlich, 
aber  für  den  Zweck  der  b'ültichung  bezeichnend,  ist  ein  Brief  von  Mon- 
teaiiiiieu  anDearaaizeanx,  den  ich  nicht  umhin  kann,  übersetzt  mit 
lutbeilen:  ,,Da3,  was  unsere  Freunde  zu  H-isseD  wünschen,  ist  der  Ur- 
»ptnng  der  Ideen  Newtons,  d.  h.  oh  sie  anf  eigenem  Bnden  gewachsen, 
oder  unseren  (!)  Autoren,  wie  Uesicartes,  Pascal  oder  anderen  Vorgängern 
•ntlebnt  sind;  und  vor  Allem,  warum  er  die  Schriftsteller  uichl  anführt, 
welche  er  doch  sicherlich  stndirt  hat.  Sie  haben  genaue  Beziehungen  na 
ihm  und  können  sich  dalier,  wie  ich  denke,  hierüber  unterrichten."  Su 
kannte  es  freilich  nicht  fehlen,  dass  Desmaizeanx  diese  Vermuthuugen 
beatXtigte,  die  denn  so  weit  geben,  daas  Louis  Kacine  dieBehauptung  aua- 
Spricht:  ..'/ite  le  ehcoalier  Xemlon  devait  loul  son  savoir  ä  Paseitl'^.  Es 
geht  doch  Nichts  über  diese  historische  Unparteilichkeit! 

Flir  Newton  bleibt  Nichts  übrig.  .Selbst  der  Brief,  den  er  an  einen 
jungen  Freund  Aston  geschrieben  hat,  um  ihm  guin  Kegeln  über  sein  Be 
nehmen  auf  einer  grosnen  Reise  zu  geben  and  den  Drewstor  in  der  Bio- 
graphie Newtou's  als  Aahwig  abgedruckt  hat,  ist  von  Pascal  geachrie- 
ben  (i>.  550). 


I>och  des  WnndetbareD  ist  nnch  lange  Icein  Ende:  Zwni  Monarchen 
stoTgen  in  die  Arena  hernb,  um  den  Kninpf  um  die  PrioritXt  zu  Taliren,  Da 
schreibt  Jai'ob  11.  aus  seinGin  KxWti  in  Saint-Qermaiii  1080,  kar.m  14  Tage 
nach  aeioer  Flacht  aus  England,  nnNewton  (p,  551):  die  gelehrte  WpH 
Frankreichs  Bei  übfir  die  Verleugnung  seiner  intimen  Beziehungen  zu  I'ascal 
empört;  die  Franzosen  hStten  ilie  Docuuionte  in  dpu  Hunden,  um  Alles  zu 
enthüllen.  Uehrigens  sci  der  König  Lonia  XIV.  höchst  aufgebracht  über 
die  Beleidigungen,  welche  er  in  einem  Briefe  an  Hnyghens  dfm  Anden- 
ken von  Des  cart  es  und  Pascal  zugefügt  habe.  Er  möge  sich  Torsehen  und 
jene  Ausdrücke  anrücknclimen.  So  schreibt  der  König  aus  dem  Hause  Stuart 
an  einen  Gelehrten!  —  und  Newton  bittot  den  König  Louis  XIV,  aller- 
unterlhttaigst  um  Veraeiliung  über  die  Verunglimpfungen  seiner  Gelehrten. 
Aber  um  den  unglaublichen  Roman  zn  vollenden,  so  musa  Louis  XIV.,  der 
etoUe  Selbst herrscber,  persönlich  in  diese  kleinlichen  Zünkereien  der  Ge- 
lehrten eingreifen,  nnd  p.ßä5  kann  der  erstaunte  Leser  einige  Briefe  linden, 
die  er  in  dieser  Angelegenheit  eigenhündig  geschrieben  haben  soll. 

Endlich  trat,  um  ttber  die  Bcbtbeit  dieser  famosen  Schriftstücke  au 
entscheiden,  eine  Comraission  von  Mitgtiedeni  der  Akademie  mit  Faagere 
zusammen.  Das  KesuUat  der  Prafung  war  für  Faugcre  dies:  Kein  Bach- 
atabe  jener  Zettel  und  Briefe  ist  von  Pascal  geschrieben.  Es  ist  Alles 
gefälscht  und  der  Betrtiger  hat  sich  nicht  einmal  die  Mühe  genommen, 
die  Handschrift  su  imitiren.  Seine  gröeste  Schwierigkeit  sei  oSenbar  die 
gewesen,  sich  altes,  vergilbtes  Papier  in  hinreichender  Menge  zn  ver- 
schaffen ;  nachdem  er  diese  überwunilen ,  habe  er  in  einer  jener  Zeit  unge- 
fhhr  angepassten  Orthographie  den  Pascal  einen  trivialen,  phrasenhaften 
Slyl  schreiben  lassen,  wie  er  dem  netten  präcisen  Style  dieses  grossen 
Schriftstellers  nicht  gleicht  (p,  810.)  Dia  anderen  Mitglieder  der  Commission 
scb-iegcn. 

Nach  allem  diesen  wies  Chasle«  (p.  331)  iheils  aus  seinen  Papieren, 
theils  ans  gedruckten  Schriften  nach,  ilass  Pascal  viele  Mannscripte  an- 
gedruckt hinterlassen  habe.  Er  meinte,  es  sei  unmöglich,  neben  den  Han- 
derleu von  Zetteln  und  Briefen  PascaTa  noch  drei  umfangreiche  Abhand- 
lungen in  verfassen  und  dann,  um  den  Betrug  zu  decken,  noch  mehrere 
Hunden  anderer  Biiefe  äu  fabriciren. 

Fnugere  antwortete  daianf  (p.  314),  das«  mau  es  hier  mit  einer  an 
Kühnheit  und  Grossarligkeit  beispiellosed  Fälschung  zu  tliun  habe,  die 
einem  weiten  Complot  gleiche;  denn  es  sei  ungemeine  Kunst  angewandt, 
alle  Thcile  des  Werkes  mit  einander  zn  verbinden.  In  der  Thnt  steigt  die 
Zahl  der  Zettel  und  Briefe  auf  mehrere  Tausende;  die  Sammlung  enlhHlt 
Briefe  von  Pascal  an  Newton,  Doyle,  Hobboa.  Hooke,  Wallis, 
Uuyghens,  Mercator,  an  Frau  Perrier,  Jacqueline  Pascal,  an 
Mcrseune.  Dcscartes,  Gassendi,  die  Königin  Christine,  an  Ni- 
eaJo,  lloiaou,  Ata»a\A,  Leuittiatre  de  S«Gy,  Lahruyiiva  etc.  etc., 
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unsXhlige  Briefe  der  vcrHuliiedcnston  Foritnneii,  deren  Kpgieter  altein  tneli- 
rere  Sfiil«ti  fallt  (p.  3TU  aoA  6(K>}. 

Ich  Übergebe  die  aalilreiclicn  Sctinrnilitzcl  zwisclien  Clinoles  uud 
Fnagere  (p.  375,  437,  455,  617,  M3),  in  denen  leäiterer  fortwährend  hislo- 
riscbe  UDinßglichkeiteii  nachweist,  din  Uitcchtheil  der  SuhrillotUcko  be- 
liaiiptet  und  auf  ihre  ofliuiello  UnterouL-liung  dringt.  Cliasles  uiiniiit  ihm 
gegenüber  eine  gedrücble  Stclluug  ein,  weil  er  sieb  GoUchiedeo  weigert, 
die  Quelle  anaiiigeben,  aus  der  «eine  äainmtung  atainme,  Der  SUeit 
wird  icblieaslicb  so  heftig,  dahs  Faugiire  (p.  &iO)  den  Cbnxles  wenig 
verblämt  einen  Fälscher  nennt,  den  man  der  Juttlia  überliefern  iniisse*). 
Nur  dass  der  entfernte  Urniirung  der  Dncnmente  in  dem  Oabinete  von  l)es- 
maizeaux  zu  snchen  aei,  verritlh  schliesslich  dnr  bedrängte  üeäilxer,  der 
nicht  aofhört,  zubllosc  Briefe  aus  xeiner  anerscböpflichen  Sainmtnng  zu 
veröffentlichen,  welche  die  Priorität  für  Paecal  in  Anspruch  nehmen  uud 
Newton  als  scbroUblichen  Plagiator  ersclieiuen  lassen. 

Es  ist  ein  bemerke nswertfaes  Factum,  dass  alle  diese  Briefe  nie  eine 
mathematische  Begründung  der  in  ihnen  anagesprochenen  Sätze  enthalten 
uder  den  Weg  dazn  andenten;  in  keinem  einzigen  ist  unr  eine  inathema- 
tische  Formel  angegeben;  sie  haben  einen  ganz  anderen  Charakter,  als  alla 
anderen  gelehrten  Briefe  dieser  Zeit,  in  der  die  Corretipoudenz  dar  Ge- 
lehrten ein  wesentliches  StUck  ihrer  Publicationen  auijmnchte.  I>ie  Briefe 
bleiben  sSmmtlich  ganz  an  der  Oberflitcbe  und  geben  die  Resulnte  so  weit, 
als  sie  ein  dilettantisch  gebildeter  Mann  etwa  begreifen  kann.  Briefe  die> 
ser  Art  konnte  recht  wohl  ein  geschickter  Literat  fabriciren,  der  mit  den 
wesentlichen  Fortschritten  der  Astronomie  seiner  Zeit  aus  popiilüren 
Scliriften  bekannt  war. 

Von  einer  anderen  uud  sehr  interessanten  Seite  grilf  der  Astronom 
Graiit(p,  &71}  die  Echtheit  der  Docuiuente  an;  er  machte  darauf  aufmerk- 
sstn,  da«sdie  numerischen  Angaben  derselben  gan  z  genau  mit  denen  in  der 
dritten  Aosgnbe  Ton  Newton's  Principia  (172ti)  übereinstimmen,  uichl 
aber  mit  denen  der  ersten  Ausgabe  (li)87).  Und  doch  sind  die  der  dritten 
Ausgabe  berechnet  mit  Hilfe  Ton  Beubacbtuugen  Cassini 's,  Bradley's, 
Ponnd's  u.  A..  die  lauge  nach  Pascal's  Tude  angestellt  sind.  Folgende 
Beispiele  mögen  genügen: 


*)  Ee  bcd&rf  wohl  aicbt  der  VersicIiHriiiip,  d>is  der  Vailnaiei  dieses  Beiich- 
tis,  ttetx  der  anDiolirirten  Weigerung  von  CIihsIrs,  die  Art  und  Welse  anra- 
gebin,  wie  er  (u  ■einem  Schatte  gelangte,  der  festen  l.'eberieiigaag  ist,  dass  der 
berUhnte  Geometer  in  der  für  ihn  io  naangenehm  gewordenen  Aa^elej^caliAiS 
darrhatis  hena  fide  gehandoll  hat,  Nur  hat  ihn  Be|;eiilorung  Tür  nationale  Gl»ire 
blind  (Ur  aDliefangi-ao  lü-itik  geuiacbL 
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Die  Hassen  (SoniienmaMe  =- J): 

Pascal  168!  und  Newton  17!« 
Newton  1687 

Die  IJiclitigkeilen  (Sonne  =  100): 

Pascal  1002  und  Newton  I72Ö 
Newton  1687 
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400 
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Iniensitäl  derScIiwereanderOberflücfae 

(nn  der  UberflHcbe  der  Sonne  =  10000): 

Pascol  1062  and  Newton  I72Ö       943  529  435 

Newton  ieS7  SOi'h  536  SK,'k. 

Ad  Zufall  su  ilcnken,  tst  bier  nicht  mebr  möglieb;  ea  luusste  also, 
dicT  Aechibeit  der  Subrifts(,Ui:ke  zn  reiten,  das  Üusscrste  Miltcl  angewandt 
werden  —  Qnd  Cbasies  wagt  es,  ansznsprecben :  ..C'esl  donc  evidem- 
menl  Newton  qui,  af,res  s'etre  ecartd  en  1687  des  nombres  de  Pas- 
cnl,  qa'il  conniiinxaH,  y  est  revenu  en  I726"  (p.  541).  So  wSre  denn 
Newton  nicbt  ont  ein  schamloser  Plagiator,  soodern  aach  ein  infamer  Be- 
trüger.    Es  bleibt  ihm  nichts  als  Schande  übrig. 

Und  weiter  bemerkt  Cb  asi  es  (p.iSO) :  Newton  habe  1687  aus  Forcht, 
von  den  Freunden  Pascal's  als  Plagiator  auagerufenEn  werden,  absieht- 
lieh  falsche  Zahlen  angegeben.  Pascal  aber  habe  bereits  in  seinem 
IH.  Lebensjahre  IÖ41  dieae  Zahlen  gefunden,  gestützt  auf  unedirte.Schriftea 
Keppler's  und  Beobachtungen  Galilei's  (f  1842).  Es  werden  Briefe 
des  letzlert-D  mitgetheilt,  von  denen  der  eine  von  1641  schon  die  Angabe 
enthält,  die  Schwere  mlisse,  wie  das  dritte  Keppler'scbe  Gesetz  beweise, 
nach  'lern  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  wirken,  und  es  müsse 
sich  xufolge  einer  solchen  Kraft  ein  Planet  in  einer  Ellipse  bewegen.  Sa 
wäre  denn  nnf  Galilei  der  KnUm  zu  übertragen,  den  nach  den  bisherigen 
Mitlheilun^'en  von  Chasles,  Pascal  in  Ansprach  nahm,  üeberdcm  spricht 
Galilei  voneiiicmSalurnstrabanten,  dessen  ümlnnfsEeiter  bestimmt  habe»). 

Der  arme  Chasles  bat  Unglück.  Kaum  hat  er  sich  auf  diese  aus 
Florenz  von  1641  datirten  Briefe  berufen,  so  tritt  der  Italiener  Gilbert  Govi 
ihm  entgegen  (p.  053)  nnd  beweist:  1.  Jass  Galilei  niemals  französische 
Briefe  geschrieben,  2.  seine  Briefe  aus  Arcetri  datirthahe,  3.  dass  er  1641 
vollkommen  bÜnd  war,  4.  dnss  er  dieUmlanfsieiten  der  Jupitermonde  nicht 
einmal  anntihernd  kannte,  5.  dass  er  von  einem  Satarnetrabanten  nichts 
wussle,  6.  dass  kein  Zeugnis«  seines  Verkehrs  mit  Pascal  vorhanden  ist. 

•J  Hujgheni,  lieii  man  biilier  mX*  Knlfleckcr  dos  »mlen  (jetit  sechsten) 
^atiirnslrabanten  im  JuUre  KI&A  ansiib,  soll  nacli  diesen  Rriefen  von  Jaiier  friilherea 
Kntdeckitne  Oalilei'R  jrowrmat  Iisben.  Tregen  diese  und  andsre  UD;.-ereo>ite  Ver- 
niigliuipfiingm  dei  grossen  niederlftodisulien  Mathemalilcer»  ist  di«  Akademie  soi- 
ue>  Vntorlande«  in  einem  Uapport  vom  25.  Januar  18(18  autpeiroten,  der  iu  Uru- 
aen'j  Arfhit,   Tb.  4»,  p.  81  •l'gudruukt  isL 


^K  Und  was  jenen  New 

■  (p.  784),  dass  Newto 
W  obachlungon  vollkomi 

■  So  werdeu  iiocli 

r  d. 
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der  Documenta  gegründete  Zw 
Niemand  vertlieidigte  und  voi 
wird  immer  bitterer  und  Srgerl 


an  insinnirten  Betrog  betrifft,  so  weist  Grnnt  nach 
sowohl  1687  als  1726  nach  den  besten  jeweiligen  Be- 
en  richtig  gereclinet  habe. 
ifoa  verschiedenen  Seiteo  her*}  gegen  die  Echtheit 


ifol   erhoben. 
Allen    nngej 


90  dai 


deroiker  am  23.  Dec 
ersten  Pabiicalion  die 
len  »a  bitten,  dnss  bi 
betagten  Greises  nnte 
an  die  Pablicatiou  jci 
die  Welt  urtheilen  kö 
BBche  sein  Ende.  S< 
die  gegebene  Damtellu 


18ti7  {p.  1057),  f«8t 
!r  ominösen  Documeute,  v 
nicht  durch  fortgesetzte  i 
rrabcn,  iind  fordert  Ghas 


Ton,  in  dem  der  von 
ine  Chaeles  antwortet, 
i  ein  unbetheiligter  Aka- 
in  halbes  Jahr  nach  der 
■anlftsst  «ieht,  die  Gelehr- 
harmützel  das  Leben  des 
es  auf,  seine  ganze  Kraft 


Aach  hnt  man  bisher  Nichts 
der  Sammlung  gehört,  die. 

Wo  aber   haben  wir  d< 
kaum  an  der  berüchtigten,  ^ 


r  MniiDBCripte  in  setzen,  über  deren  Echtheit  dann 
ao.  Damit  erreicht  denn  dieser  Streit  in  der  llnupt- 
1  Kesnitat  ist  nicht  zweifelhaft,  und  ich  bin  dnrch 
lg  des  Kampfes  jedem  thelischen  Urtbeile  überhoben. 


in  einer  wirklieb  begonnenen  Veröffentlichung 

im  man   im  Interesse  historischer  Wahrheit 

inz  nnlerbleibt. 

Urheber  dieser  kolossalen  Fälschung,   die 

nigeo  Jahren  in  Prankreich  anfgetanch- 

Anloinette    ihres 


ten,  Sammlung  von  apokrypheu  Briefen  der 
Gleichen  bat,  sin  snchen,  und  welchen  Motiven  verdankt  sie  ihren  Ur- 
■prung?  Damit  betreten  wir  ein  Gebiet,  anf  dem  die  allersorgfältigsten 
Dnlersnchnngen  der  Papiere  doch  nur  zu  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit 
führen  könnten,  Drc  wstor  bklt"*)  jenen  erwähnten  DesmaiEeaux,  der 
Ton  1734  — 1740  ein  eifriger  Mitarbeiter  am  Dictionnaire  general  war,  für  den 
FSlscher.  „Er  hat  seine  gefälschten  Manuscripte  um  200  Pfnnd  an  den 
)  Chevalier  BiondeaudeCharnage  verkauft,  in  der  HolTnang,  dass  sein 

nfen  von  Lügen  nie  das  Licht  der  Oeffentlichkcit  erblicken  werde.  Aber 
er  hatte  nicht  die  Frechheit,  seine  Infamie  in  dam  J/irJionnaire  general  zu 
vM'ewigen  und  das  GedHchtniss  der  bcdeatendsten  Männer  öffentlich  so  sn 

.chiinpfen  (p.  771)."    Wir  lassen  es  dahingestellt  sein,  wie  weit  diese  Ver- 
tnuthuug  gerechtfertigt  werden  kann. 
Erlangen,  a.  Jauusr  1300. 


■J  Siehe  Compt.  rewi.  |H(I7,  p.  OBT,  ßStt,  lOIH,   1041  n.  ■.  w. 
••)  Vompl.  renil.  p.  717,  767,  82R,  und  in  uweieii  mir  uii*ug;iii!;lii 
■   «ng11«c)ien  Timos   ans   diMn   Octoljer  oder   November    18Ö7,  wo 
I  amtliuDg  näher  tu  tiogrümlEn  versucht. 


Beiträge 

zur  Theorie  der  Aasgleichang  trigonometriBcher  Netze, 


NdcIi  immer  ist  die  Frage  nach  VereinfHchungcn  in  der  Theorie  t 
Pmxis  dinser  Ansgloiclmngen  eine  rege,  wenu  auch  weniger  dringend,  seit 
Hanaeii's  kürzlich  verülfentticbte  Methode  die  Menge  der  Zablenrecli- 
tiuugpn  müglicbst  zn  vermindern,  und  die  Anweudnng  der  Rechenmaschine 
von  Thomas  die  AasfCilirung  derselben  in  bequemerer  Weise  als  mit  viel- 
etelligen  Logarithmen  zu  bewirken  gestalten. 

So  bedarf  wohl  anch  die  Vorfübrung  der  nachntehendcn  drei  Beiträge 
keiner  besonderen  Recblfertiguog,  es  sind  eben  dieselben  ausgearbeitet  wor- 
den, um  vielleicht  die  Frage  der  weitem  Vereiuracbung  der  Rechnungen  lösen 
SU  helfen.  Insbesondere  ist  aber  der  zweite  Beitrag  infolge  einer  Notii  in 
dem  Bericht  über  die  Confcrenz  der  enropftiächen  Gradmessung  im  Jabre 
lüßl  entstanden,  wo  emprohlon  wird,  der  Schleiermacber'schea  Me- 
thode mehr  Beachtung  zu  schenken. 


Directe  AuBgleiobnng  tr^o&ometriBoher  Netze.  H 

1. 
Die  Anxahl  der  aufzulösenden  Gleichungen  für  die  Ausgleichungs- 
rechuung  der  Winketmessungen  eines  trigonometrischen  Netzes  wächst  bei 
ungeänderter  Anzahl  der  Netzpunkte  mit  der  Anzahl  der  eingestellten 
Kicbtungen  und  erreicht  ein  Maximum,  wenn  jede  mathematisch  denkbare 
Verbindung  zweier  Netzpunkte  als  Richtung  beobachtet  wird.  Sind  im 
Ganzen  Überhaupt  R  Richtungen  eingestellt  worden,  ist  aber  »  die  Anzahl 
tier  Ifetzpaokte,   uitbiu    2(h  — 2)    die   Anzahl  der  zur   Constructiou   dos 
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■«tzee  nothwrtiidigen  RichtnngButiterBchit^dc,  so  betrrlgt  die  Anzuhl  der  Ubir- 
lehüssigen  Kiulitangen,  wenn  jeder  Nctzpaiikt  nitcli  lieobachtungsslation  Lst, 

I  elieaso  viele  Bedingnngsgleichangen  oder  ttufaulöseüde  Glcicbungcn 
ert  das  beobnchlete  NeU. 
Nnch  beendeter  Ausgleichung  bezieht  man  stets  die  NetKpunkte  auf 
liin  Coardinntensysteni  (Polarcoordiualen,  rechtwinklige  CoordinAten  oder 
Angen  -  und  BreiteiicoiirdinAten),  welciieg  durch  zwei  derselben  in  seiner 
jago  fixirt  wird;  es  geht  mithin  dns  Ziel  aller  Hechnnngen  darauf  liiiiAus, 
snr  KenntniNS  von  3(fi  —  2)  Coordinaten,  Dänilich  denen  von  n — Z  der  NctZ' 
punkte,  zn  gelangen.  Diese  2  (n  — 2)  Coordinaten  sind  die  eigentlichen  Un- 
en  der  Rechnung  und  NobaM  ihro  Anznhl  kleiner  ist,  als  die  der 
[«iirsulnsenden  BedingnngNgleicbungoii,  kann  es  von  Vortheil  sein,  die  Aus- 
Meichungsrechnnng  für  die  Jirecte  Bercchnnng  der  Coordinaten  mit  Ueber- 
[«hung  der  Bedingnugsgleichungen  einzurichten.  Es  wird  dies  eintro- 
,  wenn 

(fl-n)-2(«-2j>2(«-2) 
»der  die  Anzahl  der  eingestellten  Kichtungcn  der  Ungleichung  genügt 
l  1)  JI>5H— 8. 

Sind  Dicht  die  Coordinntpn  sweier  Funkte  gegeben,  welche  die  Lage 
B  Coordinatensytems  fixiren,  sondern  nur  die  Coordinaten  eines  Punktes, 
dem  Coordinatenanfnoge,  die  Richtung  von  demselben  nach  einem  der  an- 
deren Punkte,  nnd  eine  Bedingungsgleicbung  zwiBchen  den  Coordinnten 
sweier  Punkte  (etwa  infulj^e  einer  Basiamcssung),  so  geht  die  Ungleichung 
1)  Aber  in 

3)  Ä>ön~6. 

-.indem  nicht  mehr  2  (n  —  2}  unbekannte  Coordinaten  vorhanden  sind  ,  son- 
n  2  (n  —  1)  —  1 ,  also  aach  ebenso  viele  Gleichungen,  zu  denen  noch  die 
mannte  UedingnngKgleichung  hinzatritt. 

Der  Vortheil  der  geringeren  Anzahl  aufzulösender  Gleichungen,  wel- 
n  die  directe  Auegleichung  bietet,  erreicht  ein  Maximum  fUr 

Ä  =  ,.C»-i). 

Kofür  die  Ungleichungen  l)  nnd  S)  geben 

1)  «'~U«  +  8  >0    oder    n  >4, 

2)  „'_o„+ß>o    oder    h  >  ö. 
.  in  beiden  Füllen  weseullich  dieselbe  Forderung. 

2. 

Es  leuchtet  ein,  dass  vor  Allem  möglichst  scharfe  Näherungswerlbe 

der  Coordinaten  ermittelt  werden  müssen,  ehe  von  einer  Ausgleichung  im 

obigen  Siune  (die  man  rüglicb  „Coordiuatenausgleichung"  nennen  könnte) 

^mfie  Ked«  sein  kann.     Man  wühle   daher   mit   Hilfe  der  Ueobach- 

^KBagBwerthe  ein  znr  um  t  benia tischen  Conatrui^liuii  ö.u«~^u\.''-'i'«' 
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Beiträge  i 


r  The^ 


2  der  AusglL'ichuny;  Ingon.  Netze. 


cliiiP  (nnr  Hunderte  r 
gsiia  schRrf  entsp 
eil     beobncli 


erforderliches  W  hik  elsy  st^m  aus.  b< 
Tsnaendel  S«CDndeu)   'lie    JiPBi>iii    Systeme   gm 
Llienden    Uichttui  ^»unterscbieda  ,    welche 

dasSytiteiiidaseii<l|,'ilti^e,  die  de  selbeDentuprecli enden  Co- 
ordiuaten  der'Netzpunkte»). 

Ist  «ine  Längendimenaion  im  Netze  auch  noch  niclit  g«^nau  bekannt, 
so  niuss  doch  soviel  über  eine  solche  ermittelt  werden,  Hass  die  Npbürisclie 
regp.  aphäroidische  Gestalt  der  Knie  berücksichtigt  werden  kann.  Diese 
vorliiiifige  Längendimeneion  genügt  nucb  gleichzeitig  flir  die  Coordinaten- 
bercehnnng,  wie  eich  dies  noch  im  weiteren  Verlanfe  dieser  Abhandlnog 
zeigen  wird. 

Als  CoordinateuBj^Bteni  emp6ehlt  sich  das  polare.  Vor  dem  recht- 
winkligen hat  es  den  Vorzug  der  Einfachheit  und  vor  dem  geographischen 
den  erheblichen  Vorzug  einer 'geringeren  Abhängigkeit  von  der  Geslalt 
der  Eide. 

3. 
Denkt  man  sich  znaüchst  eine  Kugeloberflächo  als  Träger  des  Netzes 
und  seien  P  ond  Q  zwei  Netzpunkte,  0  Cuordinatenurspruug,  also  ■ 

p=OP      q  =  OQ       s^PQ  ^ 

die  Seiten  des  Dreiecks  OPQ,  fl 

L  (JQP=  Q       LOPQ  =  P      LQ ()/'=  0 
die  Winkel  desselben  Dreiecks   im  DruhungssJuu  liuks-rechts,  wo  insbe- 
sondere noch  0  die  Differenz  der  Anomalien  für  />  und  Q,   die  letzteren 
in  demselben  Drebungssiniie  genommen,  bezeichnet: 

LQOP=0  =  ,pJ.  —  ^,^, 
so  gilt  fili  kleine  Aenderungen  dieser  (Jrüssen  ;>,  q,  s  u.  s.  f.  die  Formel**) 


rfP= 


.rfS" 


-.dp- 


sQ.dO, 


welche  Gleichung  sich  leicht  verificiren  lässt  dnrcb  Betrachtnng  der  Diffi 
rentiitldreiecke,  die  aus  der  EinzelSmlerung  von  j ,  p  und  0  hervorgehen. 
Diese  strenge  Formel  beizubebilten  Ist  Jedoch  nicht  nöthig,  sobald 
man  an  den  Dreieckswinkeln  die  nur  Reduclion  dosDreiecka  auf  ein  ebenes 
von  gleichlangen  Seiten  erforderlichen  Reductionen  anbringt.  Diese  ßedac- 
tionen  selbst  hindern  sich  für  kleine  FormverSnderungen  des  Dreiecks  nicht, 
man  bedarf  Überhaupt  keiner  genaueren  Kcnntuiss  derselben  als  auf  höch- 
stens Zehntelmi  nuten. 


k 


*)  Ueber   clie  Berechnung   der  Coordinalen   anf  Kiigel   und   EllipBoid   v« 
II  Hausen,  UeodÜt.  (Iiitnrsiiclinnf;on,  Loipcig  186Ö,  Ab.vhn.SO,   \M  u- o. 
'V  Braanow,  tipliJMsebe  Artronaoiie,  Bariin  tSOl,  p.  14  (11,  3). 
r  .   . irT^^^^^^^^^TM"iir — I ■!■ 


Von  Dr.  Hklmeht.  177 

Ee  seipn  jetxt  /*,  Q,  0  auf  die  Ebene  reilucirr;  p,  9,  «  seien  di?  Iiitngen 
der  Seilen  des  Bphürischen  oder  ebenen  Dreiecke;  dann  bat  man 

3)  rfp  =  _^'!^rfy+*-!^rfpV  206265- I  .nsO.dO 

tIP  Dii'l  dO  in  Secundpn. 

Die  Ceefliciealeii  der  DifFerentinle  Insiien  eich  mit  Bcquiimliclkeit  be- 
rechnen, dft  die  Coordinatenberpchnung  die  Wertlie  der  Grossen  0,  P,  g,  <i 
xniB  Theil  mit  angiebt,  rc»p.  leicht  uiitünden  Usst.  Es  genilgt,  diene  Cn- 
eflicienten  anf  4  bedentlJcbe  Zift'i'rn  zu  kennen,  daher  man  die  HilfsgrUssen 
enitprechend  genau  auf  höchstens  5  bedentliuhe  ZilTem  re^^p.  Zebntelmi- 
nnlen  tu  kennen  brancht. 


Die  Gleichung  3)  kann  man  nnn  anwenden,  die  Aenderung  des  Rieh- 
lungsauterscbiedea  zu  finden,  der  in  P  ewischen  den  Kiclilungen  nach  den 
Ohjeclen  Qx  and  Qt  beobachtet  worden  i«t.     Ee  ergiebt  sich 

sin  Ol  sin  P,  sin  P, 


rin  bedeuten 


9t 


if, 


\«  Wcrtho 

20lJ2Ö5.rf/i      ■■NWaSS.dfl,       200265.  dy,      dtp^      rfq?,,      tltp^,. 
Uan  bat  übet  auch,   sobald  man  dP  als  wahrscheinlichste  Aenderung 
^Qn  P  ansieht 

d  (/',  —  /',)  =dr,  —  ,l  P,  =  boubachteter  Wiukelwerth  /',—  P, , 
+  Beobachmngsfebler  (/',)-(p,), 
—  berechnetet  Winkelwerlh  $,  —  9(5, , 
liihin- 

+  9  ■  '-i^''  _?L  .  c„,  (),  (.f,  _  ^,3  +^  e„,  p,  (,(,  _,p,)- 

In  dieser  Gleichung  tritt  nur  die  Differenz  ($i~$,)  auf,  so  datis  ^, 
^nnd  $1  för  aich  allein  nicht  hekannt  zu  sein  brauchten,  wenn  diese  Wertiio 
nicht  in  die  Berechnnng  der  Caeflicientea  der  9  für  die  Worihe  /",  und  P, 
vx  snbatitniren  wären.  Immerhin  bedarf  mau  nur  einer  genäherten  Kennt- 
,BU(  dttr  KinKclwerthe  $. 

Jede  weitere  Richtung  nach  Q^,  Q^,  Q^  n.  s.  f.,  die  in  P  eingeschnitten 
rird,  giebt  eine  Shnliche  Gleichung,  wenn  m«a  Hcli  di«M  BÄfifaLVa.'o^va  nä.^- 


r 

I7S 
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der  AiibrIc 

chunfi  lri{;c 

n.  Netze. 

der 
Gle 
die 
knn 

nach  Q, 
cbuugeü 
Glieder 

Tcrhan 
die  Zei 

mit  den 
ie  folgt 

deo  denkt 
er  3,  4,  &  u 
Indices  1 

benutzen. 

an  Stelle 
.  a.  f.,  dageg 
vollkommen 

des  Index 
en  treten  in 
gleicb  auf. 

treten  in   diesen 
allen  Gleicbuogra 
Diesen  ümaUnd 

Das  Gleicliungssjstem ,  welches  man  fiir  die  Mesiang  jedes  Gyros  er- 
liitlt,  geslnltet  sich  nämlich  weit  cinfacber  in  der  Form 


l(f,)=.-(f,-»,)-'4^-.ft- 


si«/". 


.e  +  ^e.«'.l,  .(*,  —  ») 


« 


welcbes  System  sowohl  eine  Gleichung  als  nncb  rine  Unbekannte  ~  dicHilf*- 
griisae  u  —  mehr  zäbU  als  das  anrängliche.  Für  einen  aweiten  Gyrus  ge- 
Btaltet  sich  das  System  dieber  Fehlergleichnngen 


CP.)-=  «•-(/>,  _$,)■- 


■ei- 


■  Pi- 


J.e  +  ^-^cosj),  .(*.— <f) 


L^, 


(,  +  p.rosp,.Cjf,  — *) 


ip.-Cl'.-'*') 

s0,.Cf,-*)  B 

liegen,  welcli4l 


und  ähnlich  iur  andere  Gyci. 

Jeder  der  Gleichungen  hat  man  ein  Gewicbt  g   beizulegen 
Null  wird,  falU  die  Hicbtnng  weggelassen  wurde  entweder  bei    der  Beob- 
achtung des  Gyrns,   oder  wegen  eines  groben  Fehlers   oder  aus  anderen 
Gründen, 

Die  Feblergleicbnngen  für  Beobacbtungen  desselben  Objeets  in  ver- 
schiedenen Gyris  unterscheiden  sich  nur  durch  die  HilCsgrösse  u  und  den 
UeobachtungBwertb  (/•— ^),  binsichtlich  dessen  einleuchtet,  sofern  nur 
UnleracliieUe  der  P  beobachtet  werden  können,  dnss  von  den  UitTereusen 
(P  — Sß)  eines  und  desselben  Gyrua  nur  wiederum  die  Unterscbiede  tC^nau 
den  BeobachlungPD  und  den  bereuhnclen  Wertben  der  Unterschiede  der  P 
Ba  entsprechen  haben;  unnilich 

duri^h  die  uuter  Abschnitt  2  erwähnte  Uechnung  ergeben  üicb  die 
■cbarfen  Unterschiede  der  ¥, 

durch  die  Beobachtungen  ergeben  sich  die  Unterschiede  der  P, 
eines  der  iß  nnd  eines  der  Psind  daher  beliebig  zu  wfihlen,  z.B. 'C,  und  P,. 
WHlirend  sonach  (P, — ^^)  beliebig  gross  gemacht  werden  kann,  mCissen 
die  Uiflerenaen  dieses  Wertbes  mit  den  übrigen  Werlhen  (P— ■'!>)  desselben 
Gytus  doch  bestimmte  Wertliu  haben.  Augenscheinlich  wird  die  Walil 
eines  beatiuimten  Werthea  von  (P,  —  ^i,)  die  Grosse  von  u  beeiuUuiMeai 


Von  Dr.  Hei.meut.  179 

L  dirsem  Utnataude  Nutzen  ziolien  kann,  wird  sicli  Imld 


F 

f  Für  die  BeobacliUtngen  anf  sümmlÜchen  Staiionen  erhült  mm  Gliricb- 

OngBsjwlenie  wie  obpii,  und  aus  der  gAnKeo  MauBe  dicspi-  Felilerglcicliiiügen 
Imt  man  die  Unbekanuten  mit  Hilfe  zu  bildender  Nnrmalglekbungen  zn 
ermitteln.  Aucb  für  jedes  «,  deren  jederGyrua  ein  anderes  beaitzt,  giebt  ns 

(eine  Normalgleiubung,  dieselben  sind  aber  einfachor  Gestalt  und  mit  liilfe 
derselben  die  u  rds  den  Normalglei (.himgi-n  der  p  und  ii  leicht  sa  eliminiren. 
Die  Nornialgleicbiiüg  z.  U.  für  »,  FeblergleicbuugHsytttem  4,  setKt  sieb 
«ur  ans  diesem  zusamwen  und  Inutet: 
"G/.+!/,  +  !7.  +  --0 

- 1 C.  -  '13.)  3.  +  CA  -  %,)  9,  +  CA  -  -l^-.)  tf,  +  ■ . 


■t 


r 


■  91  -ft- 


0.    .    <     . 


'^(^iffaf.— V) 


I,  wie  jcdi^s  andern,  iHuft  alsn 
lg  der  Gleiubnngen  einej  Gyrui 
s,  die  nm  so  einTacher  ist,  als  n 


im  Wescnt-" 
mit  Berliuk- 
an  diese  Ge- 


Dic  Ermittelung  die 
lieben  nur  auf  elr 
richtigung  der  Gewicbte  bin 

nur  zu  1  oder  Null  aDzunehmen  pAegt.    Die  Berecbnung  viid  u  wird 

siebt  erscbwert,  Inlla  man  vetacbiedenen  Gyvis  unglcicbe  Gewicbtn  beilegt, 

f  da  u  eben  nur  von  dem  ibm  ziigebörendeu  Gyriis  abliangig  ist,   und  man 

wobi  nicht  in  die  I^age  kommen  wird,  in  demselben  Gyrus  für  beobacbteli- 

Uiditangen  verscliiedene  Gewicbte  aufBUhtellen. 

Eine  wesentliebe  Vereinfacbung  gewinnt  die  Daralellang  der  u  nach 
Dlcichnng  C)  wenn  man  das  Glied  der  Be<ibacbtungswertbe 

I  CA -%}3.  +  CA-'P.}?,  +  (/'.-^.)  !/.  +  ■■■  I 

I  Nnll  macht,  was  ans  dem  schon  angeriilirlen  Umstände  tbnnlieb  ist, 
aas*  nnr  die  Differenzen  der  (P,  —  %) .  (P,  —  ^,)  u.  s.  f.  bestimmte  Weribc 
Jiaben.  Man  ziehe  also  d«n  Werib  obiger  Summe,  nachdem  er  durch  die 
'  lomme  der  g  dividirt  worden  ist,  von  den  (/",  -  9ß,),  (P,  ^  %,')  n.  «.  f.  ab 
ind  betrachte  die  Reste  für  die  wettere  Kechnung  als  die  Bcobacblungs- 
Ikrsrtbe  der  Fchlerglcicbungen  des  betretfcadeu  Gyrus. 


In  die  Normaigleicbnng  eines  p  oder  t^  geben  selbstverständlicb  sehr 
Hele  Felilergleicbnngpn  veraebiedener  Systeme  ein  und  mim  kwu  &w  em' 
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Beinen  Theile  der  Normalgicichuagen ,  welche  von  den  Beobachtungen 
den  einiittlDen  Stationen  herrühren,  von  einander  unterscheid  eil. 

So  konimeQ  binsichilich  der  Messungen  auC  StaiioD/>aus  den  beidpn 
Sternen  4  nnd  5  in  die  Normalgleichnng  für  p,  die  Glieder  (rechter  Hand  v 


Gleichhei 


len,  wean  links  itn 


ir  schlietiBlicb  dtoNuU  zu  stehen  komi: 

„Ol 


I  sin  0,    «n  Oj        L  *'"  i*'     *'"  '^ 


•-^--  -■^.  (♦,-♦)  1-|3.+S.'+ 

Dsgegen  ergplieii  sicli  für  die  Normalgleicliiing  von  p,  einer  Coot^ 
tünverbessernng  von  P,  aus  den  M^üiiuagen  auf  Station  P  die  Wertbe 
l.„.P,  ,mP,  imP,         j^       I 

-  ■Ol  -T—r-  -91 H — —-  •3i+--\  ■" 


.5.'+...    .. 


+  ICf',  -¥,).»,+ C. -¥.)■•».'+•■  •!■ 
1  + 1  C. -*.).«.  + C. -¥.)'.«.  +  ■■.  I . 
I +!(''.-«.).  ».  +  CP.-M.s.'+---l- 


+1 

„i,p, 

'i£i.„._'^L."':s..t„,j 

■|J,+S,'+- 

+1 

"^._-^.....,.i 

■ls,+»,'+- 

+1 

mO, 

'^-"^^^^t-! 

.l«,+v.'+. 

+ 

Von  Dr.  Helmeet.  191 

Hioi-su  treten  noch  Gliedcrschanren  Jiliiilich  denen  nnter  7)  wegen  der 
Messungen  auf  den  anderen  Stationen,  während  zu  7)  Gliederschaaren  tre- 
ten ,  die  denen  unter  8)  gleichen,  soweit  sie  von  den  Meeanngen  anT  der 
Station  herriilirfn,  an  welcher  pj  gehört,  dagegen  denen  unter  7)  gleichen, 
«oweit  fcie  andere  Stationen  betreffen. 

Ana  den  Normnlglciclinngen  für  die  p  und  ■41  eliminirt  man  die  u  mit 
Hilfe  der  in   Abgchnrlt  5  angegebenen  Werthe  derselben. 

Selbetvcrslnndlicli  erheischt  die  Uebersiclit  des  Gsn/.cn  eine  tabella- 
riacbe  Anordnung,  die  noch  nUher  erörtert  werden  wird. 

7. 

Unter  den  beobachteten  Richtungen  giebt  es  auch  locnle  Visuren, 
die  Objecte  betreffen,  welche  nur  von  einer  Station  ans  eingeschnitten 
werden,  —  oder  untergeordnete  Objecte,  die  zwar  von  mehreren  Stationen 
eingeschnitten  werden,  jedoch  viel  weniger  oft  als  die  nnderen  Objecte, 
weshalb  man  den  Zusammenhang  der  Visuren  im  Netze  aufgiebt  nnd  sich 
vorstellt,  daas  diese  Visuren  gcwissermnssen  verschiedene  Objecte  beträfen. 
Für  das  von  P  ans  in  localen  Visnren  eingeschnittene  Object  Q„  gestalten 
•ich  die  Fehlergteichungen  zunächst  wie  f[ir  jedes  andere  Object;  da  man 
aber  offenbar  dlo  Glieder 

nicht  trennen  knun,  indem  eine  andere  Function  von  q„  und  ^g  nicht  vor- 
kommt, so  vereinige  mau  vorerst  diese  Glieder  unter  dem  Symbol  y  und 
die  betreffenden  Fehlergicichungen  in  System  4  nnd  5  gehen  dann  über  in 

Pn 


für  4:    C-PO  = 


COt  On-lf  -  y 


Obgleich  nun  g  nnd  tl»  auch  noch  in  anderer  Verbindung  verkommen, 
so  erhellt  doch,  dnss  eine  weitere  Vereinfachung  gestattet  ist  durch  Zusani- 
menziehung  der  Glieder 

«'"  Pn 


II  die  Unbekannte  x 


») 


so  dass  man  als  Fehlergloichungci 
„    5}    (^Pj=u-iP..-^ii„y  +  ^ 


?vhült 


Die  ZuUssigkeit  dieser  VereinfacLnng  lässt  sich  »nch  dadurch  zeigen, 
dais  tnsD  sich  die  Normalgleichungcn  für  die  ^  und  Tfi  gebildet  denkt  mit 
Kinftihrung  des  y.  Nach  Elimination  der  u  seigt  sich  alsdann  immer,  dass 
in  diesen  Nurmalgleichungen  dasjenige, 

Zill.Elitill  I.  UxlIiFinilik  0.  Phytik  MV,  3. 
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»inP, 


e+p-.cosO,.Tl'+ff 


berrUhrt,  eo  znaummengeraHst  werden  kann,  dass  dieses  Aggregnt  als  « 
Grösse  —  x  —  auftritt. 

Jeder  locnlen  Viüur  entspricht  eine  Unbeknunte   .r   und   dieser  « 

Norm algl eil- lutng  von  der  Form 

.    0  =  +».5„  +  ./.3„'+... 
10}  {  -  f  r„  -  ^!„D  ,j„  -  (/>„  -  %„■)  (,„■-  . . . 

I  +a(g„ +  -,„•+...). 

Kommen  in  einem  Gyrus  mehrere  Incale  Visurcn  vor,  so  greiTen  die 
Normnlgleichnngen  derselben  in  einander  ein.  Jedenfnlls  wird  die  Elimi- 
nation der  u  H1IS  diesen  Gleicliuiigeo  und  die  darauf  erfolgende  Elirainn 
der  a"  aus  den  Normalgleicliungen  der  9  und  tC  nicht  viele  Mtihe  mache 

Die  Uebersichllichkeit  des  Ganzen  wird  gewinnen,  wenn  die  Object« 
der  localen  Visuren  die  ersten  Nummern  erhalten,  oder  auch  die  Unbe- 
kannten X  den  Q  und  ^  vorangesetat  werden. 

8, 
VorEchrül  zu  tabellariicher  Bereohnnng. 

Unter  der  Annahme,  dass  nur  Gewichte  1  oder  Null  vorkommen,  soll 
jetzt  in  Worten  eine  Vorschrift  zu  {abellnrischer  Berechnung  gegeben  nnd 
dieHB  weiterhin  durch  ein  Beiopiel  erläutert  werden. 

Für  Jede  Station  werden  die  beobachteten  Gyria  eusammengestellt 
nnd  dabei  die  Reihen  mit  denselben  Objecten  insbeiiondere  unlev  eina 
gruppirt.  Den  Ablesungen  für  eine  Richtung  giebt  man  wie  üblich  den  Be- 
trag Null  und  ist  in  einem  Gyrus  dieselbe  nicht  beobachtet,  so  wShIl 
doch  die  Ablesung  für  eine  der  beobachteten  Ktchlangcn  so,  dnss  sie  u 
fahr  denselben  Betrag  erreicht,  wie  in  den  übrigeu  Reihen,  wo  jene  Rich- 
tung nicht  fehlt. 

Die  berechneten  Richtungsnntersehiede  geben  das  Mittel  zur  Berech- 
nung derjenigen  515,  welche  in  den  Differenzen  (/>— ^)  vorkommen.  Man 
wird  für  die  Richtung,  deren  Ablesung  Null  ist,  auch  ^  Null  setzen  und 
dem  entsprechend  die  Werthe  ^  für  die  anderen  Hiuhtuugen   HufstelleD. 

Von  den  Deobschtuugswerlheu  ziehe  man  Jct^t  die  betreffenden  be 
rechneten  Werthe  ab  und  trage  die  Differenzen  in  eine  Tabelle  —  für  jede 
Station  eine  besondere  —  derartig  ein,  dass  die  Werthe  eines  Gyrus  u 
einander,  die  einer  Richtung  neben  einander  zu  stehen  kommen.  DieseTa- 
belle  heisse  PI  für  Station  P.  In  Jieaen  Tabellen  bilde  man  die  Summen 
der  verticalen  Colonnen,  bilde  hieraus  die  Quotienten  dieser  Summen  und 
der  betreffenden  Gliederzahl  und  ziehe  die  so  erhaltenen  Millelwerthe  voi 
jedem  Gliede  der  zugehörenden  Colonne  ab.  Die  Differenzen  selie  mai 
in  eine  Tabelle  II  —  für  Station  PPIl  — ,  so  dass  die  Werthe  für  einei 


Gyrua  nnnmelir  neben  einander,  liingogen  diö  einer  Richtung  unter  ejannüer 
sn    stellen   kommen.     Die  Summen   der  Glieder  der  liorisoutaleu  Reihen 

en  hiernach  Null  sein. 

Die  negativen  Summen  der  verticalen  Colonnen  aber  trägt  man  für 
alle  Stutionen  zusammen  in  eine  Uanpttabelle,  welche  die  Summen  der 
fitationstabcUen  in  Uorieontalreihen  aufnimmt,  doch  so,  das»  die  Summen, 
«eiche  für  rerscliiedene  Stationen  denselben  Objecten  entsprecben,  Vertr- 
ealreihen  bilden.  Die  Tabelle  enthält  dahor  für  jede  Beobachlungsalation 
■ine  Uorisontalreihe ,  für  Jedes  beobachtete  Object  eine  VerticaJreihe  und 
es  ist  wünachcnswertb,  die  Verticalreiben  solcher  Objecte,  die  localo  Vi- 
•nren  geben,  den  anderen  vorangehen  zu  lassen. 

Tabellen  III,  für  jede  Station  eiue  besondere,  trage  man  nun  die 
Coefßcienten  der  p  und  i(i*)  entsprechend  den  Viauren  nach  den  Objecten 
in  einer  Horizonlalreiho  die  Coefficienten  für  alle  Visurcn  nach 
demselben  Objecte,  in  einer  Verticalreibe  die  Coeflicienten  derselben  Un- 
bekannten, stehen.  Die  Anordnung  der  Horizontalreihen  zu  einander  muss 
der  Reiben  folge  der  Verticalreiben  derHaupttabcIle  entiJ)>recheo  und  ebenso 
die  Anordnung  der  Verticalreiben,  nur  dass  die  Verticalreiben,  mit  Aus- 
ihme  für  die  Unbekaunton  x,  Doppelreihen  sind  für  q  und  ^  desselben 
Netzpnnktca. 

Jeder  llorizontalreihe  setze  man  eine  Zshl  bei,  welche  angiebt,  wie 
oft  die  bctrefi'ende  Visur  wiederholt  worden  ist. 

Auch  bemerke  man,  dasa  die  Coefficienleu  d^r  p  zweier  gegen-iieitig 
beobachteten  Nelzpunktc  in  den  beiden  Fehl  ergleich  un  gen  gleich  sind,  so 
dasB  resp.  p„  und  ^  in  der  Visur  MN  dieselben  Coefficionten  besitzen,  als 
tesp.  e«  und  pn  i"  d^r  Visur  JVjtf. 

Zur  Bildung  der  u  addire  man  die  Verticalreiben  der  Tabellen  III, 
nachdem  mau  diejenigen  Horizonlalreihen,  welche  nicbtbeobachteteu  Ob- 

(ecten  zukommen,  verdeckt  hat;  die  Summen  dividire  mau  durch  die  An- 
ibl  der  freien  Horizonlalreihen  und  seUe  die  Glieder  als  Horizontalreibe 
to  Tabelle  IV.  Für  jede  Station  ergiebt  sich  eine  Tabelle  fv,  in  denen 
die  GITeder  der  Horizontnheihcn  die  Coefficieuteu  der  Unbekannten  sind, 
mit  denen  sie  mulliplicirt  die  negativen  Wertho  der  u  der  sSmnitlichen 
Gyris  der  Reihe  nach  angeben.  Gyris  mit  gleichen  Objecten  haben  gleiche 
eren  Werlb  nur  ein  Mal  anfgoftlhrl  zu  werden  braucht. 
Nunmehr  hat  die  Bildung  der  Nornialgleichungen  für  die  x,  p  und  tp 
au  beginnen.  Jede  derselben  stelle  man  auf  zwei  Bogen  dar,  deren  einer 
ne  von  den  u  unahhängigen  Glieder  aufzunehmen  hat,  wShreud  die  von 
len  u  abhängigen  Glieder  den  anderen  erfüllen.     Zieht  mau  die  letzteren 


Boilaan  von  d(<D  erKteren  ab,  so  «rgiebt  sich  di«  gleicli  Null  za  setseod* 
rechte  Seito  der  Normiilglpichaiig. 

Auf  den  erslen  Bogsu  der  Normalglelcliung  für  f{  kommeii  nuu  z.  Bi 
hinsichtlich  der  Mesbangen  auf  Stntjnu  P  zu  Rtehen 

als  'l'hpil  des  Abijnliitgliedes  eine  Summe  von  Prodncl^en  gebildet  ■ 
dem    l.,2.,3-i  —  fSliede   der  P""  lIoriKOiitHlreibe  der  BHii|)tlabAlle  i 
resp.  den  gleicbiianiigf'n  Gliedern   der  Verticalreihe  in  P  III,    welche  ff 
zugehört, 

alle  Glieder,  welche  entstehen,  indem  man  die  Horiinntalreihen  von 
P  III  als  rechte  Seiten  von  (Jleichimgcn  ansieht,  aus  denen  man  die  Nor* 
m;ilgleichungen  Für  Qi  zu  bilden  bat.  Als  Gewicht  dieser  Keihen  odflt 
Gleiehntigen  sind  die  Zahlen  flusniielien,  welche  hinter  diese  Reiheu  ga- 
set zt  norden. 

AnTden  zweiten  Bogen  knmmen  für  dieselbe  Nnrinnltrlpicbnng 

ü)  wenn  pj  «oni  RRdinsvocfor  von  /*  gebort:  eine  Reibe  von  ProdactM 
Cebildei  AUS  den  in  Tnlielle  IV  befindlichen  negativen  r<-WcrlheB  mit  respl 
den  Summen  derjenigen  Glieder  der  zu  Qi  gehörenden  Verticalreihe  u 
Pill,  welche  zu  nicht  verschwindenden  Iloniontalreiben  gehören.  (B 
ninssten  nämlich  schon  bei  Bildnng'  der  u  diejenigen  der  letzteren,  welcbs; 
nicbtbeobachtelen  Objecten  entsprachen,  bedeckt  werden.) 

b)  wenn  p;  zum  Radiiisvector  von  P  nicht  gehört:  das  Froduct 
dem  in  dieaeni  Falle  einzigen  CoefHcienten  der  zu  qj  gehörenden  Vertical^ 
reibe  in  P  III  mit  der  Summe  aller  ne-gaciven  u,  deren  Gjriit  die  zu  p,'  ge- 
hörende Station  als  Object  enthalten. 

Wesentlich  einfacher  Ui  die  Bildung  der  Nortnalgleichang  für  die 
sie  erhellt  unmittolbnr  nus  GlcichiingKsysfeni  »),  lässt  sich  überdies  genau 
so  vornehmen,  wie  diu  Bildung  der  Normalgleicbuug  für  ein  p  oder  V. 


Die  nichli^uadratrischen  CoefScienten  der  Normalgleichongen  mtisse^ 
in  ey mmelnacher  Weise  mit  einander  UbereinEtimmen  und  ist  dies  ein<f 
Rechnungscontrole. 

Die  Aunösiing  der  Nurmnlgleichungen  erfolgt  nun  zunächst  soweit, 
dass  nur  noch  die  Unbekannten.  (  und  if,  nicht  nber  die  x  mehr  vorkomr 
men,  und  diese  Normalgleichungen  sollen  nun  im  Folgenden  immer  als  die' 
jenigen  für  (/  and  ^  heseiehnet  werden,  indem  auch  die  Schwierigkeiten 
der  Elimination  der  x  zn  denen  der  weilereu  Auflösung  in  keinem  Vet^ 
bnltnlsse  stehen,  und  diese  x  wie  die  »  nur  als  vorübergehend  wichtig«' 
tlilfsgrössen  Hnflrelen. 

Die  weitere  Auflöaung  erfolgt  im  Falle  zweier  gegebenen  Punkte  wie 
gewöhnlich,  ebenso  die  Geivichlsberechnung. 

Substiluirt  man  die  ennitlelteD  p,  tfi,  j*,  u  in  die  Fehlergleichungen 
ergeben  aicb  die  Kci'bess orangen  der  Richtongen  und  Winkel  uud  es  ml 
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1  WiDkel  (lenWinkel- 


inil  SeitenbecJingung'igleicliuii- 
]  KeichPD  der  genauen  Äufstel' 
a  ist,  welche  diese  Bedingangsgleicbaugen  iden- 


oen  ilin  nusgeglicliei 
gen  des  Netzes  gen 
long  der  FeblergleichuDgei 
tisch  errtillcn  inUsseit. 

Die  Norgniltigslo  Controlc  der  Ausglc^ichang  bestebt  in  noclimaligcr 
BereclinuDg  Jer  Coordinnten  mitlelst  <!pr  ansgegliclienen  Winkel wertlio 
oud  uüssen  die  ho  ermittelten  Werthe  mit  den  vorbeüserten  auriinglicLen 
Wei'tbL>a  genau  übereinstimmen. 

10. 

Uie  scbeniBliscIie  B^rpchnung  der  Beobncblungsl'ebler  erfolgt,  indem 
mnn  snnächst  mit  FlilFe  der  Tabellen  IV  die  ne^nciven  »-Wertbe  beatiinmt, 
sodann  die  numeriücben  Wprthe  der  Glieder  (welche  toit  ibren  resjj.  Unbe- 
kannten SU  mnltipliciven  sind)  der  Uorizontalreihen  der  Tabellen  111  sum- 
inirt  und  von  diesen  Summen  die  betrefffnden  negativen  u-Wertbe  subtra- 
birt  und  ebeuno  die  betreffenden  Glieder  der  Tabellen  It  snbtraliirt. 

Man  erhitll  z.  B.  die  Verbeseeriingeia  der  Visuren  nach  den  einseinen 
Objectcn  des  ersten  Gyrus  auf  Statinn  P,  wenn  man  von  den  Summen  der 
Unrivontalreihen  Pill,  vrelcho  beobncbtf>ten  Objecten  enUjirechen,  den 
negativen  u-Wertb  des  ersten  Gyrus  aubtrahirt  und  biervou  resp.  das  1., 
2,3....  numerisch  angegebene  Glied  der  Tabelle  P  II  abzieht. 


11. 

Um  die  tabellarische  Anordnung  aib  einem  Beispiele  wenigstens  etwas 
lU  erläutern,  werde  die  Beobachtung  eines  reinen  Quadrates  fingirt.  Es 
sei  der  Einfachheit  halber  als  eben  vorausgesetzt,  Staiion  I  sei  Coordi- 
natenanfang,  die  Anomalie  der  Seite  1.  2  (von  linka  nach  rechts  gesuhlt) 
sei  45"  und  die  Lünge  2.  4  sei  gleich  /ä"  gefunden. 

Die  genäherten,    mit  Hilfe  des  vorläufigen,  der  reinen  Qnadratforni 
scharf  entsprechenden  Winkelsysteracs  berechneten  Coordinaten  seien 
r,  =  0,  r,  =  l,  r,=y2,         »-(  =  1, 

(p,  f&lltans,       ip,  =  'tö\         ip,  =  90',         ^,=  135». 

Obgleich  die  Lunge  r,  —  1  nicht  definitiv  ist,  soll  dies  doch  so  ange- 
nommen werden,  um  an  den  Fall  zunächst  anzuBchliessen ,  wo  die  Coordi- 
nalen  sweier  Punkte  bekannt  sind. 

Nach  erfolgter  Ausgleichung  lässt  steh  dann  immer  noch  in  einfacher 
Weise  die  Messung  von  2.  4  hcrücksicbligen,  sobald  ea  auf  Gewichtsbe- 
rechnong  nicht  ankommt.  Ist  diese  erwünscht,  so  darf  die  Ausgleichnag 
sich  wie  im  Folgenden  nicht  blos  anf  die  Coordinaten  von  3  und  4  er 
•trecken,  sondern  muss  auch  dio  Grüsso  (,  entbalton. 
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Die   beobachteten  Richtangswerthe  (wobei  von   IockIbd  Visuren,    a.H 
welche  in  sehr  elnfncher  Weise  in  die  Kecbnmig  eingehen,  nbgeBehen  ist) 

Hcieu  folgende  für: 


St 

atioD  1. 

'■ 

3. 

4. 

l.  Satz 
3-    » 

0.  0.  0. 
0.  0. 0. 

45''0'0.  3 
45  0   1.Ü 
45  0  0,0 

90'  0'  o."a 

89  59  59.8 

Hieraus  folgen  die  Tabellei 


1.  8-U. 

:.  Soti. 

3.  Satx. 

4. 

0,0 
0.3 
0,9 

0,0 
1.0 

0.0 
-0.2 

Miiirt 

0.4 

0.5 

-0.1- 

■■ 

3. 

1. 

2. 
4. 

0.0 
1.0 

0,5 

0^ 

0.3 

-0.3 

0.5 

0.0 

-0.5    +0.5 
+  0,1 


+  0,5 
—  O.l 


Sta 

tion  3. 

I.      1        2.                  4.           1 

1.  Satz 
2-     ,. 

0.  0.  0. 
0.  0.  0. 

45  0   1,0 
45  0  0.3 

315   0   0.5 
314  50  59.7 

Station  2. 

I. 

3. 

4- 

I.Satz 
2-     t. 
3.     „ 

270°0'0."6 
270  0  0.0 

3l5''0'0."J 
315  0  o.a 
315  0   1.0 

0. 0. 0. 

Station  4. 

..  1    . 

3. 

l.Sat» 
2.     „ 

0.  0. 0. 
0  .0.  0. 

45  0  0.2 
45  0  1.0 

90  0   1.3 
fiO  0  0.5 

ind  II,  Bowie  die  Hanpttabelle: 
2.1. 


1. 

2. 

,. 

1. 

3. 
4. 

0.0 

o.e 

0.3 

0.0 
0.S 

0,0 
1.0 

0.3 

0.3 

0.5 

1. 

2. 

1. 

a. 

3. 

0.0 
0.2 
1.3 

0,0 
1.0 
0.5 

0.5 

0.5 

+  0.3 
+  0,5 
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3 
1. 

•.II. 

4. 

1.  Satz 

2.  „ 

—  0.5 
0.0 

+  0.5 
+  0.3 

0.0 
—  0.3 

0.0 
0.0 

—  0.5 

[  +  0.8 

—  0.3 

0.0 

4.  IL 


1. 

2. 

3. 

1.  Satz 

2.  „ 

—  0.5 

—  0,5 

—  0.3 

+  0.5 

+  0.8 
0.0 

0.0 
0.0 

-1.0 

+  0.2 

+  0.8 

0.0 

1. 

2. 
3. 
4. 


Haapttabelle. 


1. 


+  0.6 

+  0.5 
+  1.0 


2. 


+  0.9 

• 
—  0,8 
-0.2 


3, 


—  0.5 
+  0.2 

• 

—  0,8 


4. 


-0.4 
—  0,8 
+  0.3 


Hieraaf  berechnen  sich  die  Tabellen  III  und  IV  mit  Weglassung  der 
Colonnen  für  ^^  ^^y  if;^,  ^^  2^- 


1.  III. 

Ps 

*«      9t 

% 

1. 

• 

• 

• 

• 

• 

2. 

• 

• 

• 

• 

2. 

3. 

0.0 

+  1.0 

• 

• 

3. 

4. 

• 

• 

0,0 

+  1.0 

2. 

2.  m. 


^3 

% 

9* 

*« 

1. 

• 

• 

• 

• 

2. 

2. 

• 

• 

• 

• 

• 

3. 

—  0,7071 

+  1.0 

• 

-  • 

2. 

4. 

• 

• 

—  0.5 

+  0,5 

3. 

3.  III. 


Cs 

*a 

9i 

1. 

• 

• 

• 

2. 

—  0.7071 

0,0 

• 

3. 

• 

• 

• 

4. 

+  0,7071 

0.0 

—  1 

^4 


0,0 


2. 
2. 

• 
2. 
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4.  TTI. 

^s 

*S        P4 

1. 

• 

• 

• 

2. 

• 

• 

—  0.5 

3. 

+  0.7071 

+  1.0 

-l.O 

4. 

• 

• 

• 

^4 


0.5 
1.0 


^3 


3.  IV. 


^s 


^4 


— u  und  — u 


0.0 


2. 
2. 
2. 


Qz 

l.  IV. 

^t 

% 

—  u 

—  u 

—  u 

0.0 
0.0 
0.0 

+  0.3333 
+  0.5000 
+  0.5000 

0.0 

• 
0,0 

+  0.3; 

• 

+  0.5( 

9% 

2.  IV. 

*3 

^4 

*4 

—  u 

» 

—  u 

// 
—  Xi 

—  0.2357 

• 

—  0,3536 

+  0.3333 
+  0.5000 

—  0.1667 

—  0.2500 

—  0,2500 

+  0,1667 
+  0,2500 
+  0.2500 

♦4 


0.0 


—  0.3333 


0.0 


Qs 

4.  IV. 

^8 

(f4 

^4 

•M  und  — u 

+  0.2357 

+  0.3333 

—  0.5000 

—  0.5000 

Die  Normalgleichungen  werden: 

1.  ftir  P3. 
0,0         +0,0  (>3    +0,0       t/Za  +  O.O     ^^  +  0,0 


^4 


1.  Theil 


—  0,14142  +  1,0 
+  0,77781  +  2,0 

—  0,56568  +  1,0 


—  1,4142      +0,0  +0,0 

0,0  —1,4142     +0,0 

+  1,4142      -1,4142     -1,4142  1^4 


davon  ah  als 


2.  Theil 


0. 


+  0,0  (>5+0,0  1^^8  +  0,0  P4  +  0,0  %  \ 
+  0  4167  —0,5893  +0,2946  —0,2946  f 
+  0,0         +0,0  +0,0  +0,0  (' 

+  0,3333    +0,4714      —0,7071     —0,7071        ) 


Von  l>r.  IlELMtiiiT. 


oder  zusatnnienge Eggen 

l)  0^  +  0,0707  +  3,35  P3  +  0,1170  ^j  — 2,4159  ßj  — 0,4125  1|)^. 


l.Theil    l+y^ 
*       0,0 

-0,8+1,414; 


+  3  f  ■, 
,41«  Pa  +  i 


+  2       —  2  p,  —  2  «,^ 
l  +  1,333311-3  +0.8333 

•i   Theil    )  ~  0,6893  p3  +  0,(«33      —0,4107  pj +  0,4107 

f  +0,4714       +0,0007       —1,0000       —1,0000 
■i)  0  =  — 1,1 +0,1170  P3  + 4,1607  Vs  — 0,5IS33  (1,-2,2500  1/-^. 

3.  für  p,. 


I.  Tl.eil 


(      0,0  +  0,0 

1  +0.4 

I  -0.3-1,4142  53 

+  0,9-1,4142 


+  0,75     Qf  —  O  75t(Jj 
2ifj  +  2i50  +2,50 


+  0,2947  Q^  —  0,4167  ^g  +  0,3333  p,  —  0,3333  t|>j  J 

+  0,6007  .  [• 

—  0,7071       —1,0000       +1,5000      +1,5000        ) 

=  1,0  —  2,4160  pj  —  0,5833  ipg  +  2,75  p^  +  0,5833  V^. 

4.  für  ^,. 

—  0,4  .  .  +2,00tfi4 

—  0,4  .  .        —0,75  0^  +  0,75 

+  0.9  —  1,4142  pj  —  2  if-j  +  2,50         +  2.50 

+  0,8333  ifi  ■  +  0,8333  J\>^ 

—  0,2947  pj  +  0,41ti7       —  0,3333  p,  +  0,3333 

—  0,7071      —1,0000      +1,5000       +1,5000 
4)            0=  +  0,1  — 11,4124  pj  —  2,25  if-j  +  0,5833  Q^  +  2,5834  ^^. 

Die  UebereinstimtDung  der  doppellberecLneten  niclitquadraltschen 
Glieder  dient  aur  Cootrole  der  Derechnung. 

Mit  Weglasaung  der  BcrechniiDg  der  Gewichte  mögen  noch  Werthe 
der  Q  nnd  iff  angeführt  werden,  welche  den  vier  NormalgleicLungen  bis  auf 
0,01  Reat  genügen.    Es  Bind  diese 

Ps  —  —  0,76 ,      '»('3  =  +  0,34 ,      (»4  =  —  1.04 ,      ^^  =  +  0,37 , 
daher    sind   die   Verbeaaernngan  an   r,    glcicli    —0,0000037,    aa    i\  gleich 
—  0,0000050. 

SoferD  nun  aber  (2.4)  genau  gemessen  gleich  ^2  ist,  hat  man  r,,  r^,  r^ 
Id  domaetbeti  VerhSltDisse  ao  wo.  multiplieiren ,  daas  die  8ttaaVL&  ^.Vv  &«^ 
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gemessenen  Werthe  gleich  wird.     Man  findet  leicht,  daas  obigen  Ver- 
besserungen 

(2.4)  =  ^2  }  l  —  0.0000017 1 

entspricht;  um   daher  (2.4)  genau  gleich  ^2  nu  erhalteui  sind  die  r  um 
0,0000017  ihres  Werthes  su  vergrössern. 

Die  ausgeglichenen  Coordinaten  sind  nun  hiemach 

rj  =  0,     r,  =3 1,0 +  0,0000017,     r,  = /2  — 0,0000013,     r^  =  1,0  —  0,0000033. 
9t  =  45^  9s  =  «JP  0'+  0,''34  94  =  135^  0'+  0,''37. 

Es  findet  sich  weiter  mit  Hilfe  der  numerischen  Werthe  der  q  und  ^ 
für  die 

1.  Station.  2.  SUtion.  3.  SUtion.  4.  SUtion. 

—  II  =r+0,237,      — n  =+0,527, 

—  h'=+0,170,     — M'=+0,3öt,     — •!=— •i=+0,3«7,     —ii=—ii=+ 0,270. 
— 1«*'=+0,3»,     — m"=+0,700. 

Femer  ergebea  sich  ffkt  die  Summen  der  Horisoalalreihen  der  Ta- 
bellen III  (mit  Ausschluss  der  lotsten  Yerticalcolonne)  nachstehende 
Werthe : 


um. 


2.  in. 


3.UL 


4.IIL 


1. 
2, 
X 

4. 


+  0340 
+  0.310 


+wn 

+  0l7t» 


+  0.587 
+  0.503 


+  0.335 
+  0.473 


Mit  Hilfe  der  Tabellen  11  gelangt  man  jetit  sa  den  Beobachtungs 
fehlem  (in  diesem  Beispiele  nur  auf  2  Decimalen  richtig). 


Station  1. 


1. 

2. 
3. 


+  <X163 
+  0.330 


+  0C203 

—  0.330 

—  OiH5 


—  01351 
+  W15 


M 
Ol« 
M 


3L      .» 


Station  S« 


i 


I 


a«7 


+  IK050 


+  w:^ 

+  ill«il53 


^0 
iLO 


Mit  Hilfe   diesei 
glichene  Wiokelwertlie 
nnng  die  Seiten-  und  W 

Man  erhält: 
Sution  1. 


rthe  li 

ofstellei 
nketbea 


sicli  nun  sofort  sämmtliclie  HUHge- 
Aucli  kann  mnii  zur  Pilifung  der  Rech- 
igUDgsglcichuQgen  nufstellen. 


2.     0.  0.  D. 
8.  45,   0.  0.340. 
4.  90.  0.  0.370. 


Station  2. 
t.      0.  0.  0. 

3.  HO.   0.  0,877. 

4.  315.  0.  0,705. 


Station  3. 

1.  0.  0.   0. 

2.  45.  0.   0,537. 
4.   315.   0.   0,503, 


SlalioQ  4. 
I.     0.  0.  0. 


Man  erkennt  hieraus,  dnss  die  3  Winkelgleichungen  des  Quadrats  or- 
ftUt  sind.    D!c  Seitenhedingungsgleichung  läest  eich  fiir's  Quadrat  so  dar- 
Den,  dass  die  ausgegliclienen  Winkel  die  Gleichung  erfüllea  mtlssen  ; 


(V)  +  ('aO-(V)-(Y)-. 


Man   erkennt  sofort,   dass  anch   diese  Gleichung  erfüllt  ist.  —  Die 
AoBgleichnng  der  Beobachtungen  nach  der  Hansoti  -  Besserscbou  Me- 
ide giebt  dieselben  Werthe,  wie  eicli  Verfasser  Ubersengt  hat. 


12. 

Uie  AnflöBung  der  Normalgleichuugen  der  g  und  i^  erleidet  Modifica- 
inen,  wenn  nicht  die  Coordiiinlen  zivolor  Punkte  bekaunt  sind,  sondern 
)nn  nur  die  Coordiuaten  eines  Netzfiuriktes,  eine  Riclilung  und  eine  Be- 
SingnngHgleicbung  zwischen  den  Coorilinaten  zweier  Punkte  gegeben  sind. 
Man  wird  nHmlich  sehr  oft  Ursache  haben ,  den  Coordiiiatonnnfaug  nicht  in 
den  einen  Endpunkt  der  Grundlinie,  sondern  in  einen  beliebigen  andern 
Netzpunkt  za  verlegen,  doaaen  Coordinalen  demnach  nun  bekannt  sind. 
Uie  Richtung  einer  der  von  diesem  ausgebenden  Seiten  betrachtet  man  als 
fixirt  in  gogebener  Lage  zur  Axe  des  polaren  (JoordiiiateusyatQtaa. 


metrische  Anordnnng  der  Coerficienten  der  Gleichtitig  nicht  gestört   wird. 
Zu  dem  Zwecke  ist  2u  setzen 

K  =  A"+  m  e,  +  »J  il-i  +  /'  (11  +  y  V* 

&-=  A-"+f+  m 5,.+  nif;,.  +  p  gt  +  g  t*. 
Durch  diese  Snbstitatioo  treten  zu  den  NormAlglctchnngcn  f<ir  p,,  tfif, 
dl  ^i  die  Glieder 

m  m .  pi+ mn .  t^,-+ mp .  5i  +  ffl  5.  tfi, 
mri  .Qi  +  nti  .■pi  +  np  .(fi  +  nq.ifk, 
mp.  p,+  n/>."p(  +  j5p.ei:+P5.iC*, 

venu  Fflr  £*  AT'  gesetzt  wird;    setzt  man  aber  A"  für  A',  ho  bat  man  noiA 
hinznzusetzen    den   vier   Gleichungen  iBsp.   mf,  nf,  pf^    qf.     Selbstveri 
ständlicb  ist  die  letztere  Substitution  nicht  tbunlich,  falls  f  noch  nicht  I 
kaoul  ist. 

Durch  das  Hinzufügen  dieser  Glieder  ändert  sich  an  den  Werthen  i 
p  und  tf)  niclits,  auch  giefat  die  nunmehr  wie  gewöhnlich  ausführbare  ElinU 
naliou  die  strengen  Gcwicbl6<;rDsseu;    denn  indem  für  diese  die  Grö 
ausser  Acht  bleibt,  die  Summe 

m^i-^-if^i  +  p^i  +  q^i, 
also  den  Werlh  Null  erhält,  wobei  aber  die  vier  hierin  vorkommenden  Unr 
bekannten  Gewichlsgrössen  sind,  so  hat  mau  facliscb  zu  den  betreffenden 
vier  Normalgicichnngen  nur  Null  addirt,*) 

Benutzt  man  die  Substitution  K" ,  so  wird  durch  die  Auflösung  d« 
Normnlgleichungen  allein  unter  Substitution  von  A'Wo  schon  das  WertW 
Bjstem  der  (/  und  1^  gefunden,  ohne  dass  man  deswegen  noch  der  BedtO' 
gnngsgleicIiHUg  bedürfte,  wenigstens  so  lauge  als  die  Gewichte  nicht  bo^ 
reebnet  werden;  die  Substitution  K"  jedoch  erlaubt  die  Berechnung  der  Ua; 
bekannten  auch  ohne  Kenntniss  von  /',  indem  man  vorläufig  f  nnbeetimmj 
lüsst;  zur  definitiven  Gewichtsberechnung  ist  die  Kenntniss  von  f  nicU 
erforderlich. 

Dio  Substitution  Ä"'=0  giebl  ferner  Normalgleichungen,  die  denaU 
•gleichen,  welche  man  erhatten  würde  bei  Annahme  der  Gleichung  10)  sl* 
Fehlergleichung  mit  dem  Gewichte  g=\. 

13. 

Sind  mehrere  BAsisniessungen  vorbanden  und  ihr  miltlorer  Fehler  ge^ 
nan  bekannt  (was  bis  jetzt  nie  geniigend  der  Fall  war),  so  küunte  rou 


•)   Wählt  man  tiir  K  eine 
den   die  GleichuDgacoerficienten 
üblichen  Formelti  rechnen  —   aber  di 
ea&akaaatea  und  0«wielrle  pbi 


lore  Substitution  z.  B.  A'=  if"'+  p    pt 
isymmetriacli,   man  kann   daber  nicht  nach   ■)< 
AuflÜBung  würde  doch  richtige  Wertbe 


a 
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ii=(«i)  +  C'"')«,+.-+c«"i(,+C'.»)* 

+  ("Ww  +  ("Öfc+-- 

(i=f,„o+r«"0«,+  -.+(«»i)K+("«)* 

+».* 

+("f)i..+0»«)ift+-.- 

1.  =  (»0  +  („„)  5,  +...-I-  („  „  i  „+  („„)  ,p, 

+»i 

+  ("rt<'i  +  C»'/l»+--- 

0  =  (>0  +  C"rt  t,  +■■■+  («;-) «+  («;0  ».- 

+  ;>* 

+  C/';Oet+C;"/)'^*+--- 

«  =  f'/')  +  (•«)  e,  +■..+  (»?) «.  +  (»V) », 

+  ,* 

+  (;'9)p*  +  Cv*)  «<*+■" 

0  =  f     .     wpi  +  niff +  /'pi+ ¥V« 

Lfist  man  dieties  Systein  snf,  so  win!  mm 
oben  Bng<>g<^benen  Gritii<]eD  zunächst  die  q  nnr 
drbpkeii  köDnen,  wenn  man  die  Eeiheiifolge  di 
Indert,  Hnss  die  BndingnngBgleichung  mindesti 


in  Uehereinslluiniiing  i 
durch  eines  ders^lbfn  nt 
r  Glpichnngnn  niclit  bo  h 
nB  die  Stelle   vr,r  der  N< 


miilgleicliiing  t'ür  dns  letzte  g 

rletzten  p  vorgeschritten,  so 
igesehen  von  den  ^j>  —  Unten 

")  0  =  fi, +  o,.  e„_, +  (3,.  e„ +  }■,.«■, 

'')  0  =  f.,  +  ß,.g„^t  +  ß,.g„  +  y,.A; 

O  0  =  i"i  +  y.  ■  e-  - 1  +  ?-.  ■  p»  +  j-, .  A' 

worin  alicr  tt,:ß,=ß,  :  ß^  sein  wird,  du  die  (ilcichnngen  a 


Ist  nSmlicli  die  Blimiiiati 
ird  das  Gleichungssj'stcm 


ndftidci 


mdSHen.  Ans  diesem  (>rnnde  ergiebt  sich  der  Werlh  von  A"  nnch  äu  Nnü,  da 
hn  Allgemeinen  y,  ond  y,  nicht  im  Verhiiltnisse  a,  -.ß,  stehen.  Nach  diesen 
Erörterungen  erscheint  es  ancli  zweckmftsslg,  die  Norrnalgleichiing  für  ■^n 
flacli  derjenigen  für  i/'n-i  folgen  zn  lassen ,  dagegen  die  Gleichungen  fUr 
,  und  p„  hinler  denen  für  i(/„  und  ^„  .  ,  anzusetzen  —  vielleicht  üler- 
iMDpt  erst  alle  Gleichungen  für  t)j,  dann  alle  diejenigen  für  p  2U  nehmen. 

Man  fieht,  dnss  die  Elimination  in  ühlicher  Weise  niclit  fortzuselzeu 
il;  Ködert  man  aber  die  Reihenfolge  a,  h,  r  obiger  Gleichungen  in  a,  c,  b 
in.  so  gellt  dieses  recht  wohl  an.  Ks  steht  alsdann  der  Üblichen  Elimina- 
lonsweise  und  Geuicfatsberechnnng  niclits  entgegen.  —  War  bei  der  Anf- 
der  Gleichungen  die  Gleichung  10)  noch  nicht  vorhanden,  wie  oben 
AngeDommen,  so  kann  man  doch,  nachdem  Gleichung  10)  bekannt  wird,  den 
girSisten  Theil  der  Anflösung  benutzen,  um  Gleichnng  10)  in  der  zuletzt  er- 
örterten Weise  einznfuhren. 

Obgleich  nicht  notfawendig.  kann  man  doch  auch  die  Vertauschung 
der  letzten  Gleichungen  des  Systems  11)  vermeiden,  Indem  man  für  &'  c'tna 
neae  Unbekannte  elaführt ,  die  man  jetlocb  so  whIiIcd  wird,  dau  di«  »^«\ 


Dagegen  erspart  mBn  die  Ansgleiclmng  der  Stationen  allein,  wodnrcb 
xugloich  die  Eeichnnng  einen  eiufacliercn  Cbaraktor  gewinnt;  denn  während 
zu  den  Normalgleichiingen  der  Stationen  die  zalilreiclicn  Netubedingmigs- 
gleicbnngen  treten  und  somit  ein  weiteres  Znaetien  von  Bcdingungsgleicb- 
niigen  ersoliwert  wird,  giebt  die  directe  Metbodo  nur  eia  System  Normal' 
gleicbuugen,  indem  die  Dedingiingsgleiclumg  der  Basismessung  als  eine 
der  ersteren  nngcscben^verden  kann.  Treten  später  weitere  Bedingnngoa 
hinzu,  so  lassen  diese  sieb  nun  sebr  bequem  berücksichtigen  nach  densel- 
ben Formeln,  die  Hnnsen  für  die  Netsausgleichnng  allein  gegeben  bat. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  verschiedene  Dreiecksnelse,  die  zusaramen- 
stosseu,  nach  der  directen  Methode  ausgeglichen,  leicht  zusammengekuppelt 
werden  köunen. 

Nicht  unerwünscht  ist  gewiss  auch  der  Umstand,  dass  die  directe  Me* 
tbode  die  Gewichte  der  Coordinaten  angiebt  und  dass  die  Aenderungeu 
derselben  bei  Zusanimenkuppelungen  nach  den  mehrerwähnten  Hsnaen- 
neben  Formeln  berechnet  werden  können. 

An  ein  bestimmtes  Coordinatensystem  ist  man  bei  der  directen  Ana' 
gleichung  nur  während  der  Rechnung  gebunden  j  sollte  es  nach  Beendigung 
derselben  ralhsani  erscheinen  .  das  System  zu  verlegen  n,  s.  f. ,  so  ist  diei 
immer  möglich,  da  mii  Bilfe  der  Verbesserungen  ja  die  aiisgegjicbi 
Netuwinkel  angegeben  werden  können  und  zwar  mit  derselben  Genauigkeit 
wie  bei  den  Ublicbeu  Methoden. 

15. 

Ein  trigonometrisches  Netz  liegt  factisch  auf  einer  sp1ii{roidiechei| 
ObetflMche  und  nicht,  wie  bisher  angenommen,  auf  einer  hphjtriscbea  Ober- 
fläche. Man  kann  in  der  Tbat  die  gemessenen  Dreiecke  und  die  Hiirüdrei- 
ecke  zur  Courdinalenberecbnnng  (also  die  Winkel  P,  Q,  0,  Abschnitt  3)  aal 
ebene  Dreiecke  reduciren  durch  Anbringen  des  sph.^ioi diseben  Escesses, 
so  dass  sich  alsdann  die  gauze  Rechnung  anf  dem  Spbilroide  bewegt. 

Dem  Verfasser  erschien  jedoch  die  Uebertragiing  auf  die  Kugel  nack 
Gauss*)  am  einfachsten,  da  sicli  die  Formeln  der  Uobertragung  fiir  die 
geringe  Ausdehnung  eines  Einieinctzes  sehr  vereinfachen. 

Ist  P  die  geographische  Breite  des  Coordinatenanfanges  auf  den 
Sphüroide,  so  ist  der  Radius  der  als  Träger  deq  übertragenen  Netses  auf- 
tretenden Kugel 


1  —  sin*  (f  .  jin'  P ' 
a  grosse  Axe  des  Erdsphäroides ,  sinip  =  c,  der  n 
desGetben. 
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Nimmt  man  nan  an,  dass  nach  allen  Richtungen  hin  Radienvectoren 
ir  60  geographische  Meilen  nicht  Torkommen ,  bo  1&5sen  sich  für  An- 
wendang  achtstelliger  Logarithmen  folgende  Formeln  zur  Uebertragnng 
Tom  Sphäroide  auf  die  Kugel  geben : 

Die  Lange  der  bekannten  Dreiecksseite  Überträgt  man  aof  die  Kugel 
Maltiplication  mit  j/~ — ~~ 

bekannte  VergrösserungsvcrhSltniss  bedonten  (m  ist 
EHrelementes  auf  der  Kugel  dnrch  das  entsprechende 
linen  numerischen  Wertb  sehe  man  nnten), 
)  Azimnto  einer  geodätischen  Linie  0,  Ot  "»f  ^^<^ 
rlamit  nahesn  Knaammenfaüenden  gemessenen  Ricb- 
in  0,  nnd  (>, 

r,  +  T//,    nud   180"+ f,  +  i(T,, 
der  Kngel  aber  gleich  V,  resp,  180" -f-  V,,  so  sind  in  Secunden 
206265 


vorin  m,  und  m,  das 

der  Qaotient  eines  Lim 

tnf  dem  Sphäroide;  se 

Die  aüdweatlichei 

phBroidc  sowie  der  . 

mg  OiOi  seiea  resp,  i 


t'rp  .  sm2P  .-■  (2q'  .  sinV,  —gt-  *'"  ^i)t 


>I2P     *     (?,' 


nF,— 2},' 


nV,), 


'   t  die  Länge  0,  Q,  (ftuf  Kngel  oder  Sphäroid); 
y,  und  y,  die  Broitenunterschiede  von  iP,  resp.  (>,  roit  dem  Coordinatenan 
,  in  Bogen  genommen  (auf  Kngel  oder  Sphnroid).*) 
Ra  Tf;,  und  ^,  nur  an  den  äusserslen  Stellen  des  Netzes  einige  Hnn- 
lertelsecnnden  betragen  werden,  so  ist  thatsächlich  die  Correction  wegen 
[Jehertragnng   der  gemessenen  Richtungen    nicht  so  nmslSndlich,  als  die 
Formeln  ftir  ^  es  erscheinen  lassen;  ifi  ist  meistens  gleich  Null  zu  setzen. 

Die  Ueberirngnng  auf  die  Kugel  erfordert  an  den  Beobachtungen  so 

renige  und  so  kleine  Rediiclionen ,  dass  das  auf  der  Kugel  liegende  Netz 

ncmlich  nnahhängig  von  der  Grösse  des  Erdellipsoides  erscheint  und  man 

-ohne  einen  Fehler  zu  begehen,  bei  der  Uebertragnng  der  sphärischen 

Coordinaten   auf  dasselbe   recht  wohl   .andere  Dimensionen   desselben   eu 

inde  legen ,  als  heim  Uebergange  auf  die  Kngel. 

Dem  sphüriachen  Radiusveclor  r  enisprichtder  spharoidische  Vector 

kiat'm  m  das  Vergröaserungsverhöltniss  für  den  Endpunkt  des  Vectors  ist, 

ttfldxwar  TBt  /oj,m^- 0,115...  (o/i'9>.s>n  SP.?* 

0,145  ...  ein  Drittheil  des  Modulna  ilea  gemeinen  Logarithmonsystema, 
y  Brritennnterachied  dea  betreffenden  rnnhles,  für  den  m  gilt,  gegen  den 

Coordinatenanfang  (auf  der  Kugel  gemessen  und  in  Bogen  angegeben). 


Iteli 


s  geoiliiaiBclie  Untern 


itlit  kommenden  Unlerschicd  EMlseh 
in<!  der  Rielitiingen  i),Qi  re*p.  Or 


lohnngen,  AbBcliailt  X, 


.  Netze.  1 
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Für  den  Radinsvector  sind  ferner 

wenn    das    spbjfrisclio   Azimnt    des    Radinsvector    im    CoordinÄtenanfiinge 
gleich  ('„,  dRS  Bphüroidisehe  aber  gleich  fo  + Vo  gesetst  wird,  und  im  End-  « 
punkte    des    sphärischen    Radinsvector    das   Azimut    desselben    ISO"  4-  '^H 
beträgt.  .fl 

16. 

Eb  sollen  jetzt  über  den  Znsnmmensclilusa  trig<^no  nie  tri  scher  Netze 
einige  BemerkangeD,  an  Beispiele»  Auknilprcnd,  gemacht  werden. 

Vier  Binzeinetze  mit  je  einer  Baeis  seien  für  sich  nach  der  directen 
Methode  aasgeglichen,  stoSSen  nber  so  znsnmmen ,  dnss  sie  ein  Krnnz- 
system  bilden.  Es  mögen  die  Nstze  I  und  2,  2  nnd  3,  3  and  4,  4  und  l  in 
einzelnen  Pankten  zusnmnicntrefrcn ;  I  nnd  2  in  2  Punkten,  2  und  3  in  3 
solchen,  3  and  4  in  4  solchen,  und  4  nnd  1  in  nur  einen)  solchen. 

Die  Einzelausgleichnngen  geben  vier  Normalgleichungasystemo  und 
deren  Coefficienten  müssen  non  mit  benutzt  werden,  um  wettere  Verbesse- 
rimgen  der  sphäroidischenCoordinaten  der  vier  Netne  zu  berechnen.  Aller- 
dings gelten  diese  Coeflicienton  nur  für  die  nichtiiberlragenen  Coordinalen 
streng,  da  jedoch  die  weiteren  Goordinnten Verbesserungen  kleine  Grössen 
sind,  so  würde  auf  dieselben  die  Uebertragang  (so  lange  das  Vergrösse- 
rungsverbüttuiss  m  nahezu  gleich  I  bleibt]  wenig  Einflnss  äussern,  so  dnss 
man  die  Coefficienten  der  Normalgleichungen  ungeüudert  beibehalten  kann. 

Diese  bedarf  man  bekanntlich,  um  die  zweiten  Aendcrnngeu  derCoor- 
dinaton  zu  ermitteln,  die  die  Bedingungsgleichungeu  orbciscben  ,  welche 
ans  dem  Zusammen  seht  nss  der  Netze  hervorgehen.  Nach  den  mehrerwälm- 
len  Formeln  von  Hansen  lassen  sich  auch  die  Gewichte  der  so  geänderten 
Coordinalen  angeben,  ebenso  die  von  Functionen  derselben,  was  deshalb 
wichtig  ist,  weil  man  den  geschlossenen  Nctzcnmplex  doch  auf  ein  Coordi- 
natonsystem  bezieben,  nicht  aber  die  vier  Systeme  der  Einzolnetee  beibe- 
halten wird. 

Die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungeu  anlangend,  so  giebt  der 
.Schlnss  der  Netze  1  und  2  eine  solche,  die  man  erhält,  wenn  man  die  An- 
schlussseite aus  den  sphKroidi selten  Coordinaten  der  Eudpunkte  in  beiden 
Systemen  berechnet  und  die  Aenderungen  in  der  Lange  der  Ansclilussseite 
durch  die  noch  unbekannten  Aenderungen  der  Conrdinaten  ausdrückt;  die 
um  diese  Aen^ernngen  verbesserten  Längen  der  Anschlusssoite  müssen 
gleich  sein.  Für  Netz  1  sei  nHmlich  die  Anschlussseite  die  Verbindung  von 
den  Punkten 

f  und  A;    die  Länge  i'i^^/; 
für  Netz  2  sei  die  Anschlussseite  die  Verbindung  von  den  Punkten 
i'  und  A';  die  L£nge  ik'=f, 
so  erhäit  die  .Bfit^^uogagleidiiuig  die  Form  \ 


(ttodii«  beziehen  sicli  auf  die  zweiten CoordinfttenTerbessernngenimNetzel, 

p'  und  v'  ebenso  auf  diejenigen  im  Netze  2. 

Der  ZnsAmmoDschluss  der  Netze  2  und  3  giebt  noch  drei  OleichungCD, 
I  4«  ein  Dreieck  drei  beatimmende  Stücke  bnt,  der  Zosammenscblnss  von 
Het>  3  und  4  gißbt  cbenao  für  vier  AnscblDäspnnkto  filnr  Gleichungen.    Im 
fC^Qzen  hat  man  also  schon  neun  zu  erfüllende  BcdingnngBgleichiiiigen. 

i  diesen  treten  noch  zwei  Gleictiungeu,  indem  der  ans  den  vier 
Hetzen  gebildete  Kranz  sich  schliesät:  Netz  4  und  Nota  1  haben  nach  der 
Toranssetznng  einen  gemeinsamen  Fankt.  Die  Aufstellung  dieser  zwei 
Oleiclmngen  macht  einige  Schwierigkeit  nnd  erfordert  etwa  Folgendes. 

Man  denkt  sich  an  sämmtliche  Coordioilten  die  noch  unbekannten 
weiten  Verb eHaernn gen  angebracht;  da  alsdann  Netz  1  und  2,  2  nnd  3,  3 
nnd  4  Busammengestosscn  werden  hiinnen,  indem  ja  ihre  Anschlnssfignren 
mit  einander  identisch  geworden  sind,  so  bilden  diese  Tier  Netze  eine  Art 
Ureiecksnelz.  In  demselben  wird  der  AnschluHSpankt  für  die  Netze  l  nnd  4 
Ifippelt  erscheinen.  Man  kann  nun  nflenbar  die  Coordinaten  dieses  Punktes 
B  Netze  4  berechnen  aus  denen  im  Netze  I,  indem  man  die  übrigen  Netze 
R  Hilfe  nimmt.  Es  ist  dies  eine  beschwerliche  Arbeit,  um  so  mehr,  als  man 
,  welche  in  die  Uecbnung  eingehen,  mit  ihren  noch  unbe- 
ha weiten  Verbeasemngen  an  versehen  hat.') 

Uieaslicb  ergiebt  sich  für  jede  der  beiden  Coordiuaten  eine  Gleich- 
gl  der  Form 

ff+P  =  R'+/"Ce,.  *i.  e*.  ^t>  Ps.  ^t^  e..  fJ. 

arin  bedenten  R  die  Coordinate  des  Anschlusspunktes  im  Netze  4  nach 

der  ersten  Ausgleiühung, 
Q  deren  zweite  Verbesserung, 

fl'  die  berechnete  Grösse  derselben  Coordiuate,  soweit  die- 
,  aus  den  ersten  Ausgleichungen  bekann- 
ten Theilen  der  Coordinaten  abhängt, 
/■{■/.)  derjenige  Theil  dieses  Werthes,    welcher  von    den 
zweiten  Verbessernageu  abhüngt. 
Hat   man   einmal   die    11   Bedingiingsgleicliungen,    so  ist  die    weitere 
ichnang  nicht  schwierig  und   nach   bekannten  Formeln   in  kurzer  Zeit 
nsfUbrbar. 


Ein  Dreiecksnelz,  welches  über  40  Funkle  zählt,  wird  man  gewöhnlich 
i  Tbeile  zerlegen  von  circa  25  bis  30  Punkten.  Liegt  in  jedem  solchen 
9'bßile  eine  Basis,  so  wird  man  Jeden  Theil  mit  lülfe  derselben  ausgleichen 
-  ihn  also  auf  eine  Kugel  Übertragen  und  Coordinaten  für  einen  möglichst 


Krcuzsyatemen   vergloicLe  i 

den  „Astron.  Naehc."  Bd.  1t,  -«>  VW 


die 
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im  Centram  gelegenen  Ursprnng  berechnen,  die  verbesserten  Coordinaten 
sber  auf  das  Spbäroid  zarücktriigeQ  —  und  die  Theile  Ähnlich  wie  oben 
zusnmmonfltoesen  •). 

Enthält  ein  solcher  Theil  keine  Basis,  so  verfahre  man  wie  folgt**): 
Mhh  bilde  die  Normalgleicbiingen  wie  gewühniich,  die  man  aber  nicht 
vollständig  auflösen  kann.  Es  IiSngt  jedoch  der  hetrefleode  Netztheil  mit 
nnderen  zusammon ,  von  denen  einer  eine  Basis  enthalten  möge  und  man 
kann  nun  die  fiedingangsgleicbungen  des  Anschlusses  benutzen,  um  die, 
Nonnalgleichnngen  in  rollstündig  aufläsbare  an  verwandeln. 
Seien  nämlich 

0  =  (J/)+(a!.)i  +  (46)»  +  (ic)! 

die  Normalgleichungen  des  betreffenden  Theiles, 

0  =  (ft  0  +  C«  0'  ^'  +  C*  *)'y'+  C* '')''' 

0  =  (<:0'+  C«  0'-^'+  {.''cy9  +  Ccc)V 
dieselben  für  den  eine  Basis  enthaltenilen Theil,  endlich  sei  dieBcdingi 
gteichung  für  die  UebereinstininiHng  der  LSngen  einer  Änschlussseite 

so  kann  man  zwar  die  ersten  Coordinatenvetbesserungen  r' if' z  berechnen, 
dagegen  x,  y  nnd  z  nur,  indem  man  x  und  J/  durch  £  anadrückt. 
Schreibt  man  jedoch  zu  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
Glieder 

+  Bift     -t-nÄ;      ■\-m'k     n  k; 
substituirt  alsdann  für  k  im  zweiten  Systeme  den  Wertb 

k  =  k'+m-x'  +  ny\ 
fiir  k  im  ersten  Systeme  den  gleich  grossen 

k  =  k'—f—mx  —  ny, 
so  lassen  sich  ans  den  beiden  Normnlgleichungssystemen  einzeln  die  Ui 
beknnnten  finden.  Die  Gliedei-  mit  k'  werden  selbstverständlich  dabei  weg- 
gelassen und  gehen  erst  später  in  die  Keclinnng  ein,  wenn  die  sümmtlichen 
Bedingiingsglcichungen  (und  die  oben  bennlzle  auch  mit)  zugezogen  wor- 
den. Der  Fehler  also,  der  durch  das  Wegbleiben  der  A-Glieder  entsteht, 
wird  später  verbessert,  und  es  bezieht  sich  dies  auch  auf  die  Gowichls- 
grössen.  So  entsprechen  die  Unbekannten  und  deren  Gewichte,  welche 
aus  dem  zweiten  Normalgleichungssysteme  nach  dessen  Abänderung  her- 

•)  Es  vorsteht  sich  von  selbst,   daaa  die  UrspriingE   Art  Syst 
grapliiarhe  Luge  anf  dem  Ellipsoide  bekannt  sein  niuss,  nach  erfolg;ter  zweiter  Ver 
beweruni;  der  Coordinalen  kleine  Verschiebungen  und  die  Aien  der  Sjsteme  kloiM 
Drehnngen  erhallüii  müsaen,  damit  die  Natic  nioliV  allein  E»>aninienpa»ie 
Mneh  mimmmeatretten. 

"•)  Sf/ta  rergleiobn  Ba 
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den  ersten  Coordinatenverbesscrungen  und 
Basis  enthaltenden  Netztheile  und  es  wird  der 
litlolung  der  zweiten  Verbesaeruagen*). 

Die  Ansgleichungsmethoda  von  Schlaiermaoher  und  TTutersachnog 
ihrer  Anwendbarkeit  anf  Riohtangsbeobaohtungen. 

Nach  dem,  was  Verfnsber  im  3.  Baude  der  höheren  Geodäsie  von,Pi- 
r  (Darnistadt  184ö)  gefuudun  hat,  besteht  die  genannte  Aüsgleichungs- 
ini  Folgendear 
die  Winkel  «,  e^  n, . . . 


bestehen  zwischen  den  Wiukeln  je 


t  Station  allein  Gleichungen  der 


I  gleich  +  1  oder  Null, 


,  +  *..«,  +  *.«,+  ■.., 


*J  In  meinen  Studien  über  ratioaelle  VermesaungSTi  hat  siuh  im  24.  Absvhnilte 
(pag>  9tt  des  vor.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift]  ein  Formel  fehler  oiugesdiliuhen. 
El  muBS  daselbst  heisscn  anstatt;  „Z.  B,  die  Function  des  »'"  Grades  von  x  und 
r  Btc"  Die  Function  t=^f(x,}/)  der  Constiinten  x  und  y  nud  irgend  zweier  Ver- 
.Inderlichen  [die  anch  von  einer  dritten  nbhängen  können]  gieht  xa  den  Nühe- 
'nngswerlhen  x^  nnd  j/^  einen  Werth   :,   und  es  ist  für  die  Vorb  esse  mögen  dieser 

d'c  dy 

td«r  auch 


ü^-  — +  ^  ■ 


■Aicrin  werden  die  ^i  mit  Hilfe 


Deoliauhtungea  imd 

^vreiligen  Werttie  dar  Variabeln  unter  Substitution 
Iwiint.  Die  lineare  Gleichung'  in  der  letzteren  For 
Qleiehung    einer    sobatituirteu   Geraden,    die    im   Abstandi 


( 


und  ^  mit  Hilfe  der 

da 

x„  nnd  y„  für  x  und  y  be- 
inn  man  betrachten  als  die 

Tan- 


parallel   i 


!  Prä- 


genta  der  Curve  fi,x,y)  im  Punkte  Xg,  y^  lUiift  und  diese  Cnrre  zu  o 
Jede  Beobachtung  i;iebt  infolge  geänderter  Werthe  der  Tariabeln  t 
Cnrve  und  eine  andere  »ubstituirte  Gerade. 

Nach   erfulgter  Ausgleichung  gehört  su  der  Babstttuiiten  Geraden  e 
H,  die  der  Neigung  y  der  Geraden  gegen  die  A^e  der  x  entspricht,  wo 
er    dl 

war  an  B  gehörende  mittlere  Fehler  ist  der  mittlere  Fehler  in  dem  ausgeglichenen 
Vertbe  von  —  ,  womit  also  auch  nach  wenig  Rechnung  der  mittlere  Fehler  der 
WkP'Vi  dwt  «wgeglklienen  Oooatuitea  «  and f  angegeben  werden  Ilvw. 
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ßnliHlt  mnn  nls KeprXeentaiit  äieaerGleichungsaohaaieD  Cäx  jeden FiiDktifl 
nur  oiu«  Qlciohuug  bei,  so  bat  man  zuiifichst  die  Gleichungen 

!0  =  I,  a,  +  t,  txt  +  t,  a,  +  ... 
f>^h"yi  +  h"  Y,+h  /.+■■■ 
0  =  f,-i,+h"'  it+h"  S,  +  ■  ■  ■ 


Uiu  Wiiikol  Torscbiotlener  Slatioaei 
eckswtiikol  AuT,  diu  Dreiecke  setzen  sicli  i 
buittou  UmtitHiidu  vnrnnlasseu  das  Auflrc 
dinguiigs^leichuugeu.     Erstere  enibultüa 


i  treten  im  Netze  auch  als  Drel-| 
■,n  Tolygoneu  zusainnien  »od  die«« 
icu    t\er   Winkel'   und  Seiteubo- 
iuimer  nur  drei  Winkel,    die  in 
einer  anderen  WiukolbodingQngsgleichuug  nicbt  wieder  auftreten  —  nnd  \ 
biorin  liegt  der  Kern  der  vurliegeuden  Methode. 
Dm    SyKtem    der    Winkplgleicbungea     und 
dnrob  folgende  Gloicbuugeu  vertreten  werden: 

!O  =  0,  +  ß,  +  Y, 
'>  =  «,  +  Ä  +  aa 
0^-j  +  rt+^i 


Seiteuj 


+  C.'(»,  +  Pj>  +  ft'A  +  - 
+  fi''h  +  lh"  l-i+ft"  7>  +  - 

«ftrin  die  p  irgend  welch«  Zahlvnvertlie  «nuehmea  werden,  sowie  v 
gCMUl  Ut,  d«u  di«  Sf  nilKile  «,  ^  }-,  4  n.  a.  f.  nur  noch  kleine  Verb« 
(«a  der  Be«tMwlitiuig:^Tfie>»Mi  b«d«at«a.     Die  sogcitannleB  AhaoUtglicdw' 
int  OUivlMmgva  I,  II,  DI,  welch«  dnteh  Eiunihrvog  der  Beobaektoag«- 
wwrtlw  ooUlvlWB,  sind  d«r  GimTaclikeit  we^n  weg];eU»«tt. 

U«  a«  dm  «»knclMtalkhslaB;  6tm  B«obacknagea  noli  BÖglicliat  «b- 
I  Wwth«  n  yh^f .  mmM  imb  i 


«.*'" 


v«!^^^" 


+ft  ^h+^'-fft+m"-!*  +  -  +^~•«,+^•'**,+^,-rf*,+... 


» 


■ 
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Die 

lotste 

Gleichung  giebl  folgeede  GleicIiüngsaystumQ; 

IV. 

J  «,  =  >,",  + ',  +  !■,<•• 

S 

V. 

1 

vn. 

(/,  =  •■"■',  +  *.  +  (>,"« 
»1  =  ■.'"«. +  ».  +  (•■"' 

1 

UicHB  Systemo  in  Veibiudung  mit  1,  II,  III  geben  Allüs,  was  uöthig  iat 
tut  AuriüGiiug. 

Nach  Scbloiermaclier's  Methode  sind  nun  in  die  GleicLiiGgcn  II 
die  Gluichangeu  IV,  V  a.  s.  f.  eiozuführoa  und  zuMge  einer  schon  erwähnten 
Eigeuthiimlichkeit  dciGIeichuugeuII  giebt  nun  jede  dereolben  eine  einfache 
Btistimoiunggleichuiig  für  eines  der  h.  Es  werden  dieae  durch  die  a,  c  n.e.f. 
Kusged rückt  und  es  künnea  daher  die  h  t^Kmmtlicb  nus  den,  durch  Eiusotuen 
der  Wertbe  der  o,  (J,  .  - .  aus  IV,  V,  . . .  abgeänderten  Gleichungen  I  und  III 
Buirernt  werden.  Dieao  Gleicbnugen  etilbalten  dann  nur  noch  die  a  und  c 
uud  müssen  nie  gewöhnlich  aufgelöst  werden.  Im  obigen  Beispiele  gobon 
die  Gleichungen  II  über  in  die  Gleichungen 

U^  +  ^«,  +  f/ ",  +  (,"\  +  c  (^  +  f^'  +  ^,"')  =0 

3  tj + (3-.,  + 1;\  +  £;■'-<,  +  c  (p, + f./'+  ftj'") = 0. 

Werden  die  hieraus  folgenden  i -Wertbe  in  die  Gleichungen  1  und  UI 
eingesetzt,  so  hängt  nlsdann  die  endliche  Auflösung  von  soviel  Gleichnugen 
»b.  als  in  System  I  und  III  vorkommen.  Die  Sielboden  von  Gauss,  ISes- 
lel  und  Hansen  erfordern  aber  die  Auflösung  eines  Systemes  Gleichun- 
gen ,  das  an  Anzahl  denen  der  Systeme  II  und  III  gleichkommt  (da  sio  die 
Ausgleicbnng  der  Stationen  ,  enl^prechond  den  Gleichungen  I,  im  Voraus 
bewirken).  Sobald  alsoSysteni  II  weniger  Gleichungen  enthalt  als  System  I, 
bat  man  nach  Schleiermacbor  doch  zuletzt  mebr'Gleichnngen  aufitn- 
löaen,  als  nach  Gauss,  Bessel  oder  Hansen.  Erstere  Methode  kann 
also  binsicbyicb  der  Anzahl  aufzulösender  Gleichungen  im  Vortheil  nur 
dann  sein,  wenn  erheblich  mehr  Winkelbedingungsgleichungeo  vorliegen, 
als  Gleichnugen  zwischen  den  Winkelu  je  einer  Station,  und  dies  ündet  nur 
li  kluineu  Laude striaugulatioucn  statt,  wo  mit  dem  ßupetitiousthoodolit 
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er  Station  viele  Eiascbnitte  aaf  ver- 
if  denselben  Funkt  vorkommBn.  Für 
raacber's  Heibodo  entworfen, 
az  verloren,  wenn  mau  sie  auf  Ricb- 
Scbon  im  einfacheo  Falle  reiner  Rich- 
a  übjecte  in  Gjris  vereinigen)  gelangt 


gearbeitet  wird,  überhaupt  anf  e 
acbiedene  Punkte,  dagegen  wenig 
solche  Fälle  nur  ist  auch  Sclileit 

Das  Wesen  derselben  gebt  ( 
tnngsbeohacbtungen  anwenden  will 
tUDgsbeobachlUDgeu  (die  immer  a 
man  zu  unerquicklichen  Formelo. 

Bezeichnet  maa  die  Kichtongen  von  A  nach  B,  C  u.  s.  f.  mit  ^,  J, 
von  B  nach  A,  C  u.  s.  f.  mit  ß,  ß,  a.  s.  f.,  so  geben  die  Gleicbungen  II  über 
in  die  Gleichungen  II*  —  die  Gleichungen  I  fallen  natürlich  ganz  aus 

!0  =  ^3  —  .^3  +  ^,  -  Zfj  +  f,  ^  (', 


II» 


und  weil  jetat  In  jeder  solchen  Gleichung  auch  Unbekannte  sich  finden, 
die  Bchon  in  einer  anderen  desselben  Sjstemes  11*  stehen,  so  geben  diess 
Gleichungen  auch  keine  einfachen  Bestimmungen  f(ir  die  Hilfsgrössen 

Die  Systeme  111,  IV  u.  s.  f.  gehen  über  iu 
III*.    0  =  ^,.^,  +  ^3^s  +  --+t^i'A  +  fa'-Ö.+---+Ci"t',+f,"fi  +  . 
,  ^,=-fi,-ft^  +  f.,.+... 

1   ^.=        ft,  +  t,  +  „,c  +  ... 


VI». 

fi,  =      '',+>,  +  C,'e  +  .  . . 
Ä,  — 1,          +»,■<■  +  ... 
«,=-',        +I..V  +  ... 

vn«. 

und  damit  System  II* 

in  folgendes  ober,  worin  die 

0=  eti+atj  — a/'j  +  .'x +. .. 
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irelcbe  OleichnDgen  immer  mebrere  b  enthalten ,  also  nach  diesen  b  so 
leicht  nicbt  aufgelöst  werden  küniien,  und  gewiss  nm  so  mehr,  wenn  nicht 
leine  Richtuugsbeobaclitungou  vorliegen. 

Hiernach  ersclieint  doch  wolil  die  Anwendung  der 
Schleiermecher'acheii  Meth'odo  auf  Hieb  tun  gaboobacii  tun  gen 
nicbt  räthlich. 

Einige  allgemeine  Bemetkungen  tn  der  Bereohniiiig 

Ton  Richtnngsbeobachtnngen. 

Wird  angenommen,  dnas  immer  ein  Nullpunkt  bei  jedem  Gyrus  eingo- 

ecbnitten  wird,  sn  laaaen  »ich  für  einen  Satz  von  je  vier  Einstellungen  auf 

ein  Object  die  Beobaehlungsfehler  der  Einschnitte  nach  den  Objecten  0,  A^ 

ß,  C  —  wie  folgt  darstellen : 

für  0  ^0  +  Po 
„  A  S^Jr  v„ 
„  ß    Si+  vt 

„  c  a,  +vt, 

worin  ddie  Beobachtungafehler  im  engeren  Sinne  (strenger:  die  Mittel  ans 
vier  Bolchen),  6  die  periodiitcben  und  znfülligen  Tlieilungsfehler  hedeuten, 
Wiederholt  man  den  Gyrua  bei  derarlben  Lage,  so  bleiben  die  S  dieselben, 
nur  die  v  ändern  sich;  dreht  man  den  Kreis  nur  ein  paar  Striche  fort,  sc 
£ndera  sich  in  6  die  KufSlligen  Glieder,  die  periodischen  bleiben  dieselben 

Der  mittlere  Worlh  von  v  (oder  der  doppelte  Betrag  des  Beobach' 
tnngafehlers  im  engeren  Sinne)  schwankt  swischen  einer  halben  Secunde 
Und  2wei  Secunden,  ebenso  B  zwischen  ein  paar  ZehnteUecnnden  und  mc 
reren  Secunden,  je  nach  der  Güte  des  Instrumentes,  und  so  viel  seheint  di 
Verfasser  erwiesen,  dass  in  vielen  Fällen  bei  besseren  tragbaren  Instru- 
menten 6  zwar  etwas  kleiner  als  v,  jedoch  nicht  betrüchtlich  kleiner  sein 
wird.     Doch  hat  sich  jeder  Beobachter  hierfiber  nüber  zu  unterrichten. 

Ist  p  beträchtlich  grösser  als  ö,  so  kann  mit  VernachlSssigung 
von  d  die  Ausgleichung  der  Bcobachtangen  wie  üblich  erfolgen. 

Ist  aber  6  beträcbtlieh  grüsser  als  v,  dann  hat  in  einfachster 
Webe  die  Vereinigung  der  Messungen  einer  Station  zu  orfulgen,  indem 
man.  falls  nur  alle  Sätze  den  Nidlpunkt  enthallen,  zunächst  alle  Sätze  der- 
selben Kreislage  zu  einem  Mittel  vereinigt  und  diese  Mittel  mit  gleichen 
Gewichten  zu  einem  weiteren  Mittel  nach  der  üblichen  AuügleichangB- 
uetbode. 

Sei  beobachtet  in  1.  Kreislage     0,     A^     ß^     C\     //, 


I. 


A,     D, 


0, 
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oad  in  3.  Kreislage   0^    A^ 


3.         „ 

3.         „ 
und  die  AbleGung^  fär  0  immer  i 
NäberungBrecbnung  genügt  — 
für  die  1.  Kroielage    0 


4,     -ßs 


if  Null  reducirl,  so  setze  mau  —  fallfl  eine 


i£A^     i^ßi     i£Ci     4£/>, 

„     „    2.  „  Oj     ISA^         Bj        i^Cj       I>t 

„     »    3-  ..  ''s     i^-is      i^^a     i^f^i     1-2ÖS 

und  die  Wcrtho  dieser  drei  Kreislagen  und  der  sonst  vurbaodeucu  werdes 

nun  iu  abliclier  Weise  susgegliclieu,  wobei  die  lÜubtuugcu  alle  mit  glei- 

cbem  Gewicht  einzufubrcu  sind. 

Sollte  einmal  der  Nullpunkt  nicbt  eiugesclinitteu  sein ,  z.  B.  , 

in  der  4.  Kreislage   0^     A^     Bf 

O4      ^*      ^4      Ct 


iicbr  zu  erläuternde  streng 
icb  stlion  bei  dau  anJevei 


B  Vorfabren  au- 
Ireislageu  anzu- 


1  wahrschei 


SU  bat  man  jcdeut'HlJs 
suweuden,  welches  ric 
wenden  ist. 

Ist  tiänilicb  0^  immer  auf  Null  reducirt,  ho  bat  man  dl 
licbHtcu  Ablesungen  in  der  Form 

Ö4  +  0*       'ii  +  ö/+  "4       ^4  +  C+  h      ^*  +  K'+ 
'>*  +  ",'     -^4 +  ^4'+ "4'     A  +  C+V    c^  +  V+ 
O^  +  Ot"     ^4  +  O'u"     ^4+C+^'     '^4  +  ^/"+ 
die  Ablesungen  (\  +  Sf"'+c^  und  0^  +  OJ"  babeu  das  Gewicbt  Null  im 
TorliegBuden  Beispiele, 

die  o,  a,  bf  c  giud  Beobachtnngsfeliler  im  engereu  Sinne, 
die  d    sind  die  TbeiiuDgsfehler  in  Beding  auf  deu  Tbeilstricb  der  Null- 
riebtung. 

Welchen  Betrag  die  S  auch  haben,  jedenfalls  kann  man  für  deuAngen- 
blick  die  S  zu  den  A,  B,  C  resp,  sdilageu  und  setzen 

■*4  +  ^4'  =  %  £4  +  j;'=  ^t   C4  +  3,'"=  e,  n.  s.  f. 

und  mithin  bat  mau  uun  die  Ablesnngcu  in  der  Form 

Ot  +  o^  Sl4  +  a*       «4  +  ^4     {64  +  '-4) 

0^  +  o^'  a<  +  «;      334 +  V      64  +  ^/ 

{O4  +  O4")  ^4  +  «/'  84  +  '-;'  6. +  «^4" 
Jetzt  erkennt  man  sofort,  dass  die  Gyri  derselben  Kreis- 
lage ao  zu  vereiuigen  sind,  wie  die  sogenannte  Stationsaus- 
gleicbung  nach  Bessel  und  Haaaen  erfolgt.  Hierbei  kommt 
die  relative  Grösse  der  Tb  eiluugsfoblerd  und  BeobachtungS' 
fehler  p  aoch  ^Ar  nicht  in  Finge. 


Von  Dr.  IIelheut. 

Es  mögen  sich  nun  Huf  diese  Art  ergeben    (anter  Redaclio 
IcBong  ftir  die  Nnllriulitung  auf  Mall)  , 

für  die  ].  KreisIagB    0,     ^^     ©j     6, 


Ö. 


%t      ©4      6,. 


Da  die  Theiliingsfebler  als  vmwiegeDd  angesehen  worden,  so  unter- 
scheiden sieb  diese  Wertho  nur  wcseutliuh  durch  die  Theilungsfchler  nnd 
UXD  hat  daher  auch  jedem  dieser  Werthe  daa  Gewicht  1  beizulegen,  oder 
Null,  rallü  die  belrelTeDdo  Richtung  in  allen  Gyris  der  Kreislage  nicht  vor- 
kam. Die  Ausgleichung  dieser  Werthe  erfolgt  ako  wieder  nach  BeBsel's 
und  Hanseu's  Formeln. 

Bei  AuwenduDg  der  directen  (Coordinaten-)  Aneglcichung  würde  man 
diese  Werthe  0,  %,  iß,  6  als  Beotachtuugswertbe  zur  Aufstellung  der 
Fehlergleich uogeu  vorwenden. 

Sind  dieTheihiugsfebler  S  und  die  !>  nahe  ku  gleich  gross 
im  Mittel,  so  würde  eine  strenge  Ausgleichung  erheblich  schwierig  sein 
(doch  ausführbar,  sobald  die  r(:lative  iiiiUlore  Grösse  von  ä  und  v  bekannt 
wSre).  Die  einzige  Aushilfe  bietet  die  Beobachtungsmethodo:  möglichst 
wenig  G^ri  bei  derselben  Kreislage zunehmeu;  aho  wo  möglich  nach  jedem 
GjrDB  den  Kreis  wenigstens  ein  paar  Theilstricbe  zu  drehen.  Dann  is  est 
ziemlich  gleichgiltig,  wie  mHn  ansgldiuht  —  man  kann  mit  demselben 
Rechte  die  Theilungüfohler  ganz  voriiachlüssigon  und  wie  üblich  ausglei- 
chen; oder  aber  erst  für  jede  Kreislage  ausgleichen  und  die  Resultate  als 
einfache  Gyri  betrachten  und  ansgleichen. 

Auf  einen  Funkt  möchte  noch  hingewiesen  werden:  Die  Ausgleichung 
wird  um  so  einf«chpr,  je  weniger  verschiedenartig  die  Gruppirung  der 
Paukte  zuGyris  ist;  jedoch  alle  Punkte  immer  in  einen  Gyrus  au  vereinigen 
ist  nicht  rätblich  und  wird  auch  an  Einstellungsarbeit  nichts  gespart,  sobald 
ihre  Anzahl  grösser  als  4  bis  5  ist  Hat  man  sich  nun  aus  sSmmtlichen  Üb- 
jecten  eine  Anzahl  Gruppen  zu  je  3  bis  5  gebildet,  die  man  in  verschiedenen 
Kroialagen  beobachlul,  so  ist  es  wUnschenswerth,  von  diesen  Gruppen  auch 
nur  vollzählige  Gyri  zu  erhalten,  die  mau  alsdann  für  jede  Gruppe  zu 
.  einem  Mittel  zusammcuzicht.  Doch  ereignet  es  sich  wobi,  dass  ein  Punkt 
in  einem  Gyrus  einmal  verldren  geht.  Sobald  nun  ä  nahezu  gleich  v  ist, 
kann  man  rocht  wohl  diesen  Gyrus  ergänzen,  indem  man  zwei  der  Objecto 
dea  Gyrus  nachtrSglich  mit  dem  fehlenden  verbindet.  Man  habe  z.  B.  er- 
halten 

in  der  2.  Kreislago    0,     A^     B^     C^     fehlt  /)„ 
so  beobachte  man  etwa  noch 

in  deraelben  Lage    »,'  6',' 
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ist  iler  Zuattmraenbiaig  obiger  Preisfrage  mit  dem  Themn  nnacrer  Abband- 
Inng  ersichtticb. 

Aber  aucli  abgespben  von  dei'  auBgedehntcn  Anwendung  bei  der  Con- 
stTüction  unbekannlPT  Diirchschnillspunkto  geometriscber  Cnrven ,  besitzt 
der  Gegenstand  dieser  Abhandlnog  an  sich  eine  Bedeutung  für  die  Gen- 
metric.  Sind  nämlich  in  einer  Ebene  eine  geaugende  Zahl  von  reellen 
Punkten  gegeben,  wodurch  eine  gewisse  Curve  A' der  n""  Ordnung  be- 
stiromt  wird,  so  Ist  es  nach  bekannten  Principien  immer  möglich,  zwei  pro- 
jectivische  Gebilde  (Curvenbiiscbol)  festzustellen,  welche  durch  den  Durch- 
schnitt ihrer  entsprechenden  Elemente  die  Curve  A'  erzengen.  Anders  ver- 
hSlt  sich  aber  die  Sache,  wenn  nuter  den  gegebenen,  die  Cnrve  A'  boetim- 
menden  Punkten  auch  imaginäre  Funkte  enthalten  sein  sollten,  welche,  wie 
man  weiss,  nur  als  Dnrchschnittspunkte  gegebener  Cnrven  daralellbar  sind. 
Alsdann  versagen  die  bekannten  Principien  über  Curvenerzengang  ihren 
Dienst.  In  dieser  Abhandlung  ist  nun  der  Versuch  gemacht,  diese  Lücke 
in  der  Geometrie  theilweise  anszufilllen ,  und  zwar  dadurch,  dnss  gezeigt 
werden  soll,  wie  Curven  durch  projcctiviscbe  Gebilde  auch  dann  erzeugt 
werden  können,  wenn  sie  nicht  direct  durch  Punkte  in  der  Ebene,  sondern 
durch  unbekannte  Durchschnittspunkte  gegebener  Cnrven  bestimmt  sind; 
wobei  es  also  gleichgillig  bleibt,  ob  diese  Schnittpunkte  reell  oder  im«- 
ginür  sind. 

§1- 

Ueber  Carvenerzengnng  im  Allgemeinen, 
Ut  ii  eine  Cnrve  der  n^"  Ordnung,  gegeben  durch  die  J  't  C"  +  3)  reel- 
len Pnnkto 

Bo  können  immer  zwei  projectivisohe  Cnrvenbiischel  der  n''''"  und  m"'"" 
(H'+n"=n)  Ordnung  festgestellt  werden,  welche  durch  den  Durchschnitt 
ihrer  entsprechenden  Eleulente  die  Curve  A'  erzeugen.  Dns  hierher  ge- 
hörige Theorem  ist  von  den  boriihmteu  Mathematikern  Chasles  und  Jon- 
quidrea  aufgestellt  und  von  denselben  wie  folgt  ausgesprochen  worden: 
Soll  eine  durch  •»  (fl-|- 3)  Punkte  gegebene  Cnrve  Ader»*" 

■    Ordnung    durch    zwei    projectivische   CarvenbUschel  der   n''"" 
und  h"""  Ordnung  (n'-f-n'^n)  erzeugt  werden,  so  dürfen  von  den 

i|n'(„-+3)-|.n"Cn"+3)|-2 
Punkten,  welche  die  Basen  derboiden  Büschel  völlig  bestim- 
men, nur  nn"— 1    nicht  beliebig  genommen  werden.     Von  den 
Jn(«-i-.3)  gegebenen  Punkten  der  Curve  A  können  also 

i  !  «'  ("'+  3)  +  ""  C«"+  3)  I  -  2  -  ("'""-  0 
Pnnkte    willkürlich    zu    Basispanklcu     ausgewählt    werden, 

wMhrBnd   mltdana  snV-^  1  Carvenpnnktc   ttbiig  bleibsDi  di« 


IX. 


Uelier  die  Erzeugung  Bolcher  geometriecher  Curven, 

welche  durch  unbekannte  Durchechnittspunkte 

gegebener  Curven  bestimmt  sind. 


Dr.  A.  OuviER, 
r  Mathematik  an  OymnaaiutD  kq  l^cbn(rUtiuB«ii. 


Dipse  Abliandlang  hat  die  Erzfliigiing  solcher  geomolrisclior  Cnrren 
zDiD  GegFnBtatide,  welche  tiiclit  direct  durch  Punkte  in  der  Ebene,  Bondern 
darcb  nnbekaoutc  Scbniltpunkte  gpgebener  Curs-en  bestimmt  sind.  Die 
DSchste  VeranlEissang  zur  Abrnssung  dieiier  Schrift  wurde  durch  die  von 
det  königlichen  Akademie  der  Winäeiischaften  2d  Berlin  ausge  schriebe  De 
mathematische  Proiafrage  gegeben,  in  welcher  neben  der  Forderung  — 
die  aothwendigen  und  aaarei  ch  enden  fundamentalen  Hilfs- 
mittel für  die  Lnsang  der  Anfgaben  des  dritten  Grades  an- 
zugeben —  auch  folgeudcH  Problem  zur  Conatraction  vorgelegt  wurde; 

Wenn  drciaehn  Funkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen 
durch  geometrische  Construction  diejenigen  drei  Funkte  bestimmt 
werden,   welche    mit   den    gegebenen  zosammen  ein  System  von 
sechszehn  Durcbscbnillspunkten  zweier  Curven  der  vierten  Ord- 
nung bilden. 
Dieses  ist  aber  nur  ein  spocielli^s  Beispiel  von  solchen  geometrischen 
Problemen,    in   denen    es  sich   am    die  Construction  unbekannler   Darch- 
schnittspQnkte  gegebener  Curven  handelt.     Wie  mau  weiss,  sind  derartige 
Probleme  dadnrch  zu  lösen,  daas  man  Curven  von  mögücbet  niederer  Ord- 
nung construirt,  die  sich  in  den  unbekannten  Schniilpunklen  der  gegebenen 
Cnrvea    treffen.     Die   zu    lösende  Hilfsaufgabe   reducirt  sich  also  daranf: 
Eine   Curve    zu   erzeugen,  die    nicht   direct  durch   Punkte   in 
der  Ebene,   sondern    ganz  oder  tbeilweise  dnrch  unbekannte 
DarchscbnittspaaLte  gegebener  Caivcn  b&Bt.vmm\.\«\..    l>»xv 
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des  Curvenbiiachels  der  (m — 1)""  Ordnung  gewählt  werden;  wir  nehmen 
die  Punkte 


und   wollen   dioselbeu  in  der  Znkunl't:   die  Grundpnulcte  des  Cum 
btlscbeli  nennen.     Die   iilirigen    unbekniinten  BsHispunkte   dea  Ci 
bliscbels  dagegen  (iollen  zusanimengefasst  den  Namen  Basisrest  erhülti 
es  sind  dies  die  Pankte 

J/i.Vf-J'i.-a||yii-2---!/ 
wobei  die  Zahl  s  den  Werth 

•  =  4C«-0("-2) 

bezeichnet.  Der  Doppelstrich  soll  hierbei  diejenigen  Baaispunkto,  welch« 
als  eigenilich  uubekannt  anzugehen  sind,  von  denen  treanen ,  die  mit  jenen 
—  nach  einer  bekannten  Kigcnschaft  des  Curvenbiiachela  —  von  selbst 
bestimmt  sind. 

Bezeichnen  wir  jetzt  noch  den  unbekannten  Mittelpunkt  des  Strafab 
büschels  mit  x,  so  können  alle  die  unbekannten  Basisputikte 

■  a:,  St^f.  !/b_3  II .'/»_]  .  .  -y— I 
dnrcb  die  Bedingung  gefunden  werden ,  dass  des  aiiharmoniacbe  VerbUl 
nies  des  Strahleubltschels 

aT[n,  ü,  .,.aj„_i] 
gleich  zu  machen  ist  dem  an  hann  du  lachen  VerhSltuisse  des  Cnrvenbtlschl 

(t,i,  ...fcpy,y,.  ..ij„-:,  \\  y._i .  .  .  y,-i)  (0,0,  .  .  .nj._i]. 
Angenommen,  diese  Aufgabe  wäre  gelöst,  so  worden  Strahlenbtlscliel  und 
Currenbäschel  zwei  projectivische  Gebilde,  welche  Eigeuschaft  in  Zukunft 
mit  dem  bekannten  Zeichen  /\  angedeutet  werden  soll,  niso 
X  [<7,  n,  .  .  .  aj.^,]  Ä  (6i*t  ■  -  -  b^yiUt  ■  ■  •  Vn-3  ||  Vn-i  . .  -  J.-O  ("i  "t  -  •  •  «I"-)J), 
alsdann  erzeugeu  beide  Gebilde  durch  den  Darchschnitt  ihrer  entsprechi 
den  Elemente  die  gegebene  Curve  A'. 

Für  die  folgenden  Untersuch nngcn  ist  nun  die  Beantwoilung  di 
stehenden  Frage  von  grosser  Bcdcnlung: 

Wie  viele  Auflösungen  besitzt  im  Allgemeinen 
die  Aufgabe:  Das  anharmonische  Verliältniss  des 
StrahlenbUscbels 

X  [a,a, . . .  "in^il 
gleich  zn  machen  dem   nnbarmo  nisiben  Vcrhal 
des  CurTenbaschela 

(fr.  6. . .  •  bp!/,  p,...  yn-i  \\  l/n-t  ■  ■  -  Jf.-i)  ["i  o, . . .  am-,]  ? 
Ohne  uns  rorläniig  auf  einen  Beweis  einzulassen,  geben  wir  agf  dii 
Frage  folgende  Autwort: 

Die  Aufgabe,  d  as  anhurtnonische  Verb  Üllniss  d 
StrablenbüscheU 

g[gig,...<it,-i] 


ch«fl 
Ibst 

und 
inft 

% 


m 

Von  Dr.  A.  Olivier. 

1 

gleich  an  maclie 

n   dem  anharmonischon  Verliäl 

...   1 

des  CnFTenbUscb 

eis 

1 

(A,6,...6,S'iy,y,,- 

3||  !/,->. ..,V,^,)i:«,r,,. ..«,„_,! 

1 

besitzt  im  Allger 

«=l(«-I}(«-2) 

1 

vocKchiedene  Lii 

nngen. 

1 

Die  Kicbligkeit  diener  B 

elianplung    wird  sich  im  Lanfe  der  weileren              J 

UnterBUcbmig  von  selUet  ergi 

ben. 
Folgenmgfln. 

I.    Indem  wir  ilie  Boelipn 

ansgesprocliene  Belinnptnng  als  ricbl 

gTOr- 

■UMctsen,  giebt  e«  anf  der  Curvn  Ä',  welcbe  ilureb  die  J»  (h+3)  Pnii 

kle 

fc.fc.. 

..6p  «,«,..,«,,_, 

/ 

bestimmt  tat,  za  den  Grundpu 

ikten 

b,b,...h. 

emSyate.nvon«  =  S(«~0( 

1—7)  Punkten 

«e    >ind   die   Mittelpnnkle   vn 

n   eben    si>   vielen  StrablenbUscIieln. 

Di^sc 

Pnokte    sollen    in    il<-r    Znkiin 

rt  den    Nnmen    ProjectJnnspunkt 

n    der 

Ctrve  A"  RHiRlten.     Zu  Jedem 

aoltlien  Projectionspimkfp  von  &'  geh 

>il  ein 

gewisser  nuf  dipse  Curve  fHlIender  Basisrest 

,                                O.'O.".. 

0'„_s  II  Q\-i  .    .  (J',_, 

P.'P.'.. 

('■»^■>||O*--j...0'.-i 

C'C'.. 

PV.!|0',-5...(>'.-l. 

wobei  die  gleicben  Slellenzeiger  im  Exponenten  die  Znsanimengeliö 

igkeit 

{es  jedesmaligen  Projectioiisp 

unktes  nnil  Ba«isres(eN  anndriicken.   — 

ÜPiti 

«taprechend  kann  die  Curve 

k  für  die  angenommmpn  Grnndpnnk 

■^ 

•fdie'.  =  i(«-l)(n-2)ve 

rscbicdenen  Arien 

/"[". "i-OÄ  («','' 

) 

...Vi'.'P.'-t^"-3llP'-v--i>'.- 

) 
) 

/"[«.«.."..«„L.i'äim 

...('pC,'lV...0'-^ll(>'a-!...P'.- 

".",....,,_,] 

hrch  ein  StrahlenbÜBcliel  und 

prnjeclivisches  CnrvenbÜBcliel  der  (w- 

-D" 

II,  Ana  der  Eigenflchaft, 

dasE 

«-i  =  S("-0{ 

-  2)  --lr-.i&i^«,£^^;Ä5-, 

^^^^^H 

2.ii^hHn  r  iv.,t„m.uk  B.  l-kyik.  X 

^^mm^m^^^m^^m 

^^^^^^H 

^ 

^^^^1 
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H  Pnnkte  in  der  Ebene  zur  Bestimninng  einer  Curve  der  (b  —  3)""  Ordnung 

H  gerade  binrciclien,  ergeben  sich  folgende  SHtee,  von  denen  in  der  Zukunft 

^^  nocli  hHnfig  Gebrnncfa  geiuftcht  werden  wird : 

H  a)  Jeder  Basisrest  eines  CurvenhUsehels  der  (»  —  l)>*"f 

H  Ordnung  bestimmt  eine  gewisse  Carve  der  (n  —  S)«* 

■  Ordn 

^L  ß)  Vnn   den   s  Projectionspnnkten    einer  Curve   k'   derj 

^^^^^H  n""  Ordnung  Hogon  immer  (j—  I)  auf  e 

^^^^B  ten  Cntve  der  (n  — 3)'"  Ordnung. 

§2. 
Projectionspunkte  und  tagehörige  Buiareste  auf  Curven  der  dritton  < 
und  vierten  Ordnung. 
Bevor  wir  in  der  allgomcinea  Unlorsuctiung  weiter  forlschroiten ,  wird 
es  am  Platze  sein,  der  Projectionspunkte  und  Basisresto  auf  Curven  der 
dritten  und  vierten  Ordnung  noch  spociell  zn  gedenken  und  diejenigen  we- 
sentlichen Eigeascharicn  hervorzuheben,  welche  sich  später  für  Curven  jo- 
der beliebigen  Ordnung  als  glltig  erweisen  werden. 

T.  Eb  sei  A'  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  gegeben  durch  die  r 


Punkte 
dann  folgt  für 


b,  b,  h,  h,  . 


p  =  ln(«-0  +  t  =  4 
s  =  i(«-l)(«-2)  =  I. 
Also  giebt  es  vier  Grundpunktoj  es  seien  dies  die  Punkte 

(i,  6,  (i,  h„ 

und  einen  Frojection^punkt  P',  doBsen  zngobüriger  Basisrest  {s  —  i),  d.  l 
null  Punkte  besitzt. 

Der  Projcctionspunkt  P^  kann  durch  die  Bediugnng  eriniltelt  werdi 
dnss  das  nnharuioniscfae  VcrhSItuisa  der  fünf  Strahlen 

^[a,.,«....J 
gleich    geniHcht  werden  mnss  dem  anbarmonischen  VerhaltniBse  der  fQo(| 
gegcboucn  Kegelschnitte 

(ö.b,  fr,  6.)  [<,,«,«,«.«,]. 
Man  lege  daher  die  vier  Pnnkte 

einen  Kegelschnitt,  der  durch  das  DoppelverbSitniss 

und  durch  die  vier  Punkte 

einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  das  DoppclverbHltniss 


Von  Dr.  A.  Olivibr. 


3]  5 


Tasst.  Dt^r  vierte  Sclinittpnnkt  dieser  beiden  Kegelschnitte,  welcher  mittelst 
dea  Lineals  allein  conatruirt  worden  kann,  ist  der  geanchte  Projectiona- 
pnnkt  /*■;   Atsdftnn  ut 

f»  [«,  «,  a,  a, «,]  Ä  C-.  fr.  /-,  I',)  ["(  ", ", «.  ''^] 
nnd  die  beiden  ptojeoliviacben  Gebilde:  Kegelscbpittbfischel  und  Stralilen- 
bilschel  erzeugen  die  Gnrve  A". 

Einige   bekannte  Eigenschaften  des  Projectinnspnnktcs    einer  Car»e 
der  dritten  Ordnung  sind  folgende: 

Denkt  man  sich  durch  die  Grnndpunkte 
b,  i,  b,  A« 
eine  zweite  Onrve  Ä  der  dritten  Ordnung  gelegt  nnd  bczeicbnet  den  Pro- 
jectionapunkt  dieser  Curve  in  Bezug  .luf  dieselben  Grundpunkte  mit  $', 
HO  sind  P'  und  $'  die  Mittelpunkte  zweier  prnjectiviscber  StrahlrinbiiscLel, 
welche  denjenigen  Kegolscbuitt  erzeugen,  der  durch  die  ührigeu  fflnf 
Schnittpunkte  von  £' nnd  S  bestimmt  wird.    Dnber  gilt  rolgender  Satz: 

Von  nenn  gemeinscli  n  ftl  i  eh  en  Punkten  zweier 
Curven  der  dritten  Ordnung  bestimmen  irgend  fünf 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Projectionspnnkle 
dieser  Carve  in  Bezug  auf  die  übrigen  vier  Schnitt- 
punkte als  Grundpunkte  geht*), 
Oder  auch: 

DieProjectinnspunkte  sKnimtlicher  Curven  eines 
Cnrvenbiischele  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf 
irgend  vier  Punkte  dcrBnsis  als  Grundpunkte  1  legen 
auf  demjenigen  Kegelschnitt,  der  durch  die  fünf 
übrigen  Punkte  der  Basis  desUüachels  bestimmt  wird. 
Sind  ferner 

lie  neun  Durcbscbnittspunkte  zweier  Curven  J£  und  £  der  dritten  Ordnung 
md  P"  der  Prnjectionspunkt  von  AT  in  Bezug  nnf  die  Punkte 

6,  ft,  6,  b^  , 
owie  p'  der  Projectionaiiunkt  derselben  Curve  in  Besag  «nf  die  l'nnkte 

«t  *i  h  «« . 
lo  geht  nicht  nnr  die  Gorade  P' p\  sondern  anch  die  durch  din 
Unf  Punkte 

h,  h^h,b,p'i, 

IDd 

'ifffll.P' 


*1  Flacker,  Theorie  der  al(r«braiiiohea  Cnrvcn,  8cita  6H. 
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beatiinmten   swei  Kegelschnitte  durch  den  nennt 
piinkt  ti  der  beiden  Onrven  Ä'  nnd  ft"). 
n.   Spilan  ehnnso 

li,  I;..  _b,n,n,..  .  a. 
vieraehn  Piuihle  einer  Ciirve  A*  der  vierten  Ordnung,  so  ist  fi 
'  p=\«{r.~\)  +  y  =  '. 

also  besitzt  die  Cnrve  fi  sieben  Grundpiiiikre 


drei  Projectionspunkte 


11  Grnndpiiiikle  auf  dil 


nnd  augefaörige  DaBiarctite 

f.'  II  ('■' . 
Die  Cnive  Ä'  kann  demnach  für 
drei  versi^liiodoneii  Arten  erzeugt 

'•'[","....",]Ä(»,»i;-.'.s.'u ».')[".".  ■■•«.]  ' 

P'  [«, «. . . .  »■]  Ä  Ci  *.■  ■  ■  ».O.'  II  W)  [«,■..... ",] 
(■•[«.•.••■ » J  Ä  ('.».■■■'.  ».■  II M  [".".■•■",]■ 

In  Bezug  auf  die  Cnnstructioa  der  Projectionspunkte  und  B&Bisrest« 
einer  Curre  der  vierten  Ordnung,  welche  durch  die  Bedingnug  gefunvlei 
werden  können,  dann  das  anharmonische  VerbHIUiisH  der  §ieben  Strahlen 

gleich  gemacht  werden  musR  dein  unharmonischen  Verhüllnisse  der  sieben 
Carven 

{'',h,...b,y,  Hy.JC«.".---"!]. 
verweisen  wir  auf  die  fnlgende  Äbhnndinng: 

,.JnngHirreg,  E^siri  mir  la  grne'ralion  des  eonrbes  gi'nmetrirjues  rl  cti  par- 
lirulifr  siir  relle  de  In  cotirhe  de  qualrit^mc  ordre. 

In  dieser  Abliandliing  ist  die  vollständige  Lösnng  der  Aufgabe  enthal- 
ten, wesbaih  ea  Ubeiflüssig  wäre,  dieselbe  hier  noch  einmnl  zn  wiederholen. 
Dagegen  wollen  wir  noch  eine  merkwürdige  Etgenachnft  der  drei  Projeork 
tionspunkte 

/"  /'•  P' 
und  zugehörigen  Basisrcste 

O.'lli*.'.     0,'\\0t'.    0,'\\0,' 


Wir  betrachten  das  Otirvenbliachel 


')  Hari.  OmKlrKriion  by  tht  rulrr  olone  io  drtermine  tke  Hinth  point  of  inleriecliom!^ 
of  Imi  rurvci  of  Ikt  ihird  degrre.     (Cambridge  and  Dtiblm  lUalhfmaHetü  Jottntal,    pol,  tk    [ 
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in  demselben  giebt  es  eine  gewisse  Curve,  die  darcli  den  Punkt  Q,'  nad 
duin  von  seibat  &ucL  durcb  den  Punkt  ^'  geben  wird;  diese  Curve  IMrsI 
sich  bezcicbuen  durch 

(*, »,...',0,' II  ».')[».' II  M- 

Der  zu  dieser  Curve  gebörigc  l'rojectioDSstraM  des  projcclivistben  Strah- 
lenbüacbels  P'  ist  also  die  Gerade  P,' ||  (*,';  doslialb  gebt  die  Gerade, 
welcbe  durcb  dcu  ßasitiroBt  Oi'  ||  Ci'  beutiinml  wird,  durcb  den  Projectiona- 
pnnkt  P'.  Auf  die  gleicbo  Weise  lässt  sich  aber  auch  beweisen,  das*  diese 
durch  0,'  \\  {',*  bestimmte  Gerade  durch  deu  Pi-oJectLDus|)unkt  P'  gehen 
mnss;  aleo  wird  Oberhaupt  eine  Gerade,  die  durch  irgend  einen  Ton  den 
drei  Basisresten 

0,'\\0,\    0,*i|ft',    Oi'VlQt' 
bestimmt  wird,  durch  die  beiden  nicht  zu  ihm  gehörigen  l'rnjectionspnnkte 
geben;  oder  es  gilt  folgender  Satz: 

Irgend   zwei    Projectiuuspunkte   einer  Cnrve  der 

viertenOrdnUDg  liegen  mit  demjenigen  Basisrest,  der 

zum   dritten  Projoctionspunkt  gebort,    auf  dcrsclbeu 

Geradoü. 

.  Nach  diesem  Satze  gebt  die  Gerade  P' P*  durcb  (1,'  |]  0,';  die  Gerade 

P'P*  durch  öl*  1!  i*,'  und  die  Gerade  P^P*  durcb  Q,'  \\  £.),'. 


Biue  Cnrve  der  r. 


§3. 
'  nnd  ein  CuTTenbQBcbel  der  (»  - 
in  derselben  Ebene. 


Wir   kehreu  Jetzt    zu   unseren    früheren 
zarlick   und  nehmen  ia  einer  Ebene  eine  Cur 
welcbe  durcb  die  ^n  (»  +  3)  Punkte 

6,  ji,  . . .  6p  a,a,  .  .  .  (ij, 
gegeben  sein  soll.     In  Bezug  auf  die  Punkte 

b,0,...  /v 
als  Grundp unkte  seien 


dlgenieinen   Betrachtungen 
e  &'  der  ji'""  Ordnung  an, 


P'  P' 


deren  Projectionep unkte  und 
0,'  0.'  ■ 


Mlt'Vi. 


.C'.-i 

.  y*.-i 


(V  '.V-  ■  ■  0%-^  II  i'-B-j  - .  ■  l''.-i 
die  sugehürigen  Basisreste 

In  der  Ebene  der  Curvo  if  sei  forner  ein  Curvenbüscbel  der  (n  —  I)'"" 
Ordnung  gegeben,  dessen  einzelne  Elemente  mit 


und  dks  Curvenbüscbel  selbst  mit  (T,  T,)  bexeicbnel  werden  soll.  IM* 
(n  —  l)*  Bnaispunkte  dieses  Curveabfischels  seien 

bib,...bfi,l,..  .i„_3  II  A,_j..  .A,_ii 
so  dass,  wie  man  sieht,  die  Grundpirnkte  des  Büschels  »nr  die  Cnrve  A' 
liegen  kommen,  während  die  tibrfgen  Baxispunkle,  welcfa«^  zusammen  don 
Basisrest  des  Biischela  bilden,  im  Allgemeinen  beliebig  in  der  Ebene  vep- 
theilt  liegen  können. 
a)  Bei  Baslsrest 

i,i,...A._3l|i^,...i._, 

des  Carvenbüscheb  (7",  2",)  bestimmt  eine  gewisse  Curvo  S  der  {" 
Ordnung  (§  1,  Seite  174  %gO>    welche  mit  der  Curve  A*  aus&mmeu  eiuafl 
zusammengesetzten  Ort  (iT+S)  der  (2n— 8)'"'0rdiiuug  darstellt.    Da 

die  Basispunkte 

t.6,...6pi,i....i»_3||i,_I...i,-, 

des  CnrvenbUschels  {T,  T,)  auf  diesem  zusammengesetzten  Ort  (A'+S)  ver- 
tbeill  liegen,  so  muss  es  nach  einem  bekannten  von  Chaslos  gegebeuen 
Theoreme«)  ein  zu  (T,  T,)  projectiviscbes  Curveubüschel  (C,  i',)  der 
(h  — 2)""  Ordnung  geben,  dessen  Basispunkte  ebenfalls  auf  dem  Ort  (A-f  S) 
vertheilt  liegen,  und  welches  mit  jenem  dureU  den  Dnrchscbnitt  entspre- 
chender Elemente 

r,  und  r,i     r,  nnd  F,;  etc. 
den  zusammengesetzten  Ort  (A'-f-S)  erzeugt. 

ß)  Wie  vertheilen  sich  nun  die  Basispnnkte  des  zu  {T,  7,)  projectivi^ 
sehen  Cnrvenhüschels  {V,  l',)  auf  die  einzelnen  Curven  Ji  und  S't*  —  UleflA 
Frage  lässt  sich  folgcadormassen  beantworten. 

Die  Curvo  T,  schneidet  K  ausser  in  den  Funkten 

in  noch  weilereu 

»C"-i)-l4«C«-0  +  i|  =  S"C"-i)-i 

Funkten  und  die  Cnrre  5  ausser  in  den  Punkten 

i,i,.  ..1,_3  II  i,_2...i,_i 

in  noch  weiteren 

C"-OC'<-3)-{i(«-o("-2)-i}  =  K''-2)("-3) 

Fnnkten.  Alle  diese  Schnittpunkte  von  T,  mit  A'  und  7,  mit  S  geboren 
anch  der  Cnrve  V,  an;  daher  schneidet  diese  Cnrve  V,  die  Curve  Ä"  nur 
noch  in 


•)  Dieses  Tticorem  lautet  wie  folgt:  „Fallen  von  einem  Cnrvenbüscbcl  der 
a'™  Ordiiting  die  n*  BaaUpuDhle  auf  eine  Curve  Cn-f-n'  der  (n  +  n').*™  Ordnnug, 
so  giebt  ea  immei  ein  in  diesem  Cnnrenbüschel  projectimches  Curvenbüschel  dar 
n'i"  OrdnoDg,  dessen  m  BuJspunkte  ebenfalls  auf  die  Curve  Cn+n'  f«llen,  und 
welche»  mit  jonem  durch  den  Durchuubuitt  entsprechender  Elemente  die  Cnrro 
C^-t-iy  «rteu^."  (C/iiitlm,  flesj  lÄforemei  gintrpux  »w  le*  eourbet  et  la  turfatei 
itr^iiet  de lott» let ordres.     (Cplß^arm4iji,W  Mfo^f  1857 .J 


«("-2}-ll»(»-0-i|=iC"-iK"-»)  =  ' 

I'uiikteD,  und  dies  sind  die  Baeispuakte  lies  Curvenbiiacbels  { F,  F,),  welche 
«uf  liie  Curvo  K  fallen. 

ADdereracita  Bchneidet  V,  dio  Curve  S  iiuv  iiocli  in 

('— 2)(''-3)-U"-2)("-3)  =  i('.--i){"-3)  =  «, 
Ponkteo,  und  dies  sind  die  Bnnibpankte  desCurrenbilschelti  (F,  F,),  welche 
&uf  S  fallen. 

Wir  beseichuen  aukUuftig  die  BiiBisimnkte  dcsCurvenbUschcIa  ( F,  F,), 
«elcbe  ftaf  K  fallen,  mit 

Üy9f-9i 
iiBiI  diejenigen  ,  welche  auf  S  fallun ,  mit 

BO  dass  also  die  Basis  des  CurvenbiischeU  (F,  F,)  der  (/i  — a)'""  Ordnung 
durch  die  ["  —  2)'  Punkte 

'Ji9f-3-fii''i  ■■■*., 
gegeben  ist. 

Y)  Bis  jetst  ist  die  Aunahuic  gemaclit  worden,  der  Baiiarost 

jl]  A|  .  .  ■  Aa ;i  II  kn^2  » '  '  ^i—i 

liegr  beliebig  in  der  Ebene;  untersuchen  wir  nun  aber  auch  die  besouderan 
Umstände ,  die  eintreten ,  wenn  dieser  Baaisrest  auch  noch  auf  die  Curvo  h 
fKllt.  Es  ist  wohl  oinzuseheu,  daas  dieser  speciclle  Fall  von  gaua  beson- 
derer Wichtigkeil  sein  wird,  weil  «ir  dadurch  von  allgt' meiner cu  Botrach- 
tnogen  wieder  auf  die  Gurvenerzeugung  dnrch  ein  StmhleubUscIiel  und 
'Ctirvenbliachel  der  (»i  — l)""  Ordnung  zurlickkoinmcn  miiasen. 

Nach  den  schon  früher  orworbonen  Konntnisaen  kauu  os  nuu  aber  nur 

<  =  J(«-iH"-2) 

mal  eintreten,  dnss  der  BaBiarcat 

l,i,...i,_a|lA«-s...A,-i 
des  Cnrvenbüschels  (T,  7",)  auf  die  Cnrve  Ä*  xa  liegeu  kommt;    er  müsste 
nibnlich  mit  einem  der  3  Basiateste 

5,' £'.'.-.  ö'-< II  O'.-!---!)'.-! 
£V &'•-.!?'.-> II  eV!...C.-i 


Ci,'!>,'...S'..j||(c..,...0-._i 

suiammen fallen.  Alsdann  wird  aber  daa  Curvenbüschol  ( F,  f',)  der 
(n— ()'•"  Ordnung  sich  in  ein  Strahlenbüscbel  und  eine  feste  Curve  der 
.(»— 3)""  Ordnung  auflösen.  Das  Strahlenbüachel  erzeugt  für  sich  mit  dem 
CurvenhUschet  (T,  7*,)  die  Curve  A',  woLei  irgend  einer  der  Punkte 

9,'Jf  ■  -9. 

der  Mittelpaokt  des  Strahlenbüschels,  also  ein  Projectiouspunkt  von  A  sein 
nuss.     Die  Punkte 

gi9s-  ■ 
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Gluti  also  zu  Pr 0 jectionspauk ten 

P^  P* ...  P' 
der  Cm  ve  Ä'  gewordeu.     Der  Rest  des  Ciirvenbüscliels  (T,  F,)  kann 
aber  nur  eine  einzige  feste  Curva  sein ;  deuu  wenu  z.  H.  ff,  der  Mütelpuukt 
dea  StraLIoubiiscbclä  ist,  so  beuliuimeu  dio  übrigen  Puukte 


i/tS. 


eil  diese 


iu  der  Thnt  nur  eiuo  einzige  Curve  der  (n  —  3)*"  Ordnung 
die  durcb  deu  Baeisi'eBt 

bestiinoite  Curvo  S  erzeugen  soll,  so  uiuss  sie  mit  5  zusammen  lall  oa.- 
Irgend  (s— 1)  Projectionspu  nkle  einer  Curve  A  der  n*"  Ord- 
nung beatimnion  also  eine  Curve  der  (h  -  3)""  Ord  nu  ng ,  dio 
auch  durch  denjenigen  Basisrust  auf  der  Cnrvo  gehen  wird, 
dor  zum  s"'  Projectiüuspuuk t  gebort.  Daher  gelten  sasammenge- 
fasst  folgende  Sätze: 

1.  Hat  man  in  einer  Ebene  eine  Curve  Ä' der  n*"  Ordnung 
und  ein  Curveubüschel  (T,  T,)  der  {n  —  l)*"  Ordnung,  dessen 
Grundpuukte  auf  die  Curve  A'  fallen,  so  bestimmt  der  Bs- 
sisre^t 

i,  1, . . .  1,-3  II  !„-,...  i,_, 
eine  Curve  S  der  [n  —  3)'-0rdnung,  und  »u  dem  Curvenbüschel 
(r,  7",}  giebt  .-8  alsdann  ein  projecti visches  Curvenbüschel 
(r,  r,)  der  («—y)"- Ordnung,  welches  mit  jenem  den  zusammen- 
gesetzten Ort  {k'+S)  erzeugt.  Von  den  I«  — !)'  Basispnnkten 
des  Curvenbüschels  (T,  F,)  fallen  die  Punkte 

9<Sf-9- 
auf  A'unddiePuukte 

A,  A, . . .  A, 
auf  S. 

2.  Fällt  der  Basisrest 

1,  i, . . .  i„^  II  i,_2 . . .  A.  I 

des  CurvenbÜscLelH  (T^T^)  aber  ancb  noch  auf  die  Curve  K,  ao 
löst  sich  daa  CurvonbÜschel(r,  F.)  in  ein  StrahlenbUscbel  und 
eine  feste  Curve  der  {«  —  3)'"  Ordnung  auf.     Jeder  der  Punkte 


kann   Hittelpunkt    eines    solchen  Strah  lenb  iiscbe  Is    werde 
»ho  sind  diese  Punkte  die  Projectiouspunkte 

P'P'...P' 
von  A'.  während  der  Baaiirest 


Jad0aiB»l  mit  einem  di 


r  Bftsiarente 
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uf  Aü 


0i'V.--Ö',-3||0Vi...Ö'^i, 

C,'  Ol'  •  ■  .  Cii-3  II  Q'n-2  .  .  .  P*!-! , 


oieurällt. 


3.  Vou  den  iProjectionspunlttcD  oiuur  Curve  A'  der  ii'" 
Ordnung  bestimmen  irgend  (s  —  1)  eine  gewisse  Ctirvo  der 
(fl  —  a)"*  Ordnung,  welche  auch  durch  denjenigen  Bayisrest 
geht,  der  zum  »""ProjeclionBpunkt  gehurt. 

Der  in  §  2  8.  2)7  bewiesene  Satz  für  Curven  vierter  Ordnung  ist,  wie 
man  sieht,  ein  specieller  Fall  des  letzteren  Satzes  in  Nr,  3{  für  n  =4  lantet 
derselbe  uämlicb: 

Zwei  Projectionspunkte  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung liegen  mit  dem  Baaisrest,  der  zum  dritten  Pro- 
jectionapunkt  gebort,  auf  derselben  Geraden. 

§1- 
Zwei  Cnrven  der  h"°  Ordnung  nnd  ein  Carvenbfiicbel  der  {n  —  l)"" 
Ordnung  in  einer  Ebene. 
b)  Ea  sei  Ä'  eine  Curve  der  «""  Ordnung,  gegeben  durch  die  Punkte 

i,ö,...ftp«.a,...a„_i. 
In  Bezug  auf  die  Grundpunkte 

seien 

/" P' . . .  /" 
deren  Projectieuspunktc  und 

Ol'  0,'  ...  0'«-3  II  O'u-2  .  ■  .  0',-l  . 

Q^Qt   •■  ■  C'^-a||0*»-i ...  i'Vx. 


{','P,',..-C«-j||ö'»-i...O'.-i 
die  ungehörigen  Baaierestc.  Dadurch  ist  die  Erzeugung  der  Curve  K  dürt 
ein  Strahl  CD  bUsuhel  und  projectiviecheE  CurvenhUschel  der  (»  —  l)"*  Ord- 
nung Ccstgeslellt. 

Jeder  der  Basisreste  auf  A'  hestinimt  eine  gewisse  Curve  der  (»1—3)"° 
Ordnung;  wir  bezeichnen  dieselben  beKtigUcb  mit 


und  wissen  nach  dem  Satz  Nr.  3  des  vorigen  Paragraphen:  dass  jede  dieser 
Curven  auch  durch  die  sämmtlichcn  Projectionspunkte  von  A'  gehen  mufis, 
DtiT  nicht  durch  den  einzigen,  der  zum  jedesmaligen  Basisrest  gehört. 

ß)  In  der  Kbene  der  Curve  A'  sei  ^  eine  zweite  Curve  der  n'"  Ord- 
OQDg,  welcbe  mit  jener  die  G-rundpunkte 
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gfimeioscbaftlich  beaitst  und  durch  die  Punkte 

&,&, .  ..bpa,a't...a'i^^i 
11  Eoiu  soll.   BeEOgCQ  auf  die  Gruiidpuakto  äeieu 


deren  Projectionspnnkte  und 

O.'D,'  . . .  O'^  II  C'p-, . . .  0'.-i. 
O^D»,  . . .  0»»-s  II  n*._i . . .  DVi , 


O'.O', . . .  0'^3  II  0\-t . . .  D Vi 
die  zugell öi'i^eu  BaäisroiJtc,     Jeder  dieser  Baaisreete  beslttumt  wieder  eioe 
Curve  der  (n  —  3) '°°  Ordnung ,  die  wir  mit 

©'.e*,©'...©* 

bezeichnen  wollen  und  von  denen  wir  wissen,  daas  sie  ebenfalls  durch  die 

Pritjcetionspunktc 


(Jeu  einzigen  nusgcin 


I,  der  zum  jedesmaligen  Basisrest  gehört),  geben 


f) 

Dio  beide 

a  Curvcu 

K  uad  «  «c 

Uneideu 

>icU  ausser  in 

den  Grnud- 

punkten 
iu  noch 

6,1,.. 

tp 

wüiteren 

u'  —  p 
Puukten 

=  n*- 

-li 

.(»-!)  + 

l  =  l('. 

-Dl» 

-1  +  3 

ivokhe, 

wie  mao 

iehl, 

Ror 

'.•■••l(ir= 

.dezurB 

i)(irn+i) 

ung.i 

uoi  Cu 

rvei;d8r 

(«-I)"' Ordnung  hinreichen. 

6)  Endlich  uchmcn  wir  in  der  Ji^buDc  der  beiden  Curven  K  und  ft  aucb 
noch   ein  Cuivenbiiachel  CT,/,)  der  (n  — 1)"™  Ordnung    an,   dessen  Basis 

fc,  &, . .  .  bp  i,  A,  . .  .  i„_,  II  i,_,  . .  .  1,_, 
sein  mag,  «o  dnss  alaü  die  Gruudpuukte  des  BiiachulG  mit  UnrcbscbnittS' 
punkten  von  A'  und  Jt  zusammenfallen. 

Nach  den  in  §  3  durchgeführten  Üulcrauchuugcn  6ndon  nuu  folgenda 
Umstände  statt : 

a)  Der  Basisrest 

i,  *,  ■ . .  1,_3  II  Ab-2  . .  ■  h-i 
des  Carvenbilscbels  {T,T,)  bpsliuiiut  eine  gewisse  Curve  S  der  (n  — 3)"* 
Ordnung. 

''I  Zum  Ciirvenbüsohe!  (.T,  7",)  der  {«  —  1)*"  Ordnung  giebt  es  ein  ge- 
wiaties  prnjcctivisches  Curvenbiischcl  (("',  T,)  der  (ft  —  2)*"  Ordnung,  wel- 
ches niil  jenem  durch  den  DurchsehnitI  (entsprechender  Elemente  den  zu- 
sammengesetzten Ort  (A*+ A')  erzeugt.  Von  den  {»  —  2)'  BasiBpuakten  die* 
fitm  BOscbola  ^r.  F.)  fallen  die  Punkte 


und  die  Funkte 
*,4,...4. 

.-=i("~0(«-2) 

auf  ilie  Curv 

aaf  die  Carre  S  (§  3  Seite  220). 

c)  Aus  demaelbcD  Gruade  giebt  ea  2uin  CurvcQbiischol  {,T,T,)  auuli 
noch  ein  zweites  projectiviscLcB  CurveiiLüschcI  {®iS3i)  der  (n^a)"""  Ord- 
nung, welcbea  mit  ihm  deu  Ort  {ß -|- S)  eraeugt,  und  von  deeBon  («  —  2)* 
Basispunkten  die  Punkte 

Ruf  die  Curvc  S  und  der  Kcst,  nämlich  die  Punkte 

wieder  auf  die  Ciirvo  Ä'  fallen. 

Wir  Iheilen  nun  die  fernere  Untersuchung  in  aivol  Theilc.  Iin  orBteo 
Theile  behandeln  wir  don  besonderen  FbU,  wo  der  Baüisreot 

i.l,  ...  i„_3||  l„^y  ...i,_, 

dea  Cur^oiibüiitliels  {T,  7',)  auf  eine  der  beiden  Curvon  A'  oder  fi  fällt;  im 
zweiten  Tlieil  nehmen  wir  jcucu  Basisrest  beliebig  an. 


§5. 

Betonderer  Fall. 

der  liasisTGBt 

1,1,  ...  id—a  II  1b— i  .  .  .  i»_i 
btiscbels  (T,T,)  auf  die  Carve  St  fällt,  8< 
Uasiäreato 
0,'D,'...0>»-8||0',-i...O'. 
O,*  Oj* . . .  0*,_3  II  D*— I  .  ■  ■  C*. 


dea  Curvenbtii 
3  ve  TBC  bis  dem 


muBB  er  in  einen  der 


0/0.'...ClV_s||0'„^,  ...OVi 
?urve  S  zu  liegen  kommen;  es  sei  dies  z,  U.  der  Uaijisrost 

Dj'ci,' ...  c.',-3  II  n'„_2 ...  o'._i. 

i  erzeugt  das  SlrahlenhüBcbel  $*  mit  dem  projeclivischen  Curven- 
•hil  (_T,  r.)  die  Curve  fi;  es  ist  nämlich: 
i'  [a\a;  .  .  .  a',._,]  Ä  (''i'',_.  -  ■  ipD.Cl.  .  .  .  0„-s  ||  O^.  .  .  .  O^i) 

Hiso  erzengt  aber  auch  das  Carvenbiiaehel  {V,  F,)  der  (n  —  2)  *"'  Ordnung 
^.(t*n  projectivJBcheu  Curvenbüscbel  (7,  7',)  der  (n  —  l)""  Ordnung  don 
nroeDgesGtzten  Ort  [*"+  ©'),  Aus  der  ProjeclivitSt  der  beiden  BüBcbcl 
nnd  ^'  oincrseits,  (T,  T^)  und  (K,  F,)  andererseits,  folgt  aber  auch 
jectivilät  von  (K,  T,)  und  5p',  welcbc  daher  durch  den  Durchschnitt 
tsprecJionden  Klemento  eine  gewisse  Curvo.  der  (ii  —  l)""  Ordnung 
1  werden.  Uiese  durch  die  projeuti viseben  Büschel 
/«  -2ji"  Ordnung  Bftd  5S--äfiV*'I*4*»-S^^^1*^'3 


224       Uebcr  dir  Erzeugung  solclier  geometrischer  Cui 


n  etc. 


zeagte  Curvc  ist  aber  dio  gewisse  Cnive  £der  (n  — l)"*  Ord- 
nung, die  durch  die  weiteren  Schnittpunkte 

der  CurvenjPund  S  bestimmt  wird,  woraus  wir  weiter  erfahren,  dus 
diese  Curve  £  dnrcli  den  Projectiouspuukt  $'  und  aas  demselben  Grunde 
nicht  nur  durch  alle  FrojectionspRnkte 

$'¥'.. .^* 
der  Curre  $,  sondern  (wegen  der   volikomniencD  Symmetrie)  auch  durch 
die  sSmmtltctien  ProjectioDSp unkte 

i»P'...P' 
der  Curve  /f  gehen  muss.     Daher  gilt  folgctider  merkwürdige  Sata: 

Eine  Curve  2:  der  («- l)- Ordnung,  welche  durch 
l(ti  —  l)  (w— 1+3)  unbekannte  Schnittpunkte  awaier 
CurvenA'undÄ  der  ».""Ordunng  bes  li  mmt  wird,  geht 
durch  die  Projectiunspiinkte  dieser  beiden  Curven 
iuBesng  auf  die  ;<  übrigen  Schnittpunkte  als  Grund- 
punkte, 
UarADs  folgt  als  specieller  Fall  für  ii  =  3  der  in  §  2  angegcbcno 
Plückcr'sche  Sata: 

Von    neun   Dnrchschnittspuukten    zweier    Curven 
der    dritten    Ordnung    bestimmen    fünf   einen    Kegel- 
schnitt, derdurclidie  Projectionspunktc  in  Bezug  auf 
die  übrigen  vier  Schnittpunkte  als  Grundpuukte  geht. 
Noch  bleibt  uns  zu  untersuchen  übrig,  welche  Schlüsse  sich  aus  dem 
soeben  ausgesprochenen  Lehrsatze  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Baeispunkte 

9>9f  -^.''i/'i.-.Ai, 
des  CurvenbüBcbels  ( V,  (',)  ziehen  lassen. 

Das  Curvenbilschel  ( F,  F,)  ist  zugleich  Zeugnngsbtiscbel  für  die 
Curve  £,  als  auch  für  den  zus am uicugo setzten  Ort(A-j-@');  daraus  er- 
giebt  sich  nun,  dass  die  Basis  dieses  Carvenbliscbela  oincracits  aus  Durch- 
schnittspnukten  von  Z  mit  &',  andererseits  aus  Durchschuittspunkten  von 
Statt  @'  bestehen  mnss.  Nun  sind  aber,  wie  soeben  bewiesen  wurde,  dte 
weiteren  Schnittpunkte  von  f  mit  A"  die  Projectionspunktc 

P'P»..  ,P'; 
aus  diesem  Grunde  fallen  also  die  Punkte 


mit   den  ProjectionspUnkteik    von   A'  zusammen.      Andererseits 
schneidet  ü  die  Onrre  ©^  schon  in  den  (i—  1}  Projoclionspunkten 

P'P'  ...P' 
auf  R;    die  s,  =  J  (n  —  3)  {n  —  3)    weiteren   Schnittpunkte   beider  Cuiven 
müssen  demnach  die  Basispuukte 


Allgemeiner  Tall. 
Wenn  Jor  Basiarest 

i,*,.  ..i„_3li  *,_!.. .A,-l 

des  Curvenbüschels  {T,  T,)  nicht  anf  eine  der  beiden  Cnrven  K  oder  S  äer 
n'"  Ordnung  tiWt,  so  erzeugt  dns  projoctiviacfae  Cnrven bÜBcLel  (^,1',), 
dessen  Basis 

ffifff  -ir.A,A,...A,| 
tat,  mit  (r,  r,}  den  «üb  am  menge  setzton  Ort  (A  +  'i};  ans  demselben  Grund 
eraeugt  das  zu  (r,  Tg)  projectivische  CurvenbUscliel  (^iSß,),  dessen  Basis 

9, S«---9'^i  &«■■■&<, 
ist,  mit  ihm  den  zusammengesetzten  Ort  (ft  +  S).  Ans  der  gleichzeitigen 
Prcijectivität  von  {J",  T,)  mit  (T,  T,)  einerseits  nml  (T,  T,)  mit  (Sß,*,)  ande- 
rerseits folgt  nbrr  dio  Projectivität  der  beiden  Curvenbiischel  (T,  T',)  und 
(Si  33,)  der  (n  —  2)'"  Ordnung,  welche  also  dnrcb  den  Durcbsclinitt  ihrer 
entsproclienden  Elemente  einen  gewissen  Ort  der  (2h  —  4)""  Ordnung  er- 
sengen  müssen.  Dieser  erseugte  Ort  der  (2n  — .l)""  Ordnung  lässt  sieb 
leicht  feststellen.  Die  entsprechenden  Elemente  der  beiden  projectiviscben 
Btlschel  (J'i  r,)  nnd  C^,^,)  schneiden  sich  nämlicb  einestbeils  auf  der 
Cnrve  £,  anderentheils  auf  der  Cnrve  S;  also  ist  (£+S)  das  Eraengniss 
Jener  beiden  projoctivisclien  Gebilde. 

Daraus  ergeben  sicli  nun  nacbsteheDde  Folgerungen: 
u)  Weil  das  Curvenbiiscliel  (F',!',)   zugleich  Zeugungsbüscbol  für  die 
Oerter  {^+  S)  und  [Z+S)  ist,  so  muss  der  Theil  der  Basispunkto 
9t9t.-a'KK-  -■''., 
gleicli  auch  auf  £  fallen,  d.  h.  es  müssen  die  wei- 
i  S  und  &',  oder  mit  Riickaicbt  auf  die  im  vorigen 
i  Eigenschaft,  die  Projectionsptinkte  der  Curve  A' 


welcher  anf  A'  Tdllt, 
teren  Schnittpunkte  i 
Paragraphen  gefundene  1 
Bein.     Also  fallen  die  Basi 


mit  den  Projectionspnoktcn 
der  Cnnro  Ä',  und  aus  demst 


Dcn  Grund  die  Basispnnkte 


mit  den  Projectionapunkten 

ider  Satz: 


bei  {T,T,)  der  (n 


der  Cnrve  S 

zusa 

en. 

Daher 

ß' 

Ha 

n 

(lan 

in  der 

E 

nung  e 

n 

Cu 

rvenbü 

des 

sen 

G 

run 

dpunk 

0 

A-  dori.'"Ord- 
-0"°  Ordnung, 


»nf  dU  Carve  AT  fallen,  während  det  B^aV^T^aV 
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i,  i, .  - .  JU-s  [I  l-i . . .  i.-i 
beliebig  in  der  Sbene  liegt,  eo  schneidet  jede  Curva 
dieses  CnrvonbüschelB  die  Cnrvef  in  noch  weiterea 
Punkten,   welche  gerade   bot  Bestimmang   einzelner 
Curven 

r,  r,  F, . . . 
dot  (M  — 2)""  Ordnung  hinreichen;  diese  CuTTenbildeiT 
selbst  wieder  ein  Cnrvenbüschel  [F,  T,)  der  (n  — 2)"* 
Ordnung,  welchcB  prf>jectiviBch  ist  zum  CnrvenbÜBchel 
(7-,  rj)nnd  mit  ihm,  ausser  der  Gurre  A'.  aucli  noch  die- 
jenige Seraeügt,  die  durch  den  Bflsisrest 

A,i,...l„_.i|U._,  ...1,_, 
des  Curven büschelB  (T,  T,)  bestimmt  wird.  Die  Basis-., 
punkte  des  Curvenbüscbels  (  F,  F,).  welche  auf  di^ 
Curve  £  fallen,  sind  feste,  von  dem  Basisreste 

i,l,...l„_j|Ii„_i...i,_, 
unabhängige  Punkte,  nämlich  die  Projectionspunktft- 

P'P'...P' 
der  Curve  A"  in  Bezug  aufdicGrundpunkto 

b,b,...bp.  ,, 

Die  übrigen  Basisp unkte 
A,  A.  . . . A, 
des  Curven baachelB(F,  F,)  fallen  auf  die  Curve  & 
Oder  auch : 

Von  den  n(n—l)Darchscbnittspn;]kten  einer  Curve 
*■  dem*"  Ordnung  mit  einer  Curve  T  der  (»  — I)'"  Ord- 
nsng  bestimmen 

Punkte  eine  gewisse  Curve  der  (h  —  2)""  Ordnung,, 
welche  durch  die  Projectionspnnkte  von  k'  in  Besng, 
auf  die  übrigen 

Schnittpunkte  als  Orun^punkte  geht. 
ß)  Ist  insbesondere  &  eine  Curve  dor  vierten  nud  T  eine  solche  der 
dritten  Ordnung,  ond  nennt  man  die  unzäliltg  vielen  Curven  dpr  dritten 
Ordnung,  die  durch  sieben  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  Curven- 
netz  der  dritten  Ordnung,  und  die  unzählig  vielen  Kegelschnitte,  die 
durch  drei  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  Kegelschnittnetü,  so 
lassen  sich  die  gefundenen  Eigenschaften  für  diesen  besonderen  Fall  wie 
folgt  aussprechen : 

Fallen  die  sieben  Netzpnnkto 

«f'ao*  CorvBnmmtma»   der    dritten   Ordnung   auf  eins 


■ 

f 

^ 

1 
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CnrTCÄ'der  vierten  Ordnung,  st>  schneidet  jede  Cnrve 

diesRa  Net «ee  die  Ourve  A'  in  noch  fünf  Punkten.    Die 

nnzählig   vielen    dadorch   boatimraten    Kegelschnitte 

bilden    alsdann    ein    Kcgolachnittnetz,    dessen    drei 

NetzpniikteaHf  die  CnrveÄ'  zu  liegten  kommen,  nSm- 

licb  itt  die  Proj  eotionipnnltte  vonA'inBezugnnfdie 

sieben  Netzpunkto 

b,b,...b, 

«laGrandpunkte.  Gehen  die  Cnrvendos  Curvennetzea 

der  dritten  Ordnung  aber  »och  dnrch  einen  achten  und 
dann  vonselbat  auch  noch  durch  einen  neunten  Pnnkt  j 
der  Ebene  — wird  das  Currcnnetz  also  za  einem  Ciiri  ■ 

▼  enbiiscliel  der  dritten  Ordnung— ,so  geht  auch  das  M 
KegoUcbnittnetz    in    ein    K  egelschnitt  bii  schel    über,     ' 

1 

und   zwar   fällt   der   vierte   ßasispunkt  desselben    auf 
diejenige   Gerade,    welche  durch   die  ausserhalb   der 
Cnrve    K    fallenden    zwei    Basispunkte    das    Curven- 
böschels  der  dritten  Ord  nnng  bestlm  mt  wird.    Sollten 

aber  endlich  auch  noch  die  beiden  letzten  Basiapunkte 
deaCurvenbÜscbels  der  drlttenOrdnungauf  die  Cnrve 
Ä  fallen  —  was  im  Allgemeinen  nur  auf  drei  verschie- 
dene  Arten   möglieb   ist  — ,    so   löst    sich    das   Kegel- 
schnitt b  iischel  jedesmal  in  eine  feste  Gerade  und  ein 
Strahleubiischel   auf  und  es  geht    daraus    die  Erzea- 
gung  der  Cnrve  i'  durch  ein  Curvenbüachel  der  drit- 
ten  Ordnung  und  ein  Strahlenbüschel  hervor  etc.  etc. 

rt 

Ans  diesen  Eigenschafton  entspringen  die  Hilfsmittel  zur  Lösung 

der  folgcDtlcn  Aufgnbe: 

Es   ixt  eine  Curve  K  der  vierten  Ordnung  gege- 

ben (d.  b.  sie  liegt  gezeichnet  vor),  so  soll  man  zu  irgend 

sieben  Punkten 

liili,.  .  .  bj 

als  Grnndpnnkto  die  zugeh  örigen  Proje  elionspnnkte 

P'P'P' 

und  Baaisreste                                                                                    .  J 

^^H 

0,'l\Q,\  Qt'WO,',  O.'llft*                                    1 

■ 

construiren.                                                                                    ■ 

W 

r  legen  durch  die  fünf  Punkte                                                                      ■ 

l>,bjb.jb,bf^                                                                       .1,1 

■ 

einen  K 

egelschnitt  Ä,  und  durch  die  zwei  Pnnktn 
ft„6, 

^ 

riüB  Q 

rado  /..     (ß-f-  £)  kann  alsdann  als  ein  Ort  der  dritten  Ordnung 

1 
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und  die  Gierade  L  die  Cnrve  K  noch  in  den  beiden  Pnnktea 

Dpr  dnrch  die  fünf  Ponkte 

beBtimmte  Kegelschnitt  trifft  die  Oarve  A"  in  nocli  diei  weiteren  Punkten^ 
dies  siad  die  drei  Projectionspunkte 

Um  nna  auch  noch  die  drei  zugehörigen  Basiereste  zn  coDstruiren, 
erinnere  uiRn  .eich  nn  der  Satz  in  §  3  S.  217  (oder  auch  an  den  allgemeinen 
Satz  §3  9i.ru),  nach  welchem  zwei  Projectionspunkte  mit  dem 
Basisr est,  der  zum  dritten  Projectionspunkt  gehört,  auf  der- 
selben Geraden  liegen.  Alao  acbneidel  die  Gerade  pip"*  die  Cnrve 
Ä  in  Ö,»  II  0,' ,  die  Gerade  P>  P'  in  0,'  ü  Ö,' und  die  Gerade  P"^?»  in  £),'  ||  0,'., 
Damit  ist  die  Anfgabe  gelöst. 

§'■ 

£igeniobaft  der  Frojectionspnnkte  fttr  TeiKtbisdenfl  Grnndpnnktfl. 
Die  im  vorigen  I'aragraplicn  angegebenen   Eigenschaften  der  Proje) 
tionspunkte  etc.  fiihren  zu  nachstehenden  weiteren  Folgerungen: 
I.    Es  seien  S  und  St  wieder  zwei  Curven  der  n*"  Ordnung  nnd 
/<,  i, .  . .  i),  {]  F,  . . .  fp  A,  fr, . .  .  k,_i 
deren  n*  DurcbschiiiltBpnnkte.     Nimmt  man  einmal  die  Punkte 

bIh  Qrnndpnnkte  von  K ,  so  seien 

deren  Projectionspnnkte  und 

(),'(),'...C)'.-n|l(''.-i...e'.-t 

»,'».■...£>'.-.  11(1".-....  5'.-i 
!),'0.-...C>-,-.|l(>-M...Ö'._, 

deren  Bafliateste;  nimmt  man  dagegen  die  Punkte 

*i  '»  •  ■  ■  *r 
als  Grundpunkte,  so  seien  für  dieselbe  Curve  A" 

P^P*  ■•■}•' 
die  Projectionspnnkte  nnd 

?,'?l'---y'B-3|i  '/'»^  .■  -^'.-l 

?,*V(* . . .  '/■_«  II  '/*«_2  ■  ■ .  r.-i 

*!*¥/  ■ .  ■  'i'-s  II  '/'»-a .  ■  ■  '/^i 
die  Basis  res  te. 

LI.   Die  Pnnkte 

i,i,...fp k, /(-,,..  /(„-■• 
bestimmen  eine  gewisse  Curve  £  der  {"  —  I)"*  Ordnitng,  welcbe  die  Cnrve 
■fflB^^Ofb  JB..ä^  Projectionspunktea 
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Mbneidet  (§6  Seite  223).    Umgekehrt  läost  aicli  »Isn  mich  durcli  die  Punkte 

t,t,...epP^P'...P' 
eine  gewisse  Corve  £,  der  (n  —  1)"™  Ordnung  logen,  dip  die  Oiirve  A"  ia 
den  noch  tibrigen  Schnittpunkten 

mit  R  trifft.     Ganz  aus  denselben  Gründen   mms  üicli   durch  die  Punkte 

6|Ä,  .  . .  bpp^p'  . . .  p' 
eine  andere  gewisse  Curve  S^  ebenfalls  von  der  (n  —  l)"°  Ordnung  legen 
lASsen,  die  die  Curvo  k'  wieder  in  den  Punklen 

Kkneidet. 

111.    Die  Cutve  £,  schneidet  die  Cnrve  A'  ausser  in  den  Punkten 
t,t,---tf 
noch  in  den  Punkten 

P^PK..P'h,/,,...k„-3, 

and  diese  Punkte  müssen  nach  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  auT 
«iner  gewissen  Curve  .^,  der  (»  —  2)"°  Ordnung  liegen,  welche  auch  darch 
die  Frojectionspunkle 

I''P^---P' 

hindurchgeht.     Ans  denselben  Gründen  schneidet  £,  die  Curve  A'  anssor 
den  Punkten 

b,  fc,  .  .  .  Op 
Boch  in  den  Punkten 

p'p^ .  .  .p*k,hf  .  .  .  A„_i 
,TBd  diese  Pnnklo  bestimmen  wieder  eine  gewisse  Curve  S^  der  (r( — 2)"" 
Oi'dnnng,  die  auch  durch  die  Projectionspunkto 

P'  P* . . .  f  • 
geben  mn«B.     Die  Curven  Ä,  und  .V,  mfissen  also  in  eine  einzige 
Cnr\''e  S  «nsammenfallen. 

AViis  I..  II-  «n^  111-  ergehen  sich  daher  nachstehende  l.chrsütee; 
Sind 

die  »*   Durcliscbnittspunkte    zweier  Cnrven  Ä  und    S 
der  1"°  Ordnung,  und 

P'  P'  . . .  P-  . 
diBprojeclioBspnnkte  vonA'in  Bezug  auT  die  Grund - 
punkte 

b,l;...'-,; 
ebenso 

P^p'--P' 
■dieProjectionsjinnkte  von  A'  in  Bezug  auf  die  Grund- 
Punkte 
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"•^■^^^■^■^^^^jf^^^^^^^^^'^^^'^^^^ 


so  liegen  • 

o)  Die  Projectionspnnktp 

ÄU f  einer  nnd  de rselbenCurveS  der  (n  —  2)*"  Ordnung, 
welche  auch  durch  die  übrigen  Schnittpunkte 

von  K  und  ft  geht. 
/?)  Die  Punktsysteme 

f  I  Cf  .  .  •  fp    mm         •  ■   .   ■ 

bezüglich  auf  zweiCurven  Z^  und  2!^  der  («  —  l)***  O  rd  - 
nung,  die  auch  zugleich  durch  die  weiteren  Sehnit't- 
punkte 

von  K und  figehen. 
Es  seien  z.  B.  K  und  $t  zwei  Curven  der  vierten  Ordnung  und 

&i  6,  • . .  ^7  f|  r,  .  . .  fy  Ati  Ar, 
derert  10  Durchschnittspunkte;  femer 

Jf>ip2|>S 

die  Projectionspunkte  von  K  für  die' Punkte 

6|6t  • . .  b^y 
sowie 

die  Projectionspunkte  von  K  für  die  Punkte 

*i  ff  •  •  •  *7 
als  Grnndpunkte;  alsdann  liegen 

y)  Die  sechs  Projectionspunkte 

pip«PV^pV 

anfeinem  Kegelschnitte,  der  auch  durch  die  zwei  übri- 
gen Schnittpunkte  k^  und  Ar,  von  A'  und  fi  geht. 

6)  Die  zwei  Punktsysteme 

fr|fr,  . . .  fr,  p^p^p^ 
£,«,...  f7PiP«P» 
auf    zwei    Curven    2),    und    ^,    der    dritten    Ordnung, 
welche  sich  noch    in  den  beiden  Durchschnittspunk- 
ten  k^  und  k^  von  K  und  Ä  treffen. 
Wären  entsprechend  K  und  Ä  zwei  Ourven  der  dritten  Ordnung  mit 
den  nenn  Schnittpunkten 

6, 6,  fr,  fr^  f ,  f ,  jj  «^  k^ 

und  P\  ;>^   bezüglich   die   zwei   Projectionspunkte   von    K  einmal   für  die 
Grundpunkte  b^b^h^h^^    das   anderemal    für  die    Grundpunkte  f|fffaf4i   so 
liegeD 


■ 

■ 

V^ 

V 

1 

■ 
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r 

0 

Dip  boirlen  Pir.jonir.nF.pnrkte  P'nndp» 

nuf.inerGe-           1 

rAdon,  die   fliicli    durch   den    nniatfn    Sc 

luittnunkt   k,           ■ 

von  i-,  und  »gellt. 

■ 

1) 

DiebeidenPunktiiysteme 
r  I  (  *   /" 

1 

auf  zwei    Kegelacl.nitten,    die   sicli   ehe 

ifaJU   in   dem            H 

nennten  ScIi  oittpiinkte  k,  von  A-und  ff  hc 

faneiden.                       ■ 

Die 

e  beiden  letzten  Sütze  bilden  ziinnrnnien  den  bekannten  Hart-             fl 

>cfa 

en  Salz  (§  2  Seite  210)  für  Curven  der  drilteti  Ordnung 

1 

§«■ 

j 

Constmction  einer  Cnrre  Z  der  (h—  i)"*  Ordnung,  welche  dnroli                ^| 

unbekannte  Schnittpunkte  zweier  Curven  der  h™ 

Ordnung 

beBtimmt  ist. 

Die 

Rpsnitale  der  bisherigen    Uiiterüuc Innig  gi-ben  n 

s  dns  Mitte]  zur 

Wenn   in    einer    Ebene    zwei  Curven 

X  und  «  dei 

«•"Ordnung  bezüglich  durch  4«(n+3)Pu 

nktegegeben 

Bind,  DÄtnlich  if,  dt:rch  die  Punkte 

ft,6,...fi,*,«,...a^_, 

nndfidurch  diePnnkte 

h,h,...h^n\n\...a\„^u 

HO    soll    diejenige    Ciirre    E  der  (n-ir 

Ordnung    er- 

zeugt     werden,     welche     die     übrigen 

unbekannte'n 

Schnittpunkte 

*>ff-'-l(— i)(ir-,+:0 

von  Äund  «bestimmt 

Die 

gegebene    Carve    K  der    »""  Ordnung    lüsat    s 

cb    nnf  die    t  = 

K' 

—  l)  (n— 2)  verschiedenen  Arten 

p' 

",". 

-  ."i—ii  A  (''. ''.-  ■  -''p  f','  i>,'- .  .0'«-:.  11 0'  «-i.  -  .yv 

,)[«i. ,.......-,) 

f 

«,"■ 

..«.-.jÄC'.t,  .  tp(VP.'-(^-slli''--J---ÖV 

,)[»,o,...«,._,| 

«,"'.. 

n.       .  1  "Ä~  1  A    />           li     fl  *  fi   '         fy       n  1 1  0 '  _     .1         0 ". 

,)|",.,...»!.-.i 

-■•Iil-lJ  /\  ("i  "(-  -  ■"p  fi   Vt   ■  ■  ■!/^n— it  II  V  n—l-  ■■V  '^ 

snc 

ehe 

SO  die  Onrve  ß  «inf  die  s  verschiedenen  Arten 

1!'|> 

•,.•,. ...•,.-,)AlM.^..'>ö,'C.,'...C.'...||C.' 
I.-,  =■....  «',.-,1, 

.-,...  OUl) 

■D'l»',./,    .  «■,„,lÄ(','.---»rO,"C,'...0.'._j|10 

._,...  O'.-,) 

*■["■,.■,.. ..•>.-,]  Ä(''.*>-.-'>o.'D.'--!^'-"  HO 

._,...  O'.^,) 

1 

■ 

[a't «',...  o  3«-iJ 

B^ 
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darctj  ein  StTshletibüscliel  und  ptojeclivisclies  Ourvenbiisclicl  der  (h  — I)' 
Ordunng  ersouKen. 

Nacb  §  5  gellt  die  gesnclile  Clurve  Z.  iler  (n  —  1)'""  Unliiiing  duroli  die 
BHmintlicben  P rnj e et ions punkte 

P>  P*...  P'$'  $''...*i; 
der  beiden  Ciirren  h'  nnd  S,  und  es  bleibt  daher  nnr  nncb  die  AiiTgabet 
ein  Strahlenbiiscbel   und   ein    projectiviucbes  Cnrvenbfischel  der  (»i  —  2)' 
Ordnung  festzustellen,  welche  durch  den  Durciiscbnitt  ibrer  ent&precbendea 
Elemente  die  Curve  .£  erzeugen. 

Zu  diesem  Zweck  erinnern  wir  uns  zitnacbst  nn   folgende  nnler  üic 
projectivische  Curvenhüschel : 

1.  an  das  CurvenbUschel  {T,  T.)  mit  der  Basis 

(6,  /<,...  Sp  O,  O,  ..  .  On-s  II  0„-i  . .  .  O.-i) , 

2.  an  das  Curvenhüschel  (F,  J\)  reit  der  Basis 

(P'P'.../"A,A,...A,) 
und  endlich 

3.  an  das  Strablcnbliscbcl  $',  welches  den  Projectionspunlct  jß'  d< 
Cfirve  t  BUra  Mittelpunkt  bat. 

Das  Cntvcnbiiachel  {T,T^  eriengt  wit  dem  StiahlenbUachel  $'  dW 
('nrve  £;  mit  dem  Ciirvenbüschel  (K,  i\)  aber  den  Knsamni  enge  setzten  Oi 
(Ä'+S')i  wobei  ©'  die  durch  den  Bnsisrest 

0,'0,'  .  .  .  O'n.S  II  £i'«-i . . .  O'.-i 
bestimmte  CnrT«  der  (h  —  3)""  Ordnung  bezeichnet;  endlich  erzeugt  da 
Ciirveiibtlscbel  (T,  F,)  mit  dem  Strahlenhüscbel  /''  die  gesnchle  Curve  S. 
Cmere  Aufgnbe  wird  demnncL  als  gcloxt  anzusehen  sein,  wenn  es  gelingt 

a)  die  Basis  des  CnrveubüschelB  [!',  T,)  featzuBtellen  und 

b)  in  den  beiden  projectivischen  Büscheln  (T,  V^)  und  % 
sprechende  Elementonpnnre  nnzngeben. 

Was  zunächst  das  Cnrvenbii&chel  (T,  }',)  anbetrilTt,  so  sind  von  dea 
(n  — 2)'  Basispnnkten 

P'  P'.  .  .  P' /(,/(,.  ../(, 
desselben,  die  Projectionspunktc 

i"  /"  . . .  P- 
der  Cnrve  Ä"  als  bekannt  anzusehen,  während  die  (ihrigen  noch  unbeka 
ten  Basispankte 

auf  der  Ciirve  ©'  liegen  (§  3  Seite  217). 
Die  Curve  T,  oder 

(A, ft, . . .  V  Q, O, . . .  Cl^  II C—, . . .  O^i)  [o.l 
de*  Ciirienliilschela  (7",  7',)  schneidet  die  Ciirre  S'  ausser  in  den  Pnnkti 

o,c.,...c.— 3iia,-j...o._, 
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welche  auch  der  Curve  f,  des  Cm 
tnau  diese  Pnnkte 


üibüBchela  (V,  F^)  niigehören.     Nim 


,D,  80  ist  die  Curve  V,  durch  die  Punkte 
P'  f  .  . .  P«  «,  M, .  , .  u.^  a, 
mehr  als  boslimml.     In  gletcber  Weise  scbueidet  die  Curve  T,  oder 

(6,  ft, . .  .  6p  C,  O. . , .  D«-:,  II  0^2 . . .  0.-0  KJ 
die  Curve  @'  nocb  ia  den  Punkten 

p,»,...p,^, 
welche  auch  der  Curve  T,  angehSren.     Sind  diese  Punkte 

construirt,  »o  ist  auch  die  Cnrvo  T,  durch  die  Punklo 

beatimnit.     Die  weiteren  Schnittpunkte  zwisclien  V,  und  T,  ergeben  daun 
dio  gesuchten  Punkte 

h,h,...h.^; 
oder  diese  lassen  sich  auch  noch  einfacher  als  weitere  Suhuittpuukte  xwi- 
sclieu  ©'  and  V,  oder  ©'  und  V,  coastruiren. 

Endlich  sind  noch  in  den  beiden  projectivischeu  BüGchelu  [K,  1',)  uud 
drei  enlBpreL-heode  Elementcupanre  ansugeben.     Zu    dii^neui   Zwecke 
nehmen  wir  im  CurvenbUschel  (r,  T,')  mit  der  Basis 

(6, 6, . . .  6p  O,' O,» . . .  0'»_3  II  0',_i . . .  O',-,) 
die  drei  Elemente  -T^  f,  T^  oder 

(A,  A, .  - .  Ap  O,'  O,^  . .  D'„-3  II  0^_i . . .  G'._, )  [<.,] 

(i.A, . .  -ftpO.  o, . . .  n»^  II  0„-;  . . .  0.-i)  N 

tft,*,...ftpO,0,  ...0„_s  im^j  ...O^OC-'sJ 
■nd  saeben  im  projectiviachen  SIrahlenbtischet  $'  die  drei  entsprechenden 
Blrahlen 

während  im  CurvenbüKchel  (T,  F,)  dio  drei  enlsprechenden  Klomente  F,, 
F,,  r,  oder 

r  (P»P'',..i"A,A,...A,^)[a,) 

•■  (P^P*...P'A,A,...A,^')KI 

(/"P»...P'AA-"A.,)KI 
■eia  werden.     Aus  der  gleichzeitigen  ProjeetivitÄt  von  (T,  T,)  mit  (C,  F,) 
und  $'  folgt  aber,  dnss 

■  C,  und  p, ;    F,  und  (!,;    P,  und  p, 

nueh  drei  enUprochende  Kiemente  der  beiden  projectivischen,  die  Curve  2J 
erseugenden  Büschel  (J",  F.)  und  ¥'  sein  müssen.     Die  Aufgabe  ist  also 
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Beispiel. 
Um  au  xeigeu,  (las§  das  vor  berge  heu  de  allgemeine  Verffthreii:  di»' 
jeuige  Curve  21  der  (n  —  I )'°"  Ordoiiug  au  erzeugeti ,  welche  ilurch  eine  ge- 
Dijgeude  Zahl  vdu  unbeknnnteu  Schui(t|iUDktoD  zweier  Curreu  der  n^'" 
Ordnuug  bcatimiut  wird,  iu  der  Tbat  dns  möglicb  eiorachste  ist,  wulleu  wir 
die  Conatructiou  für  deo  Bpecielleu  FhII  noch  einmal  wiedeiholeu,  wenn  A' 
und  S  zwei  Curvcii  der  vierten  Orduung  dnrtilellei).  Dabei  wird  sich 
herausätelleu,  dems,  abgesehen  von  der  Erzeugung  dieser  Curven,  alle  Ope- 
rationen mittelst  des  Lincalä  allein  aiisgel'iihrt  werden  küiiuon.  Dsa  Praa 
blem  lautet  jelzt:  1 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  llurven  A'  und  fi  der 
vierten  Ordnung  bezüglich  durch  vierzehn  Punkte 
gegeben    sind,    DÜmlich  K  durch  die  Punkte 

t,  6, . . .  6,  n,  «,  . . .  a, 
und  ft  durch  die  Punkte 


I 


soll  diejenige  Curve^derdritteuOrdnu 

r  den,  welche  durch  die  übrigen  II  eunSchnillp 


eerien, 
iltpunkle 


vun  A'  und  St  bestimml  vird. 
Die  Curve  A'  linnn  aul  die  drei  verschiedenen  Arten 

/•'[„,„,...  n,l  Ä  (4, (,...  1,  S,' II  ft'H«.«.  ■ 
/"i«,,.,...o,]  Ä  C»,*,. 
/>■[«,«...    "rlÄ  («,»,. 
und  die  Curve  S  auf  die  drei  vergeh 

SD' [«■,»■,...  »,-]Ä  (».»,. 

*'l"'.".    ••«■■]Ä(«.''.  ■ 
durch  ein  ätrahli 


".I 


ton  Ordnung  erzeugt  werden. 

Nun   geht  diu  geantlite  Cur\ 
punkte 

1"  P^ 
der  beiden  Carveu  A'  und  Ä,  wul 
dieser  Curve   nicht  hinreicho 
Kegcischnittbüschel  (»',  l\)  u 


■A,0,'||i>.')l".  ".■■■'',] 
denen  Arten 

.*,c,MlOt')  [«■."■.■■■"■, 

<1ÄC*.*. -.-A»  O.Mi  Ö.')  [«'."'.-..«■, 
ibiigchel  und  ein  projectivisches  Cnrvenbüiichel  der 


£  dnrch  die  sümmtlichen  Projeetlo 


wültihe  aber  der  Zahl  nach  zu 
I.     Nichts  destoweniger  lassen 
it  der  Ba,eis 
P'  P'  P'h, 


Bestini  mung 
jicb  doch 


und  ein  projectivisches  StrahlonbUachel  mit  dem  Mittelpunkt  $'  feetstellen, 
welche  dnrch  den  Durchschnitt  ihrer  entsprechenden  Elemente  die  Cnrve  £ 
erieugen,     Zu   diesem  Zwecke   denken  wir  &n  dits  Curvenbiischel  (T,  T^  J 


der  dritten  Ordnung  mit  der  Bnitii 


■  1,0.' 
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dasselbe  ist  zugleich  projectiviscli  mit  dem  KegelscbniUbUachel  (Fj  F,)  und 
mit  dem  Strablenbüacbel  $' ;  mit  (  T,  V^)  eraengt  es  den  zuss  iimeiigesel-^ti^n 
Ort  (Ä'+®')  und  mit  $'  di(.  Cmve  «.  ©'  bezeichnet  hierbei  die  Goiacle 
0|MI^*>  suf  wacher  auch  der  vierte  Basispuiikt  A,  des  Kegelscbiiitt- 
bU8ch<.ls(r^r,)  liegt. 

Unsere  Aufgabe  wird  nuu  gelöst  sein,  wenn 

a)  Die  unbekauulen  BaBisiiunkte  des  BttBchelfl  ( V,  V.^)  gefunden  sind  und 

ft)  die  ProjectivilSt  von  (T,  F^)  und  $'  durch  drei  eutsprpchendo  Ele- 
Tnentenpaare  fentgestellt  ist. 

Was  dfin  ersten  Thetl,  die  Bestimmung  der  Baals  des  Kegelachnitt- 
biischeU  (F^  F^)  hetrifl't,  bü  besteht  diese  Baaia  aus  den  vier  Punkten 

/"  P'  P*h,, 
von  welchen  die  drei  ProjectionKpunkte  als  bekannt  anzusehen  sind,  so  dass 
nur  noch  der  Punkt  k^  zu  construiren  bleibt. 

Zu  dieaeui  Zwecke  suchen  wir  zwei  Cuvven  F,  und  F^. 

Die  Curve  I',  sei  bestimmt  durch  die  vier  Punkte 
/"  /■*  P'  (t, 
DDd  durch  den  dritlou  Schnittpunkt  ii,  der  Curve  T,  oder 

(6,6,...6,0,'Iia'Jhl 
mit  der  Geraden  @'.     Ebenso  sei  F,  bestimmt  durch  die  vier  Punkte 
pt  pi  ps  Q 

tind  den  dritten  Schnittpunkt  v^  von  T^  oder 

(6,6,.../,,OtMlo,')K] 

mit  @*.  Die  Punkte  h,  und  r,  lassen  sich  auf  bekannte  Weise  miUelst  des 
Lineals  allein  finden.  Dies  vorausgesetzt,  eigiebt  sich  der  gesuchte  Punkt 
A,  entweder  als  vierter  Schuiitpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  F,  und  F,, 
oder  besser  aU  zweiter  Schnittpunkt  der  Geraden  ©'  mit  V^  oder  F^;  iu 
beiden  Füllen    kann    derselbe    nur   mittelst   des    Lineals    allein  gefunden 

Zur  Lösung  des  zweiten  'l'heiJes:  Feststellung  dreier  entsprechender 
£lementenpaare  in  den  beiden  piojectiviscbeu  Bilsebclu  {.y^^V^  und  '^', 
nehmeu  wir  im  Curvonbüschel  (Tj  7",)  die  drei  Curven  r, ,  T,,  T^  oder 

(6,6,...6,O,M|D,0K] 
(6. /',...  6,0.    HO,)    W- 
Ihnen   entsprechen   im   Kegelschniltbüschel   (F,  F,)   die  drei  Kegel- 
«cbnitte  r, ,  F,,  F,  oder 

(/"  />'i»  A,)  [a,| 
(/"  />•  /"  A.)  H 
(P-  i"  /"  A.)  [0,1 
nnd  im  Strahlenbtiscbel  IJ*  drei  gewisse,  noch  au  construirende  Strahlen 


236      Ueber  die  Erzeugung  solcher  geometrUcIier  Curven  etc. 


Sind  dieselben  gefnndeti,  so  folgt   aaa  der  gteicbBeitigen  Projectivität  v« 
(r,  r,)  und  ¥'  mit  (r,  r,).  ^"s  aach 

(F,  undp,);     (r,  undp,)i     C^jU""!!!)) 
drei  entspredieude  Elementenijnaie  iu  deu  projecti vischen  Büscheln  (T, 
und  ¥'  sein  raiisseu;  die  Aufgabe  ist  also  gelost. 

Weitete  Vereinfacbongen. 

letalen  Aufgabe  (wenn  uäuilicU  A"  uud  »  zwei  C 
'  darstellen)  läüSt  noch  i^iue  weitere  bedeutende  V 
SU  an  diejenigen  drei  auegezeicbnetcn  Kegelsclm 

Kegelächnittblisi^het  (T,  F,)  denkt,    welche  durch  die  drei  gegeniibei 
itäiidigen  Vietecks 

P'  P'  />'  A, 
Lnen  entsprechenden  Curveu 


Die  AunösHug  . 
endet  vierten Ordni 


lirgenden  Seileupi 

dargeetellt 


iCut 


eubÜBchel  (7-,  r,)  s 
(6,  t,  , 
(*,  ß,  , 
(b,  t,  , 

len  im  projectiviscl 


id  die  drei  Corven 

.  ■  1,  o,'  II  o,')  le,'  II  e,'i 
. .  (.,  n,'  II  o.')  IQ,'  II  p.'i 
.  .i.,n,'iio,')[(i,'l|e.'l, 

jnStrtihlenbüscIiel  %t'  die  drei ) 


Uie 


i  Curven 


laääen  sicli  aber  auch  ho  darstellen : 

(«,*....»■?,' II  PtOlo,' II  n,'| 
C»,», ...».  p,MIP.')[o,'||a'l 
(»,». ■..»,0,'IIP,")  la'||D,'| 

und  in  dieser  Form  erscheinen  sie  ala  Elemente  in  den  drei  iCeugungi-1 
büscheln  der  Curve  K.  In  den  drei  projecti  vischen  Strahleuhüscheln  miti 
den  Mittelpunkten 

P\  P\  P' 
entsprechen  ihnen  die  drei  sich  in  h,  schneidenden  Slralilcn 
P'/l,;       P'h,;      P'h,. 
Demnach  reducirt  sich  das  Auflöaungsverfahren  auf  folgende  Oper»>l 
tiunen  :  Man  suche  in  den  drei,  die  Curve  A'  erzeugeudeu  projectivi^chei 
Gebilden 


P<  [a.o,  ...«Ja  C*,6.  .  .  -  S,  C'  II  P,')  |o,o, 
P'  [fl,  o,  ...«,]  Ä  (*,  A,  .  .  .  *,  Q,'  II  P,'  l.[n, « 


Von  Dr.  A.  Olivieu. 

(6.*,...»,  P.MIP,')  [0,110,1 

(6,6,...ft,(),*|iC.»)[0,|10,l 

ihre  eiitBprechendea  Elemente,  nämlich  die  drei  Projectim 

P'A,;     i"/i,;     y>'A,. 
Alsdauu  sind  die  drei  besondercu  Kegelsuhiiitte 


beatimmt, 


odei 


iidicb  diircli  die  GeradGuV»nre 
Wh,   und  P*"P' 

Fä,    „   'FT* 
PH,    „  Ff*. 

luu  suche  man  weiter  in  dem  ZeugungsbiUi-hel  (T",  T^)  der  C'iirve  J 
1  drei  Blemouleu 


(i,i.,...»,o,'l|n,')[e,'ile,'| 
(t,i.,...i,ö/||o,')[P,MI  Wl 

(i.,6,...6,0,'||0,')|l','IIP.'l 
die  drei  entsprccheaden  ProjectioDsstrAhleu 

im  Strahleob (Ische  1  ^'.    Dadurch  ist  die  projectiviscbe  Seaiehung  zwischen 
dem  KegeUchnittbüschel  [ViV^)  uud  dem  Strableubüachel  ^^'  hergeHtellt, 
denn  man  kennt  jetzt  dis  drei  entsprechenden  F^lementenpaare 
t'x  und  p^;      Vy  und  p,;      Fj  und  p,. 
Die  Aufgabe  ist  also  gelöst, 


§9- 

CotutTUOtion  einer  Cnrre  I'  der  {11  — •i)'''"  Ordnung,  welche  durch 

4(ii  — 2)  ('I  —  2  +  3)   unbekannte  Schnittpunkte   zweier  Curyen 

ä  und  T  bezüglich  von  der  n""  und  (<i  — 1)'^"  Ordnung 

beitimmt  wird. 


Das  zu  lösende  Problem  ist  folgendes: 
Es    sei  £   eine  Curvo    de 
durch  die  Funkte 


Ordnung,    gegeben 


rdnnng, gegeben  durch 


und  Feine  Cur' 
die  Punkte 

man  soll  diejenige  Curve  Fder  (n— 2)'"  Ordnung  con- 
struiren,  welche  durch  die  Übrigen  Scbnittpunkle 
von  £  und   T  bestimmt  witd.  ,1 


23S      Ueber  die  Erzeugung  solcher  geomcirischer  Curven  etc. 


Die  ProjeclioDspunkte  der  Corre  K  seien 

lui^  lue  zugeliörigea  Basisrcsle 


p'K 


Ä  auf  die  s  verschied euen  Arten 
1.-1I  A(6A...6pP,P,  ...  P. 

■Jn-llÄ(^*i,...^(>,C',-..P- 


/•■  |«,n,  .  .  .  «,._,]  Ä  (ft,6.  .  .  .  ip  p.p,  .  .  .  P»_3  II  P,_,  .  .  .  (*._,) 

durch    ciu    Strahlpobilscliel    und    ein   prnjectivtiiches    Curven bilschel    A\ 
\n  —  !)'■■"  Ordnung  erzeugt  werden  kann. 
Nun  nehmen  wir  die  Punkte 

(-,(*,...  6p  i,  i, .. .  i,_3 
hIh  UHsiiipUDkie  eines  Curvenbüschets  (T,  7*,)  der  (71  —  1)""  Ordnung,  von 
welchem  die  gegebene  Cnrvo  T  offenbar  ein  Element  sein  wird,  und  swiir 
dasjenige,   welches  dureli  den  Punkt  <t  in  der  Ebene  bestimmt  ist.     Zwei 
Elemeute  J,  luid  J,  de»  CurveiibUschels  (T,  T,)  seien 
(A,S,...6pi,i,...l„_j)[«,] 
(ft,A,...ftpi,i,...i,_3)[«,]; 
dieselben  suhnoidcn  sich  aber  in  noch  weiteren  Punkten 

K-iK-\  .  . .  i^i , 

welche  contitruirt  werden  müssen,  und  wodurch  die  Basis  des  Curvea- 
biischels  (7*,  T^  vollständig  wird 

(6,6,.  . .  6pil.i, . .  .  i„_3  11  !„-■■ . . .  A.-i). 
Die  nicht  auf  K  fallenden  BasispDnkte 

A,*,...  A,_3|Ii„-i...J,-i 
dc8  Curvenbüschels  (T^  T,)  bestimmen  eine  Curve  S  der  (n— 3)""  Urdnang{ 
ferner  schneiden  T,  und  T,  die  gegebene  Curve  X  ausser  in  den  PanktflB 

A,6....6p 

in  noch  weiteren  Punkten ,  wodurch  die  swei  Curven  F,  und  F,  der 
(n— 2)'"  Ordnung;  bestimmt  werden,  welche  ein  gewisse«  zu  (J,  7",)  projec- 
tiviflchos  Corvenbascbel  (  K,  /',)  de-r  (n  —  3)'""  Ordnung  tixiren.  Die  ent- 
sprechenden Elemente  dieser  beiden  projectiviscben  Curvenbüschel  (7,  7*,) 
nud  (  r,  F,)  Bchueiden  sich  ausser  auf  der  Curvo  k'  noch  auf  der  Curve  S 
und  es  wird  dadurch  der  inaanim engesetzte  Ort  (A'4-5)  bezeugt  (§3). 
Endlich  wissen  wir  auch  noch,  dnss  die  Uasiii  des  CnrTenbUachels  (F,  FJ 
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beateht,  von  dei)ei)  die  ProjectionapuDkte  auf  die  Curye  K  UDd  die  übrigen 

hj't  ■■■\ 
«Bf  die  CniVB  S  fallen.     So  wie  nun  die  gegebene  Cnrve  T  ein  Element 
des  Cnrve nbUscbela  (/,  T^)  darstellt,   so  ist  die  gesuchte  Curve   f  ein  ge- 
wisses Element  des  Curvenbfiscliolti  {y,^'-),  und  7.\\Rt  liasjeuige,  welcboü 
der  Curve  T  oder 

(6,  fc,  . . .  ftp  i,  1,  . .  .  i„_a  II  i„-j  . . .  i,-i)  k] 
im  projectiviscliea  Cnivenbiische]  (T,  T,}  enttiprlcbt. 

Die  Auflösung  unserei:  Aufgabe  reducirt  sich  daher  nur  uouli  nuf  fol- 
gende drei  Operatiouen: 

a)  FeatfilelluBg  des  Curvenbüschels  (T,  f,)  der  (n  —  2)"''  Ordnung. 

b)  Bestiramung  dreier  enttiprech ender  Elementenpaare  in  den  beiden 
projectiviscben  BiUchcIn  (F^  F',)  und  (/[J^'i)- 

c)  Aufsuchnng  des  der  Curve  T  im  Curveiibiiscbel  (T,  J,)  euisprecbcu- 
den  Elemeuie..  T  im  Büschel  (_V,  F,)- 

Wir  beginnen  mit  der  Feststellung  dos  Cnrvenbiiscbels  (T,  F,). 
Von  den  beiden  Curven   l\  und  Ft  sind  uns  bereite  die 
P'P'...P' 
Uta  Frojectionspunkte  von  A*  bekannt;  wir  wissen  iiäuiltch,  datoi  nach  den 
früheren   UnlersiicbuQgen  in   §  6  diese  beiden  Ourvou  durch  jene  Projec- 
tionapuukle   geben    raiissuD ,    und    dass    ihre   weiteten  noch ,   unbekannten 
Schnittpunkte 

h,  h,...h. 
Kai  die  Cnrve  S  zu  liegen  kommen.      Um  die  Constructiou  dieses  Funkt- 
Systems 

A,A, ..  .A, 
bandelt  es  sich  zunächst. 

Zu  diesem  Zweck   mtissen  wir  uns  erinnern,   dass   die  Curve   /",  die 
Curve  S  ausser  in 

A,  l....i»_s  II  !--»...  i.-i 
in  noch  s,  weiteren  l'unktea 

Kbneidet,  welche  auch  der  Curve  T,  angehürou.    lu  gleicher  Weise  schnei- 
det aucb  7*1  die  Curve  S  in  noch  .v,  weilereu  Punkten 

welche  auch  der  Curve  F,  angehören.     Diese  beiden  Punklsysteme 


müssen   censtruirt    werden.     Alsdann    kennt    mau   von    dm  Cnvve    F,    die 
Punkte 

F'  P'  ...P'u,u^... 
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i>'  /»'.../»•  B,  ü, .. .  p.,  a,  , 
welche  mehr  als  hinreichen,   um  diese  beiden  Curven   V,  nnd  F,  za  be- 
HtimineD. 

NHchdem  so  die  Leiden  Curveu  V,  und  V,  durtli  eine  genUgeDde  Zahl 
voti  I'unkteu  bcGtimmt  wordeu  siad,  l<ann  man  auch  ihre  weiteren  Scbuitt- 
innkte 


pnnl 


A.A., 


finden,  nnd  zwar  dadorch,  daas  man  die  weiteren  ScbniUpuukte  entweder 
von  r,  uud  .S  oder  von  T,  und  S  eoustruirl;   alsdann  ist  die  Basis  den  Cnr- 
renbliechcU  (T,  f',)  vollslKndig  durch  die  Punkt> 
P'P*...P'h,ht.../i, 
gegeben. 

Jetüt  lassen  sich  auch  in  den  beiden  projectivischen  Büscheln  (F,  V^ 
und  (7*,  Tf)  drei  entsprouhende  Klemcuteopaare  fextstelleu.  Wir  bezeichnen 
die  drei  Elemeule 

Cfc,  6,  ...  ftp  1,1,  .. .  A»-3  II  1,-3  . . .  1,-0  [«,] 

(ft,  6, . . .  frp  1, 1, . . .  1^  [1  i,_2 . . .  1.  -0  M 

(A,6,  ..  .  fip  1,1,  .  .  .  1„_3  II  i„-2.  . .  1.-0  M 
des  Cuiveubüsi-hels  (T,  T,)  mit  7",,  7",,  T,,  dann  sind  die  drei  eulsprechen- 
deu  Elemente  V,,  F.,  V,  im  Curvenbüachel  (F,  r,): 

(/»',/"  ...P-h.h^...  A„_3  II  A,_i . . .  A.J  [«,] 
t/"/'*...P'A,A,...A„_j||  A,^...A,,)[n,] 
(/"  P'...P'/,, /,,...  A„_3  II  A„_,  . . .  A„)  [,'.]. 
Nun  kann  zu  jedem  vierten  Elemente  des  einen  Büschels  das  entspre- 
chende im  anderen  gefunden  werden;  also  auch  zur  Curve  T  oder 

(6,  ft,  .  .  .  ftp  1, 1,  ■  ■  ■  1—3  II  Kn-2  .  ■ .  A,-0  ["] 
im  Curveubüschel  {T,T,)  das  enttiprecheude  Element   T  im  Curveubüschel 
(F,  F,).     Damit  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Besoaderer  Fall. 
ir  und  T  seien    bezüglich  Curven  der  vierten  und  drittea 
Ordnung. 

Das  Problem  lautet  unter  diesen  Umständen  wie  folgt 

EsseiiTeiDeCurve  der  vierton  Ürdnnng,  gegeben 
durch  die  Punkte 

und  2"  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  gegeben  dur 
die  Punkte 

A,6,  ...ft,i,«; 

man    soll    denjenigen    Kegelschnitt     V   construiren, 

welcher  durch  die  fünf  Qbr igen  Schnittpunkte  von  ^ 


»,  P,' II  £>.')[«.".  ■ 

■  «,1 

»■»,' 11  Ofl  [«,".. 

."■1 

s,  0,"  II  O,-)  [.,",. 

..,1 

Von  Dr.  A.  Olivier. 

Die  PröjectioaBpiinkte  und  Bafisreste  der  Cnrve  K  leien 
P\  P',  i" 

P.'llft';    0,*\\Qt'\    0,'llft'; 

daraas  ergiebt  sich  die  dreifache  Erzeugung   dieser  Carve  mittelet 
Strahlenblischels  nnd  projectivischen  CiirvcnliüBcLels  der  dritten  Ordnang 

/»K''.■■.«7]Ä(^6.■■ 

Nun  belraclilen  wir  die  acht  Paukte 

ft,  /-,...  6,  i, 
als  BaBispUnkte   eines  CiirvcnliUsclipls    {T^T^   der  dritten  Ordnung, 
welcliein  die  beiden  Cnrven  T,  und  T,  oder 

Ct,i....6,A,)hJ 

zwei  Elemente  sein  mögen.  7"^  und  7,  »cbnciden  sich  aber  in  noch  einem 
nennten  Fnnkt  1,,  wclcber  construitt  werden  muss,  nnd  sehr  leicht  mittelst 
des  Lineals  allein  constmirt  werde.n  kann.     Ist  dies  geschehen,  so  wird 

/.,  t, .  - .  fc,i,  II X, 

die  rolle  Basis  des  CurvenbUschelü  (J,  Z,)  darstellen,  dessen  beide  nusscr- 
balb  der  Cnrve  k'  fallenden  Basispnnkte  1,  {|  l^  eine  gewisse  Gerade  S  be- 
stimmen werden. 

Die  einzelnen  Cnrven 

y,,   r,.  T,  etc. 
des  Curvcnbüschflls  (7",  7",)  schneiden  nnn  die  Cnrve  K  der  viprlen  Ordnung 
in  noch  weiteren  fünf  Punkten,  wodurch  die  Kegelschnitte 

r,,   r,,  F,  etc. 
hervorgehen;    diese  Kegelschnitte    bilden   ein    zum  Cnrvenhiischel    (7*,  7*,) 
der  dritten  Ordnung  projectivisches  Kegelschnittbüschel  (F,  F,),  von  wel- 
chem drei  Basispunkte  anf  die  Curve  A*,  nämlich  in  die  Projecttnnspnnkte 
yn  pi  pi 

derselben,  der  vierte  Basispnnkt  A,  aber  auf  die  Gerade  S  fallen  wird.  Der 
Pnnkt  A,  ist  zu  conslruircn. 

Zu  diesem  Zwecke  müssen  zuerst  die  beiden  Kegelschnitte  V,  und  F, 
durch  eine  geuilgende  Zahl  von  Pitnkt«^n  bestimmt  wenlen;  bis  jotat  kennt 
man  nämlich  von  F,  nur  dio  vier  Punkte 

/"  P'  P"  a, 
nnd  von  F,  die  vier  Punkte 

/"  P'  P'a,; 
es  fehlt  also  von  jedem  dieser  beiden  KegeJachnilto  nocli  ein  fünfter  Punkt, 
f'i  schneidet  aber  T,  in  noth  einem  sechsten  Punkte  h,  ,  welcher  zugleich 
Blieb  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  S  mit  derselben  Curve  7",  ist;  die 
beiden  anderen  Schnitipnukte  sind  nämlich  rl,  ||  A«;    folgUeb  lHu^  ücV^  &kc 
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Pankt  II,  sehr  leicht  mittelst  des  Lineftte  allein  finden.    DeHgleicheti  sclinei- 
detder  Kegelschnitt  V,  die  Corve  7",  in  (hinein  sechsten  Punkte  p,  ,  welcher  | 
auch    sIb  dritter  ScLnittpnnkt  der  Geraden  S  mit  T,  linenr  constmirt  wer-   ' 
den  kann.     Sind  nun  die  Punkte  u, ,  i-,  gernnden,  so  kennt  man  jetct  vom  - 
Kegelschnitte  l\  die  Pankte 

P'  P'  P'  a,  11, 
und  Tora  Kegelschnitte  T,  die  Punkte 

der  vifirte  Schnittpunkt  von  1',  nnd    J%,  welcher  mittelst  des  Lineals  alleio  ■' 
cnnstrnirt  werden  kann,  ist  alsdnnn  der  gesuchte  Punkt  A,.     Da  man  aher 
weiss,  dasB  h,  auf  die  Gerade  S  fallen  inuss,   ao  hätte  man  diesen  Ponkt  , 
auch   einfacher   als   zweiten  Schnittpnnkt  der  Geraden  S  mit  V,  oder  T't   i 
finden  kbnncD, 

Nachdem  jetat   das  zum  Cnrvenbüschel  (T,  7,)  der  dritten  Ordnung   | 
projectivische  Kegelschnitibiischel  Cr,r,}  festgestellt  worden  ist,  nehmen 
wir  in  diesen  beiden  projectivischen  Büscheln  (7",  7",)  und  [T,  f,)  drei  ent-  ' 
sprechende  Klementenpaare  an,  z.  B.  aus  {T,  T,)  die  drei  Curven 

T,,  y,,  T, 

oder 

((,,(■,■  ■■',»,  [iy[",i 

.     (I., ;,,...;,,!,  II ),)[»,] 
Q.,b,...b,i,'H,)M 

und  aus  (  r,  }\)  die  drei  entsprechenden  Curven 


r, 


r. 


oder 


m  Kegel- 
?  gestellte  ' 


(P'P'P>/.,)[a.] 
iP'P'  P' >!,)[«,] 
(f^P'P'h,-)[a,] 
und  suchen  an  der  gegebenen  Curve  T  oder 

(fr,b,.../-,i,|]  !,)[«] 
im   r'urvenbüschel   (T,T^)  den   entsprechenden  Kegelschnii 
BchnittbUschel    (V,  J\).     Dieser  Kegi-lsdiniH    T  löst  alsdat 
Aufgabe. 

Weitere  Vereinfachung  in  der  Annösnng. 
Wie  man  sieht,  sind  in  der  vorhergehenden  Auflüsungsmethode  alle" 
Operationen  (die  Anfündang  der  Projectionspnnkte,  Basisreste  abgerechnet) 
mittelst  des  Lineals  allein   ausgeführt  worden.     Nichts  destowemger  tXssfj 
dieses   Annö!inni;sverfahren    aber  noch    eine   bedentende  Abkürzung  i 
wenn  man  an  die  drei  besonderen  Kleroente 

'V,    »',.    f. 
des  KegelschnittbÜBchel«  (F,  C,)  denkt,  welche  durch  die  gegenüberliegen- 
tfaa  Sätenpmmre  d«fl  vollatändigeD  Vierecka 
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P'  />•  />»  h, 

dargestellt  werden.     Diese  drei  besonderen  Elemente 

V      V      V 

des  Kegelschnittbüschels  (F^  V^)  sind  demnach  die  Geradenpaare 

TTP*  nnd  P^i, 

P'  P'     „     ^, 
/>*/>»     „     P'h^. 

welche  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Eigenschaft  —  zwei  Projections- 
pnnkte  liegen  mit  dein  Basisrest  des  dritten  auf  derselben 
Geraden  —  auch  so  hiitten  dargestellt  werden  können: 


Die  zu 


entsprechenden  Cnrven 


Qi*  II  Qt*  nna  PVä, 
ft'  II  g,'  und  /«  A, 
ö,'  II  p,'  und  P'  A, 

V      V      V 


_  » 

im  Cnrvenbüschel  (fj  7,)  sind  folglich  die  drei  Carmen 

(A,ft,...6,i,[p,'|l(),'] 

(6,A,...6,A,[p,«||(),*] 

(6,6,...^i,[P,'||(),'] 
oder  auch 

(6,6,  ...  6,  (?,•  II  (),•)  [A,] 

(6, 6,  ...  6,  ft»  II  A')  [i,] 
(6, 6,  .  . .  6,  ö.'  II  Ö.0  [i,] 
und  in  dieser  Form  erscheinen 

auch  als  Elemente  der  drei  Cnrvenbüschel  der  dritten  Ordnung,  welche  mit 

den  projectiyjschen  drei  Strahlenbüscheln 

pi     pt    ps 

die  Curve  K  erzeugen. 

Die  Auflösung  der  Aufgabe  besteht  daher  kurz  in  Folgendem : 
Zuerst  erzeugen  wir  die  Curve  K  auf  die  drei  Arten 


P*  [fli  flg  .  .  .  flr, 

P^  [^1^2  •   •  •  ''t 


Ä  ('^^2  •  •  •  ^  (^1'  !l  (^2*)    [«1«2  •   •   •  «7] 
A  (*1^  •  •  •  ^  (^1*  II  (^2*)   [«l«2  •  •  •  «?]• 

Alsdann  suchen  wir  diejenigen  drei  Projectionsstrahlen  in  den  Strah- 
lenbüscheln 

P\  P«,  P\ 

welche  den  Elementen 


244       Ueber  die  Eraeugnng  solcher  geoinetrUcIter  Curveri  etc. 


{&,6,...ft7f,MI('»')IM 

(6,6,...6Te,'i|P.')  W 

entsprpclien;    dieselben  schneiden  sieb   in   demsetben  Punkte  /i,  iidiI  eiDdi4 
alHo  din  diel  Gernden 

P^^     PH,     PÜ\. 
Die  drei  speci(>licn  KegelschoitCe 

Kr,  »'s,  y, 

(Gerndenpaare)  iiiiid  jelzt  bealimmt,  nitmlicb: 
0,^  II  Ps'  nnd  P»A, 

Ihneo  enlapppchen  im  CurvenbüBcbel  {T,  T,)  die  drei  Ourveii 
TV,  Tj,    r, 
oder 

(6.t,...^i,)[ö,Miy,=] 

{'',1'^  .  .  .  f>,  k,}  [Q,' \l  r,,'\ 

('-,'',...  ^ii)l(),' II  (VI; 

dadarcb  iat  die  projectjviscbe  Besiebnog  zwiscbpn  (7',  7"^)  und  (J",  }\)  ber- 
gestellt,  nnd  die  der  Cnrve  T  oder 

(i-.ft, .  .  .  6;i,)  [a|; 
im  Büacbel  (r,r,)  entsprcclieude    Cnrve   V    im    Büacliel    (?',(',)  löst  dia 
gestelle  Aufgabe. 

•g  10. 
Conitmction  von  ;•  =  i  »  (»  —  I )  +  1  niibekaiint«ii  Schuittpnnktea 

sweier  Corren  H  und  ,<$  der  n"'"  Ordnnng. 
Die  in  §  8  durcbgefübiten  UnterKutli inigen  gnbcm  uns  ilns  Mittel  rut 
Lösung  des  folgenden  Fundrimeiilalproblems  über  die  Constrnction  unbff-' 
kitnuter  Dnrcbacbiiiltspiinkte  zweier  gegebener  Ciirven. 

Wenn  in  cinerEbeuc  zweiCnrven/Ciindfide 
Ordnung  durch   eine  hinreichende  Zdhl  von  Punkteij' 
gegeben   sind,   nÄmlich  h  durch    die  Pnnkl 


nnd   St   dnrch   die   Punkte 

SO     gullen     die     noch     üb 
flcbnittBpnDkte 


igen    unbeka 


von  A'nnd  ft  conetmlrt  werden. 
I,  Zunflcbfit  Hochen  wir  die  Projeciiongpiinkte  nnd  Banisreste  der  bei' 
den    gegebenen    Corven    A'    und    S    in  Bezng  .iiif  ihre  gemeinHchnftlichea 
Grundpnnkle 
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Dies  giebt  f(ir  K  die  Projectionsptinkte 
und  die  zugehörigen  Basisreste 


"■.   . 


.  i 


ebenso  für  St  die  Projectionspnnkte 

$1  ^«  .  .  .  ^» 
nnd  die  Basisreste 

OiOj .  . .  C1.-3  II  0,-2 . . .  0_! 

D1O2  .  .  .  0„-3  II  0„-2  .  .^  0*-l 


i   . .  • 


.  •  •    .    c 


O1O2  .  .  .  On-8  II  Ö11-2  .  .  .  0.--1. 

Die  Dnrcbschnittspiinkte  • 

cr^  OTj  . . .  IV||..2  f|  f^  •  •  •  ^B 

der  beiden  gegebenen  Cnrven  K  und  Ä  der  n**"  Ordnung  bestimmen  nun 
eine  Cnrve  2;,  der  («  —  1)**"  Ordnung  (§  4),  welche  auch  durch  die  sämmi- 
lichen  Projectionspunkte  der  beiden  Curven  IC  und  ft  in  Bezug  auf  ihre 
gemeinschaftlichen  Grnndpunkte 

geht  (§  b).     Die  Cnrve  £^  ist  daher  durch  folgende  Punkte 

Pi  P«  . .  . /»•  gj^  $« . . .  gj««!«,  . . .  «„^j 

im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt,  und  kann  nach  §  8  durch  ein  Strah- 
lenbüschel und  projectivisches  Curvenbüschel  der  (n  —  2)**°  Ordnung  er- 
zeugt werden. 

II.  Andererseits  nehmen  wir  jetst  die  Punkte 

«1  «2  •  •  •  *^-2  ^«-1  . .  •  ftp     • 
als  die  gemeinschaftlichen  Grnndpunkte  der  beiden  Cnrven  K  und  St  an 
und  suchen  wieder  die  sugehörigen  Projectionspunkte  und  Basisreste;    Die 
Projectionspunkte  für  K  seien 

und  die  zugehörigen  Basisreste 

Vi'  9i   "•  9^n'^  II  ^*ii-2  . . .  gK^i 
9i9%    . .  .  9^n^  II  9V2  .  .  .  ^^  -I 


^1*  ^2'  •  •  •  ^•»-»  II  fn^^  . . .  g\-\  1 
ebenso  seien 

die  Projectionspunkte  und 

ZeliMehrifl  f.  MMlhentMtlk  u.  Phftik  XIV,  S.  V\ 
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q,(|,  .  -  .  q«-j  II  q,-j  -  -  ■  q.-i 


die  BuUreate  der  Carve  ß. 
Die  Darchschnittspankte 

h,  b,  . 


■  K-1 


von  Ä  und  fl  bestimmen  jetKt  wieder  eine  gewisse  Ciirve  S^  der  (»  —  l)^ 
OrdDUDg,  welcbe  auch  duii-h  die  sSmmlliuhen  Projeciioiiapuokte 

p'p'  ■  ■    P'  V'f-  ■  ■  P* 
hindurchgeht.     Demnach  sind   aach   von  der  Ourve  2^  eine  hinreiclie 
Zahl  von  Paokten 

pV  .  .  .  p*  |)'p*  .  . .  fb^b^  .  .  .  h,^i 
bekannt  und  es  kann  dieeelbe  nach  §  8  durch  ein  Slrfllilenbfischel  und  prt 
jecliviBcheB  Curvenbüschel  der  (w  —  2)''"  Ordnung  erzeugt  werden, 
III.  Die  UDbekannteii  Schnittpunkte 
f , f(  .  .  .  tp 
der  beiden  gegebenen  Curven  K  und  Ä  der  n""  Ordnung  sind  jetat  ii 
als  cönslruirl  aniuaehen,  aU  es  gelungen  ist,  «wei  Cnrven  2i  und  S^  der 
(n  —  1)""  Ordnung  an  erseagen,  welche  sich  in  jenen  unbekannten  Schnitt- 
punkten 

von  K  und  St  trefTen,     Allein  die  beiden  Curven  £,  und  2^  schneiden  sich 
ausser  in  diesen  Punkten 


,ch(,~l) 


Punkten  ,  die 


PiPj  .  -  .  p,_i 

bezeichnen  wnllcn,  und  die  also  aiisseriiHlb  der  beiden  Cnrven  /f  und  Jt^M 
liegen  kommen.  Zur  vollst Xnd igen  Lösung  unseres  Problems  wNre  dah«i 
noch  erforderlich,  dass  die  weiteren  Schnittpunkte 

von  £j  und  E^,  welche  keine  Schnittpunkte  von  K  und  St  sind,  rUr  ei« 
getrennt  conatruirt  werden  können. 

HiersEu  führt  uns  die  folgende  Betrachlnng. 

Die  beiden  Cnrven   i",  und  Z^  bei^timmrn   ein  Curven b&schel  (Z^J^) 
der  (n-  1)""  Ordnnng,  von  welchem  die  Punkte 

' ,  I)  -  .  ■  tp 
als  Orandpnnkte  und  die  Punkte 

Pi*»..  .P.-i 

als  zugehöriger  ßBsisrrst  Hnfgeroest  werden  können.     Nach  §3  beslimnta 
der  fiasisrest 
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gcwiMe  Onrre  j  der  (n— 3)""  Ordnung;  auch  giebt  es  eia  «am  Cnrren- 

tiUschel  [£j£^)  der  («-•l)'"  Ordnnng  projnctiriBches  Carrenbäsctiel  {q)iipi) 

der  (n  — 2)"°  Ordnaug,  welches  mit  ilira  durch  den  üurchacbnilt  entspre 

obender  demente  den  zusammengeaetzten  Ort   [Ä'  +  j)   oder   (Ä  +  x)   «"■- 

mgt.      Die  Curve  9),  ist  bestimmt  durch  die  bekannten  Panlcta 

tn  welchen  £,  die  Carre   Ä"  acbneidet;   ebenno  ist  die  Curve  91,  durcb  die 
^akaDulen  Punkte 

' p*  .  ,  .  p'  &j6j  .  .  .  6b-z 
bflslimmt,  in  welchen  2^  dieselbe  Carve  K  trifTl. 

Nun  schneiden  sich  gj,  und  £,  aber  noch  in  s,  =  J  ("  —  2)  ("  —  3)  wei- 
teren Pnnkten 

H,"j  .  .  .  w,,, 
welche  auch  der  Curve  %  nngebSren,  desgleichen  schneiden  sich  aiieb  ip, 
inA  £g  in  noch  >,  weiteren  Punkten 

«eiche  ebenfalls  der  Curve  %  angeboren.      Diese  beiden  Punkts^rsteme 


ifissen   eonstruirt    werden.     Ist  dies  geBchebea,   so  ist  auch  die  Curre  j 
nrch  die  Punkte 

■ehr  als  bestimnit  nnd  ihre  weiteren  Schnittpunkte  mit  £,  oder  S^,  welche 
benfalls  zn  conatrniten  sind,  geben  die  gesachten  Funkte 

p,pi  .  .  .  p,-i 
1  welchen  eich  £,  und  £^  ansser 

f , E,  .  .  .  fp 

Bocb  weiter  »chneiden.     Unsere  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung.  Wenn  die  Zahl  der  unbekann- 
ten Durcbschnittsiiunkte  von  A*  und  S  geringer  aU  Jj  =  ^n  (n  —  l)  +  l  ist, 
dnss  z.B.  gwei  Cnrven  2^  nnd  £^  der  (»i  — 2)''"  Ordnung  durch  dieselben 
gelpgt  werden  können,  so  lassen  sich  diese  beiden  Ourven  Z,  und  Z^  in 
gleichet  Weise  ans  £,  und  £^  ableiten,  wie  vorbin  1\  nnd  £^  aus  ^  und  fi. 
.Unter  Umständen  kann  dann  die  Rediiction  noch  weiter  fortgesetzt  wer' 
^sn  etc. 

Beion derer  Fall. 
Ä'  und  Ä  seien  zwei  Cnrven  der  vierten  Ordnung. 
Das  soeben  geeiste  I'robJem  lautet  für  den  besonderen  Fall,  wenn  Ä' 
Snd  jl  Bwei  Curven  dar  vierten  Ordnung  darstellen,  wie  folgt: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Cnrven  K  und  St  der 
vierten  Ordnung  gegeben  sind,  nämlich  X  durch  die 
Punkte 


' 

1 
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'        ft,6,...i,R,n.o,».»,o.»,                                       J^ 

nnd  Jt  dnrch  die  l'nnkte                                                                  'S 

6,  *,  .  .  .  ft,  <r,  tt,  a,'o,\-a,X,                                        B 

so  sollen  die  nocl>  übrigen  Hieben  nnbekannteuÜiircb-'B 

echnittspnnkte                                                                             «fl 

H 

dieser    beiden    Carven    coostruirt  werden.                         ^1 

Wir  bfilrachten  diese  Aufgabe  als  gelöst,  wenn  es  gelingt.  Ewei  CntTea^f 

■£. 

und  £,   der  dritten  Ordnung  anzugeben,  die  sich    in  den  sieben  unb«-^| 

ka 

Dteo  UurchschnittspuDklen                                                                                   ^H 

von 

g  und  ft  schneiden  und  deren  zwei  weitere  Schnitipunkte  p,  und  o,  H 

getrennt  coostruirt  wetzen  können.                                                                        .  ^ 

Was   den   ersten  Theil,  nSralicU  die  Conelraction  zweier  Carven  £i 

nnc 

2^  anbetrifft,  die  durch  die  sieben  Schniupnukte 

von 

(,  (j  .  .  .  », 
A'und  S  gehen,  so  ergiebt  sieb  die  Lösung  wie  vorhin.    Seien  nämhcb 

für 

die  Grundpunkte 

6,6,  ...  6,                                                           ^ 

P\  p\  P';     P.MIP,';     OntO^'i    Or'WQ/ 

die 

Prnjectionspunkte  und  Ba«isreste  der  Cnrvc  A'  und 

<U',  r.  HJ'l     G.MIOj'!     0,»||C-V;     0,»I!0,» 

die 

Bin 

mtlicben  Projectionspunkte 

P',  P\  P\   ^\  ^\  ^' 

der 

beiden  Curven    und    kann   n»eh  dein  vorigen  Paragraphen    dorcb   ein 

Str 

nfalenbUschel  nnd  pr'ijectivisches  Kegelschnitthilachel  erzeugt  werden. 

Ebenso  seien  für  die  Griindpunkte 

o^a^b^b^  .  ..6j 

/'',  ;<'.  p^    v,'[is»'i    ii'Aii\    7.MI?i* 

die 

Projectionspunkte  und  Basisreste  der  Cnrve  K  und 

P'.  P".  P*;     q,Mh*';     ti,»|]  q,»;     q,''||  q,* 

die 

Projectionspunkte  und  Basisieste  der  Curve  fi,  so  gebt  die  Cnrve  21 

durch  die  Projectionapankte                                                                                         ^ 

p\  1»',  (■',  p',  »■.  p'                          ■ 

und 

kann    ebenfalls    durch    ein   Kegelschnitthtlscbel    und    projectivischeg    ^| 

Str 

hlenblischel  erzengt  werden. 

Es  bleibt  demnach  nur  noch  der  zweite  Theil  der  Aufgabe  zu  lösen, 

nHn 

lieh :  die  Cönslruclion  der  beiden  Punkte  p,  und  p,,  in  welchen  sich  die 

beiden  Cnrven  £^  and  2;  a.nsser  in                                                                        ^M 

Boeb  weiter  aehaeideD.                                                                   '                          ^^1 

■ 

^^^J^E^lli^^^^^^^^^^^^^H^^^^^^^^^^^^^^H 
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Die  beiden  Pnnkte  g^  und  g^  Hegen  auf  ein^r  Geiaden  Xj  ferner  be- 
stimmen die  beiden  Cnrven  £^  und  £^  ein  Curvenbüscliel  der  dritten  Ord- 
nang,  dessen  sieben  Basispnnkte  (Grundpunkte) 


C«  wa   •    •    •    Cij 


auf  die  Curven  K  und  ü  fallen,  weshalb  die  in  §  6  Seite  225  gefundenen 

Eigenschaften  hier  zu  beachten  sind.     Nach  diesen  schneidet  der  KegeL 

schnitt,  der  durch  die  fünf  Punkte 

pi  pi  pz  a^  ^^ 

bestimmt  wird,  die  Curve  JS^  noch  in  einem  sechsten  Punkte  t/j ,  der  auf  die 
Gerade  x  fällt  unci  mittelst  dds  Lineair  ullein  cdnstmirt werden  kann.  Aas 
demselben  Grunde  schneidet  der  Kegelschnitt 

pi  p»  p»  6i  b^ 
die  Curve  Z^  ^"  °^^^  einem  sechsten  Punkte  v^^  der  ebenfalls  auf  die  Ge- 
rade 2  ^ällt  und  mittelst  des  Lineals  allein  construirt  werden  kann.  Sind 
die  Punkte  t^  und  t^^  gefunden,  so  ist  die  Gerade  %  bestimmt,  und  ihre  zwei 
weiteren  Schnittpunkte  mit  £^  oder  2^  geben  alsdann  die  gesuchten  Punkte 
g^  und  ^2*     1^1^  Aufgabe  ist  somit  gelöst. 


Kleinere  Mittheilungen. 


IX.    Ueber  die  harmoDUche  Beihe.     Bekanntlich  h»t  Lejeaoe  Di-1 
riclilet  iii  äfa  Abhauillungeu  der  Berliner  Akndcinie  vom  Jalire  1837  nach- 
gewiesen, dass  ea  bei  aDendlicheD  Reiben  nicLt  immer  erlaubt  ist,  die  ein- 
mal vorhandene  Anordnuug  der  Glieder  willkürlicli  absaändern.  und  daas 
z.  B.  die  beiden  Reiben 


ubschon  Hie  dieselben  Glieder  enthalten,  verschiedene  Summen  beaitses,. 
nKnilicIi  l2  und  — 12*).     Dieses  KesulUkt  gestaltet   eine  doppelte    Vera 

gemeiiierung,  indem  man  einerseits  von  der  allgemeineren  harmoniscbt 

Reibe 


auBgelii,  und  andererseits,  statt  Kweier  positiven  und  eines  negativen  Ter- ^ 
mes,  p  positive  und  i/  negative  Terme  aufeinander  folgen  lässt,  so  dass  difl  J 
neue  Uoibe  folgende  ist 


L      J5    _ 
"4  '*'  9  .  11 


isl  nämlich  jeder  Tcrm  grosser  als  der  nnuli  folg  ende,  mit 
<j  .W>|--i>0,9, 
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^=-^+4-::  +  -!-^+-.  +  -      ^ 


a       a  +  2      a+4  a  +  2ii>— -2 

1  1  1 


fl  +  1      fl  +  8  0  +  25^—1 


+  i-r^^+,  .  L  ,  .  +  --+         ^ 


a  +  2/>  '  a  +  2p  +  2  '   a  +  4p  — 2 

1  1  I 


ö  +  25'  +  l      a  +  Zfi'  +  S  a  +  4^-«i 


a  +  4p      a  +  4  j9  +  2  «  +  6/>  —  2 

1  1  1 


fl  +  4^  +  1      ö  +  4y  +  «  a  +  69  — 1 


Mit  Hilfe  der  Formel 

1 

findet  man  zunächst,  wie  längst  bekannt  ist, 

1 

J  l+x 
0 

Bezeichnet  Tu  die  Summe  von  np  positiven  und  nq  negativen  Oliedem 
der  zweiten  Reihe,  also  die  Summe  der  endlichen  Reihe,  welche  mit  folgen- 
den zwei  Gruppen  aufhört 

"H  — tt:; :rrz"l"  ^  1  /^^ — :;^ — tt"  "H •  ••  "1" 


a  +  (2n  — 2)p      ö  +  (2w  — 2)p  +  2  a  +  2iip  — 2 

1  1  1 


a+(2n  — 2)g+l      a  +  (2n  — 2)g  +  8  a  +  2iig— l' 

so  erhält  man  gleichfalls  nach  No.  1) 

1 
1  -^oc^^P     a:  (l  —  a:^««)  (  ^  - 


n         r\\—x^''^     ar(l  — a:^««)( 


1  t 


^Jr+^'^+j — 1^:^ — *""* 


0  0 

oder  wenn  im  zweiten  Integrale  x'"  =  y  gesetzt  wird , 

1  t 


n 


Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  folgt 
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das  zweite  Integral  geht  für  y  =  e^*  über  in 

n^itliin.iat 

1 


0 

a 


;    Um  das  Resultat  etwas  bequemer  an  formuliren,  lassen  wir  -7-  an  die 

*  0 

Stelle  von  a ,  sowie  x^  an  die  Stelle  von  6  treten ;  es  ergiebt  sich  dann  fol- 
gender Satz : 

Wenn  man  in  der  Reihe 

deren  Summe  durch  das  bestimmte  Integral 

1 


/ 


x«-* 


0 


dx 


ausgedrückt  wird,  die  Ternie  so  ordnet,  dass  immer  p  positive 
und  q  negative  Glieder  aufeinander  folgen,  so  ist  die  Summe  der 
neuen  Reihe: 

Nur  im  Falle  p=sq  verschwindet  die  Differenz  beider  Sum- 
men; ausserdem  ist  sie  zwar  von  6,  nicht  aber  von  a  abhängig. 
Hiernach  findet  man  z.  B.  für 

a=I,     6  =  1,     p  =  2,     q  ^=  i 

T"*"  3  ^T"*""5""^  7  ""T"^ 2  '^' 

für  p  =  3 ,    y  =  1 , 

A    .     1    .    1         l    .     1    .     •     .    *  l     .  ,     .     l   ,. 

1^3^5  2^   7^9^11         4^  2 

für  ;>  =  3,    7  =  2, 

1^3^5  2  47^9^ri         6  8^  2        ' 

fürri  =  l,      6s=2,     p=2y      9  =  1, 

1^5  39^  13         7^  17  ^21        U  4^  ^ 

u.  s.  w. 
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Von  der  bekanulen  Formel 


Af"r(^3  j/*'  'lUJJ 


dx 


icbt  die  ftllg em e ine re, Reihe 

ruit  derj^nTgCD  Reihe  vergleicbea,  welche  hierans  entsteht,  wenn  man  im- 
mer p  positive  und  q  uegAtive  Glieder  aufeinander  folgen  läast.  Der  ün- 
teiscbied   beider  Keihensummen  ist  dann  die   Qrenie,    welcher  sich   der 


!r(rt  (■»)!' 


H/Sf--'t'(^)]' 


rfy 


Ansdmck 

\ 

Hltei  unendlich  wachsenden  n  nähert.  Im  Falle  jn  >1  igt  dieser  Gre 
Kc=0;  die  ursprüngliche  Reibe  convergiit  dann  unbedingt,  wie  auch 
Scheiboer'schen  Satze*)  hervorgeht.  Für  ft  =  1  kommt  man 
vorige  Untersuchung  zurück;  ist  aber  ft  ein  positiver  echter  Bruch, 
der  obige  Grenzwerth  uuendlicli  gross,  und  dann  divergitt  die  neu 
r  FOr  den  speciellen  Worth  fi  =  (  habe  ich  dies  auf  elementarem  Wege  ge- 
eigt  im  VU.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  Seite  283. 

8chl6uilcb. 


rth 


die 


Reibe. 


:.  Sie  coDBtanten  Relationen  bei  den  Dreieoken  und  tetraedrischea 
^Oeordinaten.     Von  Julius  Toeplitz,  Gymnasiallehrer  zu  Lissa. 

Unter  den  homogenen  Coordinatensystemen  sind  besonders  diejenigen 
den  Geomeiern  mit  Vorliehe  belinndelt  worden,  in  denen  Verhältnisse 
Perpendikeln  als  Coordinaten  noftreien.     So  wird    in  der  Ehene  ein 
jPnnkt  durch  die  Verhültnisse  der  drei  Pwrpendikel,  welche  tou  demselben 
P«lf  die  Seiten  eines  gegebenen  sogenannten  Fundamentaldreiecks  gefällt 
n,  bestimmt,  und  ebenso  eine  Gerade  durch  die  Verhältnlsae  der  Per- 
pendikel,  welche  von  den  Ecken  des  Ftindsmentnldreiecks  atif  diese  Ge- 


tl  hesliu 


■zogen  werden.    El 
■  die  VerbMlrnisse  der  Perp. 
auf  die  Seitenebenen  eines  gegebene 
den  Ecken  des  letzteren  auf  dio  Ebei 
niase  sind  zar  Bestiraniung  der  Lnge  d 


reichend,  weil  %■ 
l&tionen  stattfind 
I  bstslellen. 


Die-p 


m  Knume  Punkte  und  Ebenen  durch 
nt,  welche  entweder  von  dem  Punkte 
Fiindameutaltetraeders,  oder  von 
I  gezogen  werden.  Diese  Vorhäll- 
r  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  ans- 
Perpendikelii  ausserdem  immer  constante  Re- 
onstanten  Rplalionen  wollen  wir  im  Folgenden 


iiiliuui  lior  liölieraii  AiulysU,  %  3 
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ConstantB    Relatii 


CoordiDBtea 


Punkti 


Das  FnDd:< mental letrited er  beisse  ABCD.     Die  Perpendikel,  welch« 
von  einem  beliebigen  Funkte  o  auT  die  Seitenflächen 

BCD^a,     ACß  =  l,     ABD'^e,     ABC  =  d 
gefällt  werden,  mögen  mit  p,  q,  r,  s  bezeichnet  werden,  und  der  Inba 
des  Tetraedere  ABCD  mit  T.    Alüdann  ist  die  Summe  der  vier  Telraedi 

OBCB,     0.4Cß,     OABD,     OABC 
gleicbdemFandamentaltetraederr.  Also  erbaliea  wir  nir  die  gesuchte  Relatic 
6)  apArbq-^cr+ds  =  7iT. 

§<■ 

ConstantB    Relation    zwischen    den    Coordinaten 

einer  Ebene  im    Räume. 

inenlaltetraeder.  Die  Perpendilcäl 
selben  auf  eine  beliebige  Ebene  g 
bezeichnet  werden.  Die  Gleichni 
inkligen  Coordinaten  sei: 

by  +  c, 

C,  B  resp, 

^s.  yj.  's;     ■'^»p  tf*.  V 


Es  sei  wieder  ABCD  das  Fundi 
welche  vnn  den  Ecken  A,  B,  C,  D  de: 
t^llt  werden,  mögen  durch  p,</,  r,  s 
dieser  Ebene  in  gewähnlichen  rechtwii 

und  die  Ceordinaten  der  Ecken  A,  B, 

^,'  l/i.  *i;     a:„  yj,  J,; 
Alsdann  bt  bekanntlich: 


Wir   erhalten  die  gewünschte   Ri 
Gleichnngen  n,b  und  c  eüminiri 


..+»j-.-t».-c^^ 

iUtion ,   wenn    wir  zwischen   diesaa 
:h  8nbtraction  erlialten  wir  zunächst; 


oder 

j,-.-,-o(j-,-i,)-((S,-ji,)=Cp-9)>'i  +  .'+«". 

7) 
wenn 

wir  nämlich: 

«,-!,=  »,,      I,-I,=.„     1,-»,  =  .., 

v-y,=ß,-   s,-v,=ß,.    9,-s.=ß.. 

=i-'.=)'i.    >>->.=l',.     h-',=t,                 B 
p-t=i,.      <,-r=.6„       r-,  =  i,                  J 

Kluinui-u  Mitlliuiluiij;en. 
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öetten  wir  diese  VV^rtba  in  die  nrste  der  Gleichnngen  2)  und  qu&dri- 
reu  die  Gleicbuug,  ao  erliniten  wir: 

(.,|S,-.,ft)==C(i,7,-(J,|..)*+(«,  )■,-»,)■,)■• 
Wir  werden    diese  Gleichung  niclit  entwickeln,    Bondern    bina    ihre 
Form  betmcliten.    Dividiren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dem  con- 
stnnten  Güede  {a,ß,  —  a,|9,)',  bo  erhütt  die  gesuchte  Rel&lion  die  Form: 


oder: 


i,O-s)"+'',(?-0'+fii(p-?)f'/-O= 


Die  eonBtftDten  CoeFücienlen  a^,  d,,  b^  bestimmen  wir  auT  folgende 
Weise.  Die  Lage  der  betrachteten  geraden  Linie  ist  eine  beliebige.  Wir 
Insaen  ate  daher  mit  der  Seite  BC  des  Fnndamentaldreiecks  zusammen- 
fallen, dessen  drei  von  A,  B,  C  ans  gezogene  Höben  wir  durch  hy.  h,,  A, 
beieichaeu.    Alsdann  ist 

p  :=  A| ,     y  =  r  =  0. 
Also  crgiebt  die  Gleichung  3): 

Lassen  wir  die  Gerade  mit  der  Seite  JC  zusammenfallen,  so  ist: 


und  die  Gleichung  3)  ergiebt: 

(",+",-&,) /,,'  =  !. 
Lassen  wir  endlich  die  Gerade  mil  der  Seiten  0  z 
p  =  y=0    und    r  =  A,; 
und  die  Gleichnug  3)  giebt: 


Also  ist :  ^^_ 

Kniwickeln  wir  die  Gleichung  3) ,  so  erhalten  wir:  ■-  i 

«i/''  +  C«.+°t-^)s'+".'^+(*,-2n,)/'?-A,pr-)-(6,-2aO?'-  =  »- 
Retzon  wir  die  gefundenen  Weitbe  für  o,,  a„  6,  ein,  so  erhallen  wir  die 
gesucblo  UelalioQ  in  folgender  Form: 

Wir  können  dieser  Kelalion  eins  andere  Form  geben,  wenn  wir  sie  mit 

ninllipliciren,    wo  o,  b,  c  die  Seitenlangen  des  Fnndamentaldreiecks  sind. 
Alsdann  erhalten  wir: 

[ti.  Salmon,  Kegeifchuitte  §  31(i). 
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oder  endlich 

■       Die  ConsinMten 

o,,  n,,  n,,  6,,  b,,  ft, 
bestimmPD  wir  nach  der  in  §  2  aage wendeten  M<><h(id<^.  Wir  nennen  die 
vier  Holten  des  Fundamenlaltelrnedeig,  welclie  tpsp.  von  den  Ecken 
J,  B,  C,  D  ausgeben: 

*!■  A3-  A31  \i 
Femer  e^,  die  kdrzeste  Entrernaiig  der  gegenüberliegenden  Kanten  AB  und 
CD,  «,  die  der  Kanten  ÄC  and  £i>,  r,  die  der  Kanten  JD  und  ßC-    LnsHeii 
vir  nan  unsere  Ebene  mit  der  Fläche  BCD  znsammi 

f  =  A|.      9  =  ''=  «  =  0; 
wir  erhalten  also  ans  der  Hleicbung  8): 
1')  -7,  ./.,'=  I. 

Lassen  wir  unsere  Ebene  mit  der  Flärhe  ACD  z 

dann  folg!  aus  der  Glelchnng  8). 

2')  («,  +  <i.-fi,)V=>- 

Lassen  wir  nnsere  Ebene  mit  der  Flüche  A  B  !f  zusammenfallni 
p  =  q  =  $^Q,      r  =  Aj; 
dann  giebt  die  Gleichung  8): 

3'J  (0, +«•  —  *,)  Ai'=  1- 

Lassen  wir  endlich  unsere  Ebene  mit  der  Flttcfae  ABC  KiisammenU^ 
len,  so  ist: 

p  =  5  =  r  =  0,     J  =  ^^. 
und  die  Gleichung  B)  giebt: 

4')  a^.h^=\. 

Legen    wir  femer  unsere   Ebene  durch  die  Kante  AB  parallel   %vX 
Kante  CD,  so  ist: 

p  =  5=0,     r=s  =  «,; 
alsdann  giebt  die  Gleichung  8): 

5')  *,  .  e,'  =  1. 

Dasselbe  Besullat  wUrde  sich  ergeben,    wenn    wir   die  Ebene  dnrek 
die  Kante  CD  parallel  zur  Kante  AB  legten. 

Legen  wir  unsere  Ebene  durch  die  Kante  AC  parallel  zur  Kante  BD, 


die  Gleichung  6)  giebt  dann: 

6')  (n,  +  "f  +  o.  —  ^  +  i|  ~  4.3  *■.'  =  1- 

Legen   wir  endlieh   unsere  Ebene  durch   die  Kante  AD  parallel  1 
Kante  BC,  so  ist: 
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and  die  Gleichang  8)  giebt : 

r)  (ö,  +  ö,  -  &,)  e}  =  1. 

Wir  haben  hier  zur  Bestimmung  der  6  Coefficienten 

ÖJ»    «t»   ^8»    ^»    *2»    *t 

Gleichangen.   Diese  werden  ans  also  nicht  blos  die  Werthe  der  6  Coeffi- 
ienten 

«I»    öf»    «8»    *l»    *ti    *8» 

ondem  ansserdem  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen 

Ä|»   *t»    ^81   *4>    ^i>   ^t»    ^8 

rgeben. 


^         Ans  1')  erhalten  wir: 


a 

'""V 

öf 

1 

«3 

1 

ans  5'): 

ans  iy 

ans  3*): 

^  I         1         1 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  6')  ein,   so  erhalten  wir  die  bemerkens- 
werthe Relation: 

^  hy  K^  hy  h,'^e,'^e^^e,' ' 

d.  h. 

„Die  Summe  der   Quadrate   der  reciproken   Höhen    eines 

Tetraeders  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  reciproken 

kürzesten  Entfernungen  der  gegenüberliegenden  Kanten.'^ 

Die  Gleichang  8)  entwickeln  wir  nachp,  q^  r,  5,  und  wir  erhalten: 

oder  mit  Hilfe  der  Gleichungen  l')  bis  Y) : 


+  07-^7""  >^)'"'  =  '- 
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Bedenken  wir  noch,  dass 

nach 

9): 

1 

1         1 

1 

"V" 

1 

•4-L 

1 

1        1 

1 

1 

und 

80  erhalten  wir  fttr  die  gesachte  Relation : 


«1) 


[  Zur  Geschichte  des  Mac  Laurin'Bchen  Satzes,  betreffend 
die  Anziehung  confocaler  Ellipsoide. 

Von 

Dr.  F.  Grube  in  Hamburg. 

{tlierxn  Tufel  V,  Fig.  1). 


'  Nach  dem  bekflnnten  Mac  Lauri  n'sclien  Sntze  Über  die  Anziebnng 

confocaler  Ellipsoiiie.  sind  die  Kräfte,  mit  di-nen  confocnle  EllipHoide  eioen 
tud   denselbeD  JfUBEfTen  Paukt  anziefaen,  ibrtn  Masech  proportional.     Für 

■  ^AtB  speciellen  Fall,  dass  der  aogezogetip  Punkt  avif  einer  der  Axen  der 
U  iConfacftlen  Ellipsoide  Hegt,  bat  schon  Mac  Laiirin  selbst  diesen  Satz  auf- 
KtteBtelltin  seinem  „Trralise  of  fluxions"  1743,  or(.  653.  Der  Zweck  dieser 
^B^eiten  ist,  nacbzuweisen,  daijs  Mac  Lanrin  für  den  erwäbnten  speciellen 
^■Pall  den  Satit  nicbt  blos  nusgefiprochen,  Btindern  aucb  bewiesen  bat. 

^^  So  riet  mir  bekannt,  sprechen  nämlich  alle  Schriftsteller,  die  diesen 

Gegenstand  berühren  (d'Alcmbert,  Lagrango,  Legend  re.Ramua), 
Hac  Lanrin  den  Beweis  dicsea  Satzes  geradczn  ah,  indem  sie  behanp- 

I    ten,  er  habe  den  Satz  nnr  ausgesprochen,  nicht  bewiesen. 

■  D'Alembert,  der  anfangs  angar  die  Kicbtigkeit  des  Mac  Lanrin'schen 
wfiataes  bezweifelte,  saRt  {Opuscules  miith.  T.  VI,  art.bA):  Je  ioupr.oane  (lonc 
'•   gueM.Mae  Laurin  s'tsi  Irompe  dam  i'art.  fifiZ  de  son „Tratte  des fitixions",  quand 

il  a  du  qiie  ta  mclhode  poiir  irouver  Valtraclion  dun  sph^roide  de  revolulion  dans  le 

plan  de  riqnaleur,   oii  dans  faxe,  pouvail  x'appliquer  a  un  solide  gui  ne  sernil 

B  fct   de  rifvuUllioii.     Ah  reste  ce  liest  ici  qv'un  doute  que  je  propose,   nayani 

^■jpo«  suffisament  examine  la  proposition  de  M.  Mac  Laurin,  qu'il  te  conlente 

K^Tenoncer  »ant  la  demonlrer. 

Lagrange  sagt  am  Schluse  seines  Beweises  des  in  Bede  stehenden 
Batzea  {^Nouveaux  memoire^  de  l'Äeademie  royale  de  Berlin  1775);  Ceit  le  thSo- 
rtme  que  M.  Mac  Laurin  a  enonce  Sana  demonsfration  dans  VArf.  653 
ije  son  Tratte  des  ßuxiont. 

re  {Mem.  de  malh.  el  de  phys.  prhent4s  a  VAcad^mie  par  divers 
latu,  Paria  1785)  äussert  sieb  in  folgender  'Weiae:   Cela  seta-QUve  cow^t^s 

Mill,,  a,„l^k  ...  Vhyiik  \ 


Zur  Geschiflite  des  M»c  Lai 


1  Satzes,  betreffend  die 


dant  tu  thforfme  Temarquabk  rfo»(  W.  Mae  Laurin  donne  fenonc^  ari.  «SS* 
ton  Tratte  de  paxions,  theorfme  doni  MM>  d'Alemberl  et  de  Lagrange  <M 
donne  depuis  la  demonslration. 

RRmns  sagt  in  seiner  Abhandlung  „om  EIKpsoiders  TiUräkning  ttr." 
1M6:    „Delte  Theorem  fremsat  af  Mac  Laurin  uden  Bcrii»." 

Ich  rntiss  aber  dennoch,  den  genannten  Schriftstellern  gegenfiker. 
auch  den  Beweis  dieses  Sntxea  fQr  Mac  Laurin  in  Ansprach  nehmen. 
Um  meine  Behauptnng  zu  rechtfertigen,  theile  ich  zunächst  die  Artikel 
040  nnil  051  ans  Mac  Laurin's  Trealise  of  fluxions  ihrem  Inhalte  nach,  und 
den  Artikel  ß&3  wörtlich  mit.  ^m 

Art.  649.  ^1 

In  diesem  Artikel  beweist  Mac  Laurin  folgenden  Satz:  ^| 

Die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotatio  nsellip- 
Boido  denselben  auf  ihrer  verlängerten  Kotationssxr 
liegenden  Punkt  anziehen,  verhalten  sich  wie  ihre 
Hasaen. 


Art.  651. 

Die  KrKfte,  mil 
soide     denselben     in     der    v 
Acquators  liegenden  Pnnkt 


denen   confocale  RntatioDsellip' 

der    verengerten    Ebene    ibrfll 

hen,  verhalten  siel 


Beweis. 

Durch  Rotation  der  confocalen  Ellipsen  ndb,  ADB  (Fig.  1)  um  eine 
ihrer  Axen  ab  seien  zwei  Elüpsoide  erzeugt.  Ks  stehe  CP  senkrecht  aaf 
der  Meridianebenc  adb  in  dem  gemeinsamen  Mittelpunkt  C  der  beiden  ex- 
aeugcnden  Ellipsen,  und  treffe  den  Umfang  des  Aec|uators  dos  äusseren 
EUipsoides  in  P,  und  den  des  innern  in  p.  Durch  C  P  seien  zwei  Ebenen 
OCZ,pCF,  die  die  Meridianebene  in  CZ,  C  F  schneiden  mögen,  so  gelegt, 
dass  die  von  Z  nnd  V  auf  die  Axe  Cd  gefällten  Lnthe  Zr  und  VR  in  dem 
Verhaitniss  von  Ca  zn  CA  zn  einander  stehen.  Dann  werden  die  ellipli- 
■chen  Schnitte  PCZ^  pCV  confocal  sein,  oder  es  wird 

Cp'  —  CF'  =  CP^  ~  CZ' 
sein. 


Um  dies  zu  zeigen,  beschreibe  man  um  > 
dien  Cd  und  CD  zwei  Kreise  dgb  und  PQH,   die 
FR  in  g  und  G  geschnitten  werden  mögen.     Dann 
)    gr'  —  Zr'  =  C(P  -CZ' 


Is  Mittelpunkt  mit  den 
ie  von  den  Lothen  Zr 


Rft- 


1) 
Ferner  ist 


CA'  —  Ca' 


■  CtP 
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^Mblglieh  ftuch 

■  gr  -  Zr 

■  '  gr  +  Zr 

■  voraus 


--  Ch  ~  r.a-.Ca 
=  Ch  +  Ca:Ca, 


oder  Termögft  l) 

Crf'  —  rZ*  :  C/i'  —  Ca'  =  Zr*  :  Ca' 
folget.     Auf  dieselbe  Wciso  zeigt  man,  dajie 


Eb  ist  aber,  t 
Gein  sollen, 

und,  n&cli  der  Annabmi 

folglich  ist  aucb 

worans,  ds  Cp  =^  CD  n 
and  CP'  —  CZ'  folgt. 
Man  lege  nun  dui 


CD*  ~CV':CD'-  CA'  =  VR'  i  CA\ 

I  die  erzeugenden  Ellipsen  aZd  und  AVD  confocal 
C/)'  _  r,4'  E=  Cd'  —  Ca', 
:  Ca'  =  VR':  CA'; 


=  Cd'  —  CZ', 
auch  die  Gleicblieit  i 


Jpeii 


:h  CP  noch  zwei  Ebenen,  PCz,  pCv,  die  mit  den 
idlicb  kleine  Winkel  bilden,  aber  wieder  so,  das«  die 
f  Cd  gefällten  Lotbe  sieb  verhalten  wie  Ca  zn  CA.  Weil  die 
Ellipsen  p  (7  F,  PCZ,  wie  eben  bewiesen,  confocal  sind  ,  so  verhalt  sich, 
nach  Art.  649,  die  Anziehung,  die  der  zwischen  den  Ebenen  PCZ,  PCz 
ein gescblo äsen e  Theil  dea  Jinsseren  Etlipsoides  auf  P  ausübt,  zu  der  An< 
wehang,  die  der  zwischen  Hon  Ebenen  pCV,  pCv  eingeschlosHone  Theil 
leren  Bllipaoidps  auf  P  ausübt,  wie 


ler,  weil  die  Flächei 


CP.Z.VZ   zu    CV'.Cp.  ycv, 
der  Sectoren  ZC:  nnd  VCv  sich  «erhallei 
Radien  in  ihre  Winkel  Z(  :,  I 
n  Cp  .  rcv. 

=  Ca:  CA, 


=  Cii:CD, 
Fläche  CA  VR  wie 
Ct>.  Cd  zu  CA.  CD; 
\  demielben  VerbaltnisB  stehen  folglich  auch  die  Sectoren  a  CZ  nnd  ACV, 
nd  deren  Differentiale  ZCz,    VCv,     Folglich  steht  die  Anziehung,  die  P 
rleidot  von  dem  zwischen  den  Ebenen  PCZ,  PCi  eingeschlossenen  Tbeil 
es  äosseren  Ellipsoides,  zur  Anziehung  ,  di«  P  eileidet  -vcw  i^m  W\aOÄ«Q. 


rndncte  ans 

den 

Qua 

draten  i 
CP  . 

iier 
ZC: 

Da  aber 

,na 

h  de 

r  Annah 
Zr 

VR 

d  deshalb 

Cr 

CR 

verbXlt  sie 

bdi 

Fläche  Ca  1 

rznr 

Jen  Ebenen  pCF,  pCv  eingeschlnsaenen  Theil  des  inneren  EllipBoides jj 
dem  Constanten  VerbHltni»a  von 

CP.  Ca.  Cd    zn    Cp.  CA. CD, 
oder,  da  CP=Cd,  und  Cp  =  CD,  von 

Ca.Cd^    zu    CA.  CD', 
d.  h.  der  AfHaseii  der  Spbäroid«!. 

Du  nnn,  wfibrend  CZ  Jpd  Ellipseuqnadrnnten  nCd  dnrcLl«oft,  glracR^ 
zeitig  er  den  EllipsenqQailrflnfPn  ACH  durcliläuft.  so  veilialten  sich  ancL 
die  Krüfte,  mit  denen  P  von  den  ganzen  Ellipsoiden  angezogen  wird ,  wie 
die  Massen  derselben. 

Art.  653.  ■ 

The  resi  remoinirig  as  in  urt.  651  siipposf  Ihe  solid  nol  lo  he  a  sphtroid  Ot  ^ 
Cp  lo  be  grcater  or  lass  Ifian  CU,  but  sa  that  the  difference  of  Ihe  Squares  of 
Cp  nnd  CD  lo  be  equol  lo  Ihe  diffcrence  of  Ihe  sguares  of  CV  and  Cd,  Ihat 
thc  scciions  D  p  C .  d  p  C  may  be  still  ellipsen  Ihiil  have  Ihe  sowie  emier  and  focat , 
and  if  we  suppose  Ihe  seclions  P  C  Z ,  p  C  V  to  be  always  ellipses  Ihal  have  P  C 
and  CZ,  pC  ond  CV  for  Iheir  respective  ares,  ihe  dislances  of  their  fori  from 
Ihe  cenler  C  will  be  alrvays  equal  as  before :  and  it  mit  appenr  i«  Ihe  same  man- 
iier,  llial  Ibc  gravily  al  P  loienrds  Ihe  ea-Irrnal  solid  will  be  lo  Ihe  graoiltf  Iowanb 
Ihe  internal  solid  os  Ca  .  Cd  .  CP  lo  CA  .  CD  .  Cp. 

Mrc  Laurin  betrachtet  also  jetzt  zwei  confocale 
soido,  deren  Ilnlbaxen 

CP,  Ca.  Cd  und  Cp,  CA,  CD 
sind  (Fig.  1). 

Es  ist  also,  wie  vorliin. 

Cd'  —  Ca'  =  CD'—  CA'; 
aber  an  die  Stelle  der  Gleichungen: 

CD  =  Cp,      Cd  =  CP 
tritt  jetzt  die  Gleichung 

2)  Cf  —  CD*  =  CP'  —  Cd'. 

Mac  Lanrin   legt  durch  CPdiaselben  beiden  Ebenen,  PCZ,  pCP 
wie  vorhin,  von  denen  er  sagt,  „es  werden  die  Entfernungen  ihrer  Brenn-" 
punkte  von  C  immer  gleich  sein ,  wie  vorhin".    Er  beweist  dies  allerdings 
nicht  noch  einmal,  denn   dann  hätte  er  den  im  Art.  651  gegebenen  Beweis 
wörtlich  zu  wiederholen  gehabt,  bis  zu  der  Stelle,  „folglich  ist  auch 

CD'  —  Cr'  =  Cd'  ~  CZ'-'i 
denn  alle  bis  hierher  gemachten  Schllisae  behalten  ihre  Giltigkoit,  dn  i 
VoraUHNPtznngen  über  den  Thcil  der  Figur,  der  in  der  Meridiai] 
liegt,  ganz  dieselben  aJnd  wie  in  Art.  651,    Jetzt  hätte  er  allerdin 
der  OUicbuBE 


J 
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3)  CD*  —  CV*  =  Cd*  ~  CZ* 
die  Gleicfaang 

4)  Cp'-CV*  =  CP'  -  CZ' 

hetzuleiteo,  za  3)  dioGleicIinDg  2)  addiren  müssen,  anslail,  wi«  in  Art.  65li 
IQ  sagen,  4)  Tolge  ans  3],  weil 

Cp  =  r.D   und    CP=Cd. 
Aber  atudemGruDile,  dssHerdicNebficbsleiDracIie,  sich  von  selbst  ergebende 
Hodification  des  in  Art,  Ö51  gegelenon  Beweises  dem    Lpsor    Jiberlassen, 
wird  man  ihm  doch  den  Beweis  des  Satzes  niclit  abaprecben  künnen  und 
behaupten,  er  babe  den  Satz  gnr  nicht  bewiesen. 

Mac  Laurln  sagt  weiter  im  Art.ecs,  uachdeni  er  also  liervorgehoben, 
worauf  es  ankam,  Aa&s  nämliili  die  Ellipsen  PCZ.pCf  wieder  coufocal 
seien,  und  dass  dies  ebenso  wie  vurbtn  gezeigt  werde,  ,,iu8n  zeigt  auf  dio- 
aelbe  Weise,  wie  vorhin,  dass  die  Aunieiiung  in  P  gegen  den  aiisscren  Kör- 
per sich  vei'b£U  zur  As^tiehnng  in  P  gegen  den  inneren  Körper,  wie 

Ca  .  Cd  .  CP   zu    CA  .CD  .  Cp." 
Dieser  zweite  Tbeil  des  Beweises  ist  würtlich,  ohne  irgend  eine  Mo- 
äiflcati  on,  derselbe,  wie  in  Art.  651, 

Es  ist  hiernach  unbegreiflich,  wie  d'Alembert  behaupten  konnte, 
Hac  Lanrin  habe  den  äatz  für  das  ungleicbaiiige  EllipHoid  im  Art.  653 
nur  ausgesprochen,  nicht  bewiesen,  und  die  Richtigkeit  des  Öatzea  sogar 
bezweifeln  konnte.  Durch  d'Alembert  haben  sich  ofTenbar  I.Hgrange, 
XiBgendre  und  Hnmns  zu  derselben  Aansago  verleiten  lassen  ,  ohne  die 
Artikel  651  und  «53  genau  verfolgt  zu  haben. 

Nach  Mac  Lanrin,  dessen  Beweis  rein  syntbetiscb  ist,  hat  zuerst 
d'Alembert!  denselben  Salz,  und  zwnr  rein  analgetisch  bewiesen  (siehe 
Aoue.  mdm.  de  VArad.  de  Berlin ,  1774 ;  ausführlicher  findet  sich  derselbe  Be- 
weis in  seinen  Opmc.  malh.  T.  VII,  1780,  wo  d'Aleml.ort  noch  drei  andere 
Beweise  desselben  Satzes  gegeben  hat).  Nach  ihm  haben  auch  Lagrange 
(JVouv.  m^m.  de  l'Acad.  de  Berlin,  1775),  und  Legondre  {Wem.  de  malh.  et  de 
phys.  presenles  par  divers  snvans,  Paris  1785)  einen  gleichfalls  rein  analyti- 
■ehen  Beweis  gegeben. 

Der  Legendre'sche  Beweis  bat  vor  den  übrigen  den  Vorzug,  dass  er 
cngleich  den  absuluten  Wertb  der  Anziehung,  die  ein  «uf  einer  der  verlän- 
gerten Axen  eines  ungleichaxigen  Ellipsoidea  befindlicher  Punkt  von  dem- 
selben erleidet,  ausgedrückt  durch  elliptische  Integrale,  liefert. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  seinee  Satzes  ahnte  Mac  Laurin  noch 
nicht,  wie  aus  Art.  654  deutlich  hervorgeht.  Daselbst  bemerkt  er  nümlicb, 
dass  die  Kräfte,  mit  denen  confocate  Kotationsellipsoide  einen  irgendwo 
ausserhalb  ihrer  Masse  befindlichen  Punkt  anfügen,  sich  nahezu  wie  ihre 
Massen  verhalten  würden,  wenn  die  Sphäroide  nahezu  kugelförmig 
wSren,  wie  sich  aus  Art,  6&3  echliessea  liesse. 
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Für  das  Rotationsellipsoid  hat  Legendre  suerst  a.  a«  O.  die  allge- 
meine Giltigkeit  des  Mac  Lauri naschen  Satzes  nachgewiesen,  wo  er  aock 
schon  die  Vermuthung  aasspricht,  dass  derselbe  aach  für  das  angleichaxige 
Ellipsoid  für  jede  Lage  des  angezogenen  Panktes  giltig  seL  Für  letsteret 
hat  Laplace  den  ersten  Beweis  der  allgemeinen  OUtigkeit  des  Mac  L aa- 
rin'sehen  Satzes  geliefert  (siehe  Histoire  de  fJcademie  des  Mcienees  de 
Paris ,  1782;  Theorie  du  t^ouvemenl  et  de  la  figure  elliptique  des  pltmetes;  Mee^ 
ique  Celeste  T.  IL) 


XT. 

ITeber  die  Anziehung  der  von  einer  Fläche  zweiten 

Grades  und  von  zwei  zu  deren  Axe  senkrechten 

Ebenen  begrenzten  Körperstumpfe, 

Von 

Dr.  F.  Grube  iu  Selileewig. 


Für  awei  Massenformei 
\  snf  eineo  tuateriellen  Punkt  1 
'    näatlich   Tür  die   eines   vollntsDiiigen  El 

elliptischen  Gylindi 


lim)   die  Attractiinim'oniponpnten  in  Bezug 

jetzt  durch  elliptische  Integrale  dargestellt, 

6  und  die  eines  endliuhen 

ideiem  Interense,  ku  unter- 


suchen, ob  die  Zurück  füll  ruiig  der  Componcnlca  auf  elliptische  Integrale 
noch  für  andere  Formen  der  auziehenden  Masse  von  elliptischem  oder 
kreisförmigem  Querschnitt  möglich  sei.  Das  bemerkenswertheate  Resultat, 
ich  gelangte,  ist  rdgcades: 


Dasl'r 


.blei 


d.  h.  eines    von 
parallelen    £b 

TotlstKndig    dl 
lösen. 


oloberfläche  and 


ch    die 


Tri 


cendenten 


hauptsächlichsten  Gegenstand  diesei 
f  elliptiache  Integrale 


Das  genannte  Problem  v. 
Aufsatzes  bilden. 

Ausserdem  ergab  eich,  dass  die  ZarllckfHhmng  a 
löglich  ist 

1)  fttr  zwei  der  ComponeDten  einer  paraboloidlschen  Scheibe,  nSmlich 
_&T  die  beiden,  welche  den  Hauptaxen  ibres  elliptischen  Querschnittei  pa- 
rallel sindj 

2)  für  die  Componeaten  einer  unendlich  dünnen  Schale,  die  von  zwei 
Ihnlicfaen  Flächen  zweiton  Grades  und  ron  awei  xur  Axe  deiselheu  senk- 
recliten  Ebenen  begrenzt  ist; 

3)  f[lr  die  senkrecht  zum  Querschnitt  gerichtete  Componente  eines  von 
iwei  parallelen  Ebenen  und  von  einer  centrischen  Oberfläche  zweiten  Gra- 
des begrenzten  Körpers  in  dem  spociellen  Fall,  dasa  der  angezogen«^  Punkt 
in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  FlSchc  senkrecht  zu  ihrer  Axe  gelegten 
Ebene  liegt. 
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Diese  Resultate  gründen  aich  auf  einen  besonderen  Äasdrnck  für  du 
Potential  einer  nnendlich  dünnen  clliptiscben  Scheibe,  Man  erbill  den- 
selben auf  ganz  demselben  Wege  ,  auf  welchem  Diriclilet  an  dem  Poten- 
tial eines  Ellipsdides  gelangte.  Dieser  Ausdruck  erschien  für  meiDFn 
Zweck  ganz  besonders  geeignet,  weil  man  aus  ihm  leicht  erkennt,  wie  di« 
einen  Körper  von  elliptischem  Querxcbnitt  hegrenzende  krumme  Ober- 
flacbe  heschafl'ea  sein  muss,  damit  die  gewUuschle  Keduction  der  Compo- 
nenten  auf  elliptische  Integrale  mögUcb  sei. 

Um  anzudeuten,  dasa  eine  Grösse  a  gleich  sei  dem  reellen  Bestandtbeil 
einer  complexen  Grosse  b,  werde  ich  mich  folgender BezeicbnuDg  bedienen: 


isibe.  ^H 

be    v.,n   d<^ 


1. 
Das  Potential  einer  unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe. 
Die  llalbaxen  einer   unpij.llich    dUuneu   ellipCisi-bcu   Scbei 
Dicke  ilx  seien  /^  und  (//Ä.  und  dis  Scheibe  liege  zn  drei  auf  einander" 
senkrechten  Coordinatenaxen  so,   dass  ihre  llalbuxen  ypk  und  J^p'k  pa- 
rallel siud  resp,  mit  der  ¥■  und  if-Axn,   und  dass  die  A'-ä*b  durch  ihren 
Mittelpunkt  geht.  Der  Abstand  des  Anraogspuulttes  von  der  Scheibe  »ei  x. 
Die  Coordinaten  des  augezogeuin  Punktes  in  Bezug  auf  die  A'-,  J'-,  Z-Axo 
seien  reip.  <i,  b,  c.     Die  Dichtigkeit  der  Scheibe  sei  1 ,  dann  ist  die 
s  Volumeuelementes  der  Scheibe  dxdjfdt,  und  das  Potential  der  Sch«i 
udz 


'JJ^ 


.(»-«)■+&-»)•+(=-=)■. 


Die  Integrationen    erstrecken   sich    auf  allo  WeriLe  J/,  ',  welche 

Ungleichung 

^+  — <l 
genügen. 

Weudct  man  auf  das  vorstehende  Doppelintcgra]  die  Dirichlet'i 
Methode   des  disconliimirlichen  FactorB   an  und  verfolgt  genau  den 
Dirichlet  zur  Bestimmung  des   Potentials  eines  KIlipsoides  eingeschlHl 
geneu  Weg,  so  erbült  mau 


,/;r7.,  /■/■" 


ikyppdxl^ J^        '      t+pk     s  +  pkds 


<y- 


6'« 


j/{s  +  ph){,  +  p-k) 
wo  «  die  positive  Wurzel  der  cuhischen  Gleichung 

bfldeutet. 
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Um  nQD  hieraus  dati  Potential  einer  endlichen  Scheibe  tcio  eUiplischetn 
Querschnitt  za  erhalten,  di«  zwischen  x  =  A'nnd  xz=h"  enthalten  int, 
nüaste  man  den  vorstehenden  Äusdrui'k.  fbri  V  zwischen  diesen  Grenzen 
nach  a:  integriren.  Noch  ist  derselbe  niier  sehr  \venig  geeignet  für  eine 
1  nach  X,  wenn  man  bedenkt,  dass  k  im  Aligemeinen  eine  Func- 
,  und  daos  gleichfalls  die  untere  Grenze  a  eine  Function  von  x 
ist.  Um  die  untere  Grenze  von  J  unabhängig  zu  machen,  sagen  wir.  f  sei 
.gleich  dem  reellen  Bcstandtheil  des  von  0  bie  oo  genommenen  Integrales; 
noch  eine  neue  Variable  ki  ein,  und  erhalten  da- 


inf  fül.ri 


rch  folgendes  Kesnltat 


J'- 


■/.- 


p  +  s     p  +  sds 


Ist  nun  die  den  K( 
Bweiten  Gradea,  so  erhält  man  mit  Uilfc  dii 
land  Componenten  in  Form  einfacher  lategi 
'tionale  Function  höchstens  zweiten  Grades 


begrenzende   krumme  FiHche  ei 


De 


Fläche 

cks  für  V  Potential 

rlann  ist  k  eine  ra- 

id  die  Integration  nach 


'  lüsst  sich  dann  immer  ausfuhren,  entweder  durch  eine  rein  algebraische 
Punctiun  von  a:,  oder  mit  Hilfe  eines  Logarithmus  oder  eines  arcm  sinus. 
Jm  ersten  Fall,  der  beim  Cylinder  eintritt,  wird  das  noch  bleibende  Inte- 
^al,  welches  sieb  aufs  bezieht,  ohne  Weiteres  ein  elliptisches;  im  zweiten 
Fall  kann  dasselbe  dann  als  ellipliscbes  dargestellt  werden,  durch  theil- 
«eise  Integration,  wenn  der  vor  dem  Logarithmus  oder  arcus  sinus  unter 
dem  auf  s  bezüglichen  Integralzeichen  stehende  Factor  sich  rein  alge- 
Iraisch  inlegriren  laeat,  was  sich  iu  den  vier  vorhin  aufgezählten  Fällen 
iCjeignet, 

2. 
Componenten  des  elliptischen  Cylinders. 
Für  den  elliplischon  Cylindcr,  dessen  Querüclinitt  die  Ilalbasen  «/j, 
^f^l  haben  möge,  ist 

t  =  i,     p  =  (^,     p'  =  ß', 
in  das  l'otcntial  einer  Elementarscheibe  desselben 


r\\i«p,u      r'-' 


-i^-a)'- 


ind   folglich   die  Componenten  der  Elementarscheibe  ii 
r-,  T;  Z-Ax»,  welche  resp.  mit  Ä',  i",  Z'  bezeiuhnet  v 


r  Ricbtnng  der 
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irFläcliezweiten  Grades  und  TOD 


weiin  «ber  h"—a  positiv,  h'~a  negativ  ist,  so  kommt  zu  dem  TOratehend«! 
Ausdruck  noch  hiuzn 


Der  unter  dein  Integraleeiclion  vor  ilpm  urctn  sinitf  stehende  Fatlur 


hat  das  rein  algebraische  Integral 


i 


Es  Usst  sieb  mithin  y  durch  theilwei>e  Integration  von  dem  transce^ 
denten  Factor  ari-us  sinus  befreien  ,  ohne  dass  ein  neuer  tra n sc on deute r  E 
staiidtheil  unter  das  Integralzeichen  tiill,  und  somit  ISsst  sich  Tauf  elüi 
tische  Integrale  surück führen.  Die  Componente  X  iüt  schon  durch  el]i|| 
tische  Integrale  ausgedrückt. 

Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Methode,  die  Attractionscomponenlcn 
eines  Cylinders  zu  ermitteln,  vor  ilen  bisher  angewandten  (Crelle's  Jour- 
nal B.  öl,  S.  ISO,  und  diese  Zeitschrift  8.  Jahrgang  5.  Heft)  den  Vorzug  der_ 
grösseren  Einfachheit  haben  diirrte.  Auch  lassen  sich  die  aut 
hervorgehenden    Integrale    am    leichtesten   auf  die   Nor 

3. 
Componenten  einer  paraboloidischen  Scheibe  mit  elliptischem  AaerichoiltS 

Fallen  Scheitel  und  Axe  eines  elliptischen  l'arnbüloidcs  mit  d 
fangspunkt  und  der  ^-Axe  insaiamen,   und  liegen  die  IlauplGcbnitte  d« 
selben  in  der  AT-  und  .VZ-Ebene,  so  ist  die  Gleichung  desselben 

Milbin  ist  für  das  Paraboloid 

k=lx,     p  =  a,     p'—ß, 
folglich  das  Potential  einer  Eletnentarscheibe  gleich  dem  reellen  Theile 


Wenu  man  diesen  Ausdruck  nach  (  differenairt,  so  erhill  n 


/ 


J"!]  -2/aßtdx 


(•  +  ■)>'(■  +  <)»  +  «) 


/' 


l.i -(«-.)■ - 


/>  +  • 
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q'  nennt,   als  untere  Grensse  nur  für  s^q'  die  Grösse  h' — a  zu  nehmen; 

für  s  K,  q'  wird  sie  +  ^5,  je  nachdem  h' — a  positiv  oder  negativ  ist. 
Wenn  also  ä" —  a  positiv,  und  A' —  a  positiv  ist,  so  ist 
für  die  Werthe  von  s  zwischen     die  obere  Grenze     die  untere  Grenze 

a   und^)'  -/J  j/5 

Q      „    q'  j/S  h! — a 

Q      „    CO  n  —  a  h  —  a. 

Ist  aber  ä" —  a  positiv,  K —  a  negativ ,  so  ist 

von  0  bis  q     die  obere  Grenze  y  5,   die  untere  Grenze  — ys 

„    Q     „  q"  „  j/S  „  ä'— ö 

ff        ^^_  1.//  •  / 

„    ^     „    QO  „  A  —  ö  „  7k  — a. 

Im  ersten  Fall  wird  für  die  Werthe  von  ^,  die  zwischen  c  und  g  liegen, 

r=o,    T'=0, 

im  zweiten  Fall 

In  beiden  Fällen  wird  für  die  Werthe  von  i,  die  zwischen  q  und  q" 
liegen,    • 

und  für  die  Werthe  von  s^  die  zwischen  q'  and  oo  liegen, 

7' = ys'zrQiZ^y  _  j/s:z(Ä''^)« , 

J  =  arc  sm  — — arc  sm  — -_-• 

Demnach  wird  immer 

hingegen  wird,  wenn h" —  a,  h' —  a  beide  positiv  sind, 

fr 

Q 

/[ ds 


00 


/  arc  stn  — ;=- 


ds 


arc  sm 


h  —  a 


^'  äs. 


+0^^(«*+«)(^+») 
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Ee  ist  a  <  p"<  p',  mithin  int 

T'=  0  für  die  Werthe  tob  s  zwischen  0  und  g". 


T  =  nre  SHi —^- +  - 

ys       ^  2 

ffir  •lic.  Werthe  von  s  «wischen  p"  und  p', 
T'  =  aresin  -- 


ys  ys 

ftir  die  Werthe  von  t  zwischen  p'  und  od. 
Folglich  ist 


I 


/«                                                 h"—a- 
^f „„™ ,. 


9 


0>'(«  +  Otf  +  ')  /s 


oj^C" +;)»+»)■ 


Der  unter  den  Integral  seichen  vor  dem  areus  siuus  stehende  Factor  ist 
derselbe  vrie  bei  der  I-Componente  de«  Cylinders;  man  kann  also  wieder 
durch  tlieilwcise  Intngralion  *u  elliptischen  Integralen  gelangen.  Dassellie 
gilt  von  der  Couiponcnte  Z. 

Ich  bemerke  noch,  dass.  wenn  der  angezogene  Ponkt  auf  dem  Rande 
einns  vom  Scheitel  anhebenden  Parabnloides  liegt,  eich  die  Componenlen  T 
und Z  durch  logarilhmisthenudcyklomelrivcheFnnelionpn  ausdrücken  laseen, 

Die  Compoooiite  in  der  Richtung  der  Axe  des  Paraboloides  eiilhSU 
ansser  elliptischen  Integvnlen  nocti  ein  solches,  in  welchem  unter  dem  In- 
tegralzeichen vor  dem  ari-ui  Sinus  der  Factor 


steht,  welcher  sich  nicht  algebraisch  tntegriren  iHsst.  Deghath  scheint  ea, 
dass  diese  Componcnte  sich  nicht  vollatHndig  durch  elHptiNclie  Integrale 
ausdrücken  las  st. 

4. 
Componenten  einer  ellipsoidiioben  Scheibe. 
Die  Hnuptaxru  uyT,   ßyT,    j- j/i  des  Ellipsoides 


zwei  zn  deren  Axe  senkrechten  Ebenen  begrenzten  Körperstampfe.  S75 
mögen  resp.  mit  der  2^-,  Y-^  Z^-Axb  sasammenfallen.     Dann  ist 


> 


Ar=:X  — — ,     p  =  /J*,    P  =  y% 


biglich  das  Potential  der  Elementarscheibe 


j 


OD 

-?)- 

.(«- 

• 

V  r  \\2ßYdx 

^'  ^  '     Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

J*"  Ol«**  ***  ^* 

^^  Ä  =  5A  — 


aa 

9o  =  - 


s 


80  werden  die  Componenten  der  Attraction  einer  endlicbed  ellipsoidischen 
Scheibe,  die  zwischen  der  FZ- Ebene  nnd  einer  damit  in  der  Entfernnng  A 
(A  pMitiy)  parallel  gelegten  Ebene  enthalten  ist, 

_,,  ^  ,-      /*  dt  r  xdx 

»  8» 

•  9t 

oder,  wenn  man 

2v*ßj 


fi')^ 


«(«»+5)  /(^ +  ,)(/+») 


jp/,)^ ^«h  *  =  «*  fl»r  X, 

ferner 


/^.-  ^'«/.fe' 


nnd 


/>=  Cf{s)  ds  .  T,     P=  T/'CO  rf* .  y' 


setzt. 
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r-^'-^^\»'^ 


8)  jr=p+op,    F=»Ö. 

Die  untere  Grenze  a  der  Integrale  P  and  Q  ist  gleich  0  oder  gleich  der 

positiven  Wurzel  der  Gleichung 

zu  setzen ,  je  nachdem  der  angezogene  Pnnkt  innerhalb  oder  anaterhalh 
des  vollständigen  Ellipsoides  liegt. 

lim  T  und  T\  d.  h.  die  reellen  Theile  der  Integrale 

xdx  /■    dx 

ffo  ffo 

zu  erbalten,  unterscheide  man  die  drei  Fälle: 

1)  a  negativ, 

2)  a  positiv,  Ä  >«, 

3)  a  positiv ,  A  ><  a. 
Erster  Fall :  a  negativ. 

In  diesem  Fall  sind  g  und  g^  fOr  jedes  t  positiv,  und  cwar  ist  |f>^ 

So  lange  S<,  ^/  wird  f/S  —  x^  stets  rein  imaginär,  also  T=T=0,  Ei 
ist  aber  S^g^^*  für  alle  Werthe  von  5,  welche  kleiner  sind  als  ^,  wenn  ^ 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


^=  -^  +  ^rT— + 


Po       ß'+Qo      y*  +  Pa 
hedeutet.     Es  ist  also ,  von  5  =  <r  bis  « s=  ^o 

r=r  =  o. 

Damit  für  die  übrigen  Werthe  von  s,  die  also  zwischen  q^  und  oo  lie- 
gen ,  alle  Elemente  der  Integrale  4)  reell  werden ,  darf  man  nur  dann  f&r 
die  obere  Grenze  derselben  den  Werth  g  nehmen,  wenn  s  ^q^  wo  q  die 
positive  Warzel  der  Gleichung 


bodeatet.    Ist  «<C  (,  so  hat  man  als  obere  Grenze  yS  zn  nehmen. 
Also  von  s=pQbi8  s  =  q  ist 

ys 

„        r  xdx         ,/- z 

9a 

ys 

9 
hingegen  von  s=^  bis  5=00  ist 
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^=/Ä=/^'-»^=? 


9o 
9 

9  9o 

■—  —  arc  stn  -^ 

j/S  }/S 

9o 
Demnach  wird 

.00  _ao 


J  =  I     ,  =  arc  stn  -—=  —  arc  stn      '  . 


P^Jdsf{s)  ys^g,'-jdsf{s)ys^g' 
ds  F  (s)  —    jds  F  (s)  arc  sin  -^  +  fds  F  {$)  arc  sin  -^. 

J  V^    J  ys 

Zweiter  Fall :  a  positiv,  h  ^  a. 

Jetzt  ist  g  positiv,  g^  negativ  für  jedes  s.    Demnach  hat  man  für  die 
obere  Grenze  der  Integrale  4)  zu  nehmen 

^  (  je  nachdem  |  ^  ^  ^» 

und  für  die  untere  Grenze 

^-  \  je  nachdem  <  s  ^  (»o* 

P  bleibt  wie  vorhin ;  zn  dem  vorigen  Ausdruck  für  Q  tritt  aber  noch 
das  Glied 

n  jdsF{s) 

a 
hinzu. 

Dritter  Fall:  a  positiv,  a^  h. 

Jetzt  ist  g^  negativ  für  jedes  «;  gr  ist  negativ  von  *  =  0  bis 

st  —  ^  '  • 

'        h    ' 

Ist  also 

c> -^ , 

so  bleiben  die  Formeln  für  P  und  Q  dieselben  wie  im  zweiten  Fall;  ist  aber 

o< -^ , 

SO  ist  g  zuerst  negativ,  und  zwar  von  ;  =  0  bis 

*~         A        • 
So  lange  also  g*  >  S,  d.  h.  so  lange  »  <C  p »  ist  die  obere  Grenze  —  j/S. 

ZciUchrift  r.  I»mlb*mttk  ■.  Phjtlk  XIV,  4.  \^ 
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Man  sieht  leicht  ein,  dass  q<C.Qo]  denn  so  lange  ^^^,  ist  ge 
g*  ^  S^  da  der  absolute  Werth  von  Qq  grösser  ist  als  der  absolute  W 
von  g. 

Demnach  ist  von  5=tf  bis  s  =  ^  sowohl  die  obere  als  untere  6re 

gleich  —  ys  zu  nehmen ;  mithin  ist  von  s  =  a  his  s=s^ 

r=o,    r=o. 

Femer  ist 

von  «  =  ^  bis  9  =3  00  die  obere  Grenze  g 

„    5  =  ^   „  5  =  ^0     n  nntere       „      —  j/S^ 

P  bleibt  wieder  wie  vorhin,  nnd  zn  dem  Ansdrnck  für  Q  im  entaiFi 
tritt  noch  das  Glied 

^0 


n  jdsF{s) 


hinzu. 


Fassen  wir  die  drei  Fälle  zusammen ,  so  ist  immer 

p=fä8f{8)  ys:rf^^Jdsf{s)  ys 


Ferner  ist,  wenn  a  negativ, 

0=jrdsF(s)^rdsF{s)arcsin-^+   hls  F(s)arctm-j=z\ 

ist  a  positiv,  so  tritt  zu  diesem  Ansdmck  für  Q  noch  das  Glied 

n  j  d8F(s) 

hinzu,  worin 

|it  =      J  je  nachdem  <tf ^  — —^ — -•' 

Um  nun  P  und  Q  für  eine  zwischen  zwei  beliebigen  senkrecht « 
A'-Axe  gelegten  Ebenen  enthaltene  Scheibe  zu  erhalten,  deren  Abstia 
vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  ä"  und  ä'  sein  mögen  (ä">ä'),  nnt 
scheide  man  wieder  drei  Fälle: 

1)  ?"  positiv,  h'  positiv,    a  negativ. 

2)  ä"  positiv,  h'  positiv,    a  positiv. 

3)  //'  positiv,  U  negativ,  a  positiv. 

Setzt  man 


,/f 
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-  ^  ^y'S-^N^  ^^■^»»^V.-.V-.^.^v*-^.^   y.  y-.^'-i^^-  -^--»--.'-sv-.^    '■-XN-^ »^^Srf^-^^.^-w'N^«. .^».^fc^^ 


'  ^O     t_L  ^ « 


//  1       ff 


ind  bezeichnet  man  dnrch  q"  nnd  p'  die  positiven  Wurzeln  der  Oleichnngen 


9 


^         ^1  ^'  '    Ät  _J_  ^'    '    -.1 


lo  ergiebt  sich  leicht  mit  Benatznng  der  vorhergehenden  Besnltate : 
Immer  wird 

hingegen  wird 

im  ersten  Fall  Qi"  positiv,  ä'  positiv,  a  negativ) 

9  00  00 

0  =  ?    jds  F  {s)  +   jdsF{s)  arc  sin  -^  —  jds  F(s)  arc  sin  -^  ; 
im  zweiten  Fall  (h"  positiv,  A'  positiv,  a  positiv) 


=  -     i  ds  F  (s)+   I  dsF(s)  arc  sin  -j=r  —  f  ds  F(s)  arc  sin 


9 


ys 


:r 


+  n   I  ds  F(s), 


wo 


f*  =   w>  je  nachdem  <ö^ — ^^-77? — ^ 

/     <f   I   .          ,  j       )-.«'('»  — ^') 
|it  =    ,  >  je  nachdem  (  0^  — ^^-77 ^; 

3nd  im  dritten  Fall  (ä"  positiv,  ä'  negativ,  a  positiv) 

0=-    ldsF{s)  +  ^-    ldsF(s)+   jdsF{s)arcsin-^ 

jj\      J  Po  Po  P' 

—   I  d8F(^s)an^sin'-j^  +  7C   1  dsF{s). 


/ds  F  Cs)  an*  sin r  +  7t    t  i 


Der  für  P gefundene  Ausdruck  enthält  nur  elliptische  Integrale;  Q  hin- 
gegen  iHsst  sich,   wie   es  scheint,   nicht  auf  elliptische  Integrale  zurück- 
fahren, da  der  vor  dem  arcus  sinus  stehende  Factor  ds  F(s^  sich  nicht  al- 
gebraisch integriren  lässt.     Aehnliche  Ausdrücke  lassen  sich  au^«\^\\^\i  ^v^ct 
die  Componenten  der  Anziehung  der  hyperboloidiBeben  &0[ieri\)«ii.  ^ 


Wenn  a^O  ist,  faSngt  die  ^-ComponentR  nach  S)  nur  von  P  »h,  kauD 
also  in  diesem  spectellen  Fall  durch  elliiitiHche  Integrnle  aasgedrUckt  wei- 
den. Dasselbe  gilt,  urie  leicht  ereichtlich,  fUr  die  übrigen  (^Iliptiscb«Il 
Scheiben,  derou  krumme  BcgrenaungsflUcbe  eine  centrische  Fläche  zwei 
ten  Grades  ist.  Man  kann  deinitat:b  den  im  Eingange  unter  3)  erwäbntu 
Satz  anfstellen. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  aus  den  für  P  nnd  Q  gefnndenen  Formehi 
die  Componenten  eines  vollständigen  EUipeoides  erhält,  indem  man 

h"=ti,     k'=-o 
setzt.     Dann  wird  zunScfast 

und  n'  =  6,  da  ij>«(a  — o)j 
demnach  ist 

nnd,  nach  5) 

worin  k  für  J,  F,  Z  resp.  die  Werthe  o*.  jS",  y*  bnt. 
Benntzt  man  noch  die  Formeln  3} 

.\=aO,      y=bQ,     Z=rQ, 
so  hat  man  die  bekannten  Formeln  filr  die  Componenten  der  Ansiehnsg 
eines  Eltipsoides. 


5. 
Componenten  der  von  zwei  ähnlichen  FIftchen  zweiten  Grades  nnd 
Ton  twei  zar  Axe  derselben  senkreobten  Ebenen  begrenzten 
unendlich  dünnen  Schalen. 
Es  ist  leichteraichtlich,  dass  sSramllichelntegrale,  von  denen,  nachdem 
Bisherigen,  die  Componenten  dor  elliptischen  Scheiben  abhängen,  die  van 
irgend  einer  Fläche  zweiten  Grades  begrenzt  werden,  dnrch  DifTerentiatioD 
nach  iL  in  eUiptlsche  Inlcgrali^  verwandelt  werden.     Uurch  DilTerentiatioD 
der  Attractionscomponenlen  der  Scheiben  nach  X  erhSlt  man  aber  die  Com- 
ponenten unendlich  dünner  Schalen,  die  von  zwei  Ähnlichen  Flüchen  «wei- 
ten Grades  nnd  von  zwei  znr  Axe  dieser  Flüchen  senkrechten  Ebenen  be- 
grenzt werden.     Hieraus  erhellt  die  Richtigkeit  des  im  Eingange  unter  J) 
aargestelllen  Satzes. 

Im  Allgemeinen  werden  allerdings  die  Ausdrücke  für  die  Componenten 
der  Schalen  sehr  complicirt.  Für  die  A'- Componente  einer  c^lindriscben 
Schale  erhalt  man  dagegen  einen  höchst  einfachen  Ausdruck.  Differensirt 
"lan  nämlich  die  im  Art.  2  ftlr  die  A*- Componente  des  Cylinders  gehndene 
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g^^-ycr  +  s  — 


and  bezeichnet  man  dnrch  9"  nnd  (f  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichangen 

h"*_{h"—ay .     y     .     c» 

*      «»  -      e        ■»- ,5»  +  ^' "^  /  +  e" 
so  ergiebt  sich  leicht  mit  Benutzung  der  vorhergehenden  Resultate : 
Immer  wird 

00  00 

9  9' 

hingegen  wird 

im  ersten  Fall  (h"  positiv,  h'  positiv,  a  negativ) 
9  CO  00  ^ 

jP  =  ^   jdsF{8')+  j  dsF{s) aresin -^--^  l^d8F(8) aresin -^'^ 

9  9  9 

im  zweiten  Fall  (ä"  positiv,  A'  positiv,  a  positiv) 

(0==-     ldsF(s)+   I  dsF(s)  aresin  4=r—  idsFfs)  aresin -4= 

9  9  ,  9 

ff 

+  7t  IdsF(s), 

wo  ^ 

f*  =   w>  je  nachdem  jcr^ — ^-r?? — «^ 

^  =   /  >  je  nachdem  j  a>  —^, — ^; 
nnd  im  dritten  Fall  (^h"  positiv,  h'  negativ,  a  positiv) 

ö  =  y  j^s  F  {s)  +  \   fds  F  {s)  +  j^ds F{s)aresin^ 

—  1  dsF(s) aresin -j=+n  fdsF(s). 

9  f*' 

Der  für  P  gefundene  Ausdruck  enthält  nur  elliptische  Integrale ;  Q  hin- 
gegen iXsst  sich,  wie  es  scheint,  nicht  auf  elliptische  Integrale  surttck- 
fUhren,  da  der  vor  dem  areus  sinus  stehende  Factor  ds  F(s^  sich  nicht  M- 
gebraisch  integriren  Iftsst.  Aehnliche  Ausdrücke  lassen  sich  anfstellen  für 
die  Componenten  der  Anziehung  der  hyperbolo\d\&c\ieTi  ^c^^^^ü.  ^ 
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Dieser  Ansdrack  lässt  sich  rein  algebraiaeh  ifttegriren.  MHiun  weiden 
sich  alle  drei  Componenten  der  Aniiehang  einer  Kogebeheibe  Mif  eDip- 
tische  Integrale  larückführen  lassen.  Diese  ZarflekfUhning  aoU  den  Ge- 
genstand dieses  Artikels  bilden. 

Ffir  die  Kngelscheibe  kann  man  der  Allgemeiaheit  »nbesekadet  die 
Coordinate  c  des  angezogenen  Punktes  gleich  0  setsen«  l%iit  man  dies, 
so  wird  die  Componente  Z  gleich  Nnll.  Es  werden  femer  f'  und  ^'  die 
positiven  Warsein  der  quadratischen  Gleichungen 

Die  negativen  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichnngen  sollen  dnreb  fi' 
nnd  ^i''  bezeichnet  werden. 

Ich  setze  ferner  der  Kürze  wegen 


00 


9 


Man  erhftlt  leicht 


17=  ^^   r-=jL== 

9 


ö)  P=      U. 

Man  erh&lt  femer  für  Q  durch  theilweise  Integration ,  da 


/• 


cf«i?'(«)=|a«(a«  +  0    * 


folgende  Formeln: 

Erster  Fall  (A^'  positiv,  U  positiv,  a  negativ) 

00 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


\^  ri€^  +  s)-idf aresin  4=")  =  ^ 


setzt, 
7)  ()  = 


Zweiter  Fall  {h"  positiv,  h'  negativ,  a  positiv). 
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In  diesem  Fall  tritt  zu  dem  vorigen  Ausdruck  für  Q  noch  das  Glied 

hinzu,  aber  nur  dann,  wenn  o  zwischen  — ^—rp — ■  und       ^    > — '-  liegt. 

h  h 

Dritter  Fall  {K'  positiv,  K  negativ,  a  positiv). 

In  diesem  Fall  tritt  zu  dem  Ausdruck  für  Q  im  ersten  Fall  noch 
das  Glied 

hinzu,  aber  nur  dann,  wenn 


Führt  man  die  angedeutete  Differentiation  nach  s  aus,  so  wird,  nach 
gehöriger  Reduction , 

a  —  A  r  f 

T ITT-:: r 


8  a*  +  Ä  Ä  +  a*  —  r*\' 

wo  a*  +  6*  =3  r*  gesetzt  worden  ist. 

Um  die  in  V  und  V  enthaltenen  elliptischen  Integrale  auf  die  Normal- 
form zu  bringen,  wende  man  auf  sie  die  Transformation  zweiten  Grades 


9  — ^ 


1  —  sirfl  fp 
an.    Dadurch  geht  belLanntlich  das  Integral 


L 


über  in  das  vollständige  Integral  erster  Gattung 

T 


2 r         dtp 


Der  Modal  k  bestimmt  sich  ans  der  Gleichung 

.  «  +  «»' 

oder  durch  die  arsprUnglich  gegebenen  Grössen  ausgedruckt 


*« 


'  (Ä_a)2+**+ («»-»*)  +^4(«.»-A*)(A-a)«+C(A-«)*+6»-(«*-A»)]«* 

Ich  bezeichne  im  Folgenden  die  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster,  zweiter,  dritter  Gattung  nach  Legendre 
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2 


0  0  0 

wie  üblich  y  durch  AT,  E^  ü^  («). 
Die  beiden  Integrale 


2  2 


0  0 

auf  welche  man  bei  der  Rednction  unserer  Integrale  in  die  NormalferB  ge- 
fUirt  wird,  lassen  sich  durch  AT  und  E  ausdröckisn.    Eis  ist  nlndieh, 

gesetst  wird , 

n 
2 

/'dtp  _E 
0 


f. 

0 


dfp  _2(l+y»)  ^         l 


Das  erste  Resultat  findet  man  mit  Hilfe  der  identischen  Gleichungen 

Jg  q>  dg>  U^sin^adfp 

Jtp      cor  g)  dg)  Ag?- 


und  das  zweite /wenn  man  von  der  Gleichung 

Jg^P  dg)  Zk^sm^g)dq) 

2/9*      co^  g>Jgfl  Jqfi 

ausgeht  und  das  erste  Resultat  benutzt. 

Die  in  ü  und  V  enthaltenen  Integrale  drücken  sich  folgendermaasen 
durch  die  drei  ganzen  elliptischen  Integrale  aus: 

/^ rf£ ^  2        

Q 

00 

/'     ds 
^  +  sy  /(s  -  p)  (s  -  p,)  (s+^ 


(ür-Ä) 
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Q 

ds 


fi 


Das  vollständige  Integral  77^  dritter  Gattung  Iftsst  sich  bekanntlich 
dnrcb  ein  unvollständiges  Integral  erster  und  zweiter  Gattung  ausdrücken. 
Man  beachte,  dass  die  Parameter  der  beiden  hier  vorkommenden  Integrale 
dritter  Gattung,  nämlich 

Qx      gl  +  «*  —  r» 

stets  negativ  sind.     Ist  aber  der  Parameter  n  negativ,  so  wird,  wenn  man 


stn'a  =  —  'rz ,     co**a  =  7« ,     zf'a=— r-i 

Ar  — n  Ar— n  Ir^n 


und 


/. 


9 
0 


setzt,  nach  den  von  Jacobi  in  den  Fundamenten  eingeführten  Bezeich- 
nungen 

i7,  («) = ?i:L^«  [||, + ^  (^«  CO/ « + z  [^.  *-])] 

sin  a  cos  a\'nA        r^dlog  (sin  am  [Ay  W]  B  [A^  Ar"])! 
"^       Ja       L2r"*"  dA  J 
^sin  acosaVitA          dlogH  (A^  k')l 
J^  U"?"^^           dA         s 

Wenn 

so  wird 

H (^,  Ä')  =  2p^(sin  Ä—  q^  sin  ZA^+  q^ sin  Xijf—q'^ sin  7^+  . . .); 
und  daher 

K  dlogH  (Aj  k'^  __        n  IC  cos  ^'—  Zq'^  cos  3-/+  bg'^  cos  hÄ—  . .. 
d^            "^        il^ sin  Ä—  q^  sin  ZA[+  q^  sin  hjt— .  .  • ' 
folglich  

Hiemach  wird,  wenn  man 


286  Ueberdie  Anziefanngder  von  einer Flftchei 


0 

nie    cos  Ä—%q^ cos Zj(+.  •  • 


2 IT    sin  Ä —  q^  9m%A'\'. .  • 


seUt, 


4=  +  1,  je  nachdem  a^A, 


und,  wenn  man 

0 

,  _^nK    cos  tf^  3/*  C05  8^+  . . . 

*"^2F  '  «h  ß—  q^  sin  8i^+  . . . 
setzt , 

9i-9 jj/gi  +  g'-r^X 

(()  +  «« -r«j((>i  +  ««-r«)^^  +  a«'     iV^  +  a«  — r«/ 

=  — T^l^ä c(^+y>     €  =  ±  1 ,  je  nachdem   -^<^ 

Nähert  sich  die  Kugelscheihe  an  einer  Seite  der  Vollkngel  (A=  +  a), 
oder,  nähert  sich  der  angezogene  Punkt  der  Axe  (6=0),  wodurch  sich  k 
der  Null,  also  Ar'  der  Einheit  nähert,  so  müssen  diese  Formeln,  wie  folgt, 
transformirt  werden.  • 

Es  ist 

H(^,0  =  //J-  jc'^.HiAi.k), 
und  daher 

wenn  man 
und 

setzt.     An  die  Stelle  von  ^'+^i  ^i^d  ^'+^2  treten  also  in  den  genannten 
Fällen  k^  und  A,. 
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Die  Integrale  ü  und  V  lassen  sich  jetzt  folgendermassen  ausdrücken : 

+Üi;^(^_^]+»'(^+y+}.(^)'c^+ü. 

^1  +  «^  ^  ^ 

Hieraus  erhält  man  schliesslich,  mit  Berücksichtigung  von  6),  7),  3)  fol- 
gende Ausdrücke  für  die  Componenten  der  Anziehung  einer  Kugelscheibe: 


^=i 


h'  r cfi 


2«»  6» 


h"  L/(a«  _  A«)  (?+«»)  f  \  Pi  +  •'  (9i  +  «*) 


2A-«— -^ 

In  den  vorstehenden  Formeln  ist  tf  c=:0,  wenn  der  angezogene  Punkt 
innerhalb  der  vollständigen  Kugel,  hingegen  tfsr*  —  o*,  Wenn  er  ausser- 
halb derselben  liegt. 

Ferner  ist  • 

d=3  J-  1,  je  nachdem  a^A, 

.=±1      „      «(f/g*. 

e'=  0,  wenn  h"  und  V  positiv,  a  negativ, 
«'  =  |o     n      I»     n     t>        »>       ö  positiv, 
je  nachdem  o  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Intervalles 

-T'-^  b,s  -^.— 
liegt; 
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8=  I L  wenn  A^'  poaitiT,  h  negatir,  a 
je  nachdem 


•^ 


^{a-K') 


k 


TT 


Die  Componenten  der  Anziehung,  die  eine  Kogelealolte  anf  etsez 
Punkt  ihres  Haudes  ausübt,  lassen  sich  mit  Hilfe  einer  eyklometrisekan 
Function  ausdrucken.   In  diesem  Fall  ist  nftmlich 

Die  ursprünglichen  Formeln  ftir  P  nnd  Q  (Art.  4)  sind  jeist 


0  p, 

011-2«»/      '^  /.^^ 


aia  —  <>)  +  '  *"  o         ^ 

woraus  man  leicht 


erhält.     Folglich  sind   die  Componenten  der  Anziehung,  die  eine  Kngel- 
calotte  auf  einen  Punkt  ihres  Randes  ausübt, 

Xs=  i 6  —  4a  arc  cos  —  , 

« 

a 
7  =       —  f  Ä  arc  cos  — . 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  a  =  0 ,  6  =  a ,  so  erhält  man  die  Compo- 
nenten der  Anziehung ,  die  eine  Halbkugel  auf  einen  Punkt  ihres  Bandes 
ausübt,  nämlich 

Die  JT-Componente  ist  also  auf  dem  Rande  einer  Halb- 
kugel rational   ausdrückbar. 

Für  die  Componenten  der  Anziehung,  die  ein  unendlich  hoher  Cylin- 
der  mit  dem  Radius  a  auf  einen  Punkt  seines  Randes  ausübt,  sind  die 
Formeln 

^  =  4a,     F=  —  num 

(Vergl.  diese  Zeitschrift  8.  Jahrgang ,  S.  354.) 
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Es  ist  also  die  senkrecht  znr  Basis  gerichtete  Componente 
der  Anziehung,  die  eine  Halbkngel  anf  einen  Punkt  ihres 
Randes  ausübt,  gleich  dem  dritten  Theile  der  gleichgerich- 
teten Componente  der  Anziehung,  die  ein  unendlich  hoher 
Cjlinder  von  demselben  Radius  auf  einen  Punkt  seines 
Randes  ausübt;  und  die  Componente  in  der  Richtung  der 
Basis  ist  auf  dem  Kugelrande  gleich  }  vonder  Componente 
in    der  Richtung   der  Basis   auf  dem  Cjlinderrande. 

Schleswig,  im  Deeember  1888. 
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80  erkennt  man,  dass  statt  des  Factors  B)  einfach  geschrieben  weide 
C)  «  cig  (ji  jr). 

Führen  wir  ferner  in  dem  Ausdrucke  A  statt  q  die  Variable  4 
so  verwandelt  sich  derselbe  in : 

°)i''V^(^')['+''-^'+'»'][('+'--^.)+''j 

—  TT 

Es  ergiebt  nun  weiter  die  Entwickelung  von  f^(^^  in  «ne 
ri  er 'sehe  Reihe  die  Entwickelungen : 


'  '  —  tu 


Vi 


+  » 

« 


setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  statt  r  die  compleze 

und  stellt  die  gefundenen  Ausdrücke  zusammen,  wie  verlangt  wtnl  4 
die  Function  r,  Jf\  hervorgehe,  so  erscheint: 

\\  =2J,  ^.  /^  n  ctg  (^  ,) 

— «r 
Die  Bedingung  8  §  9  verlangt  nnn  das  Bestehen  der  RelaüoB 


Oiese  Gleichung  1 '  gilt  nnn  nach  ihrer  bisherigen  Herieitn^i 
Bedingungen,  dass 

l.  die  für  die  Integration  nach  ^  giltige  Integrationscnrve  & 
A\e  in  der  Art  umsehliesst.  das$  sie  allenthalben  in  endliekcr 

von  ihr  bleibt: 

**    die  Functionen  ti     innerhalb  der  Integrationscnrre  albilkk*' 

ueccfjjch  bloiK'n.  und 

3L  die  lategraiiousctiiveWWeVv^^^^^^^^^ 
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S.  sie  werden  unendlich,  sobald  fi=  +  r'ix)+/,  wenn  /  eine  endliche 
ise  bedentot ; 

7.  sie  veMchwinden  für  x  (odery)  gieicli  +  QO,  ji  endlicli; 

8.  das  in  Being  auf  /*  von  ihnen  zwischen  den  Grenzen  +  cß  nnd  —  oe 
immene  Integral  verBchwindet  identiiich. 

Diese  Functionen  If  sind  in  der  rriiheren  Abhandlung  ihrer  allgemei- 
I  Form   nach  angegeben  worden  anf  Seite  142  durch  die  Gleichungen  13, 
15,  und  16.     Jetzt   soll  nnn  die  in  §  8  versprocliene  Bestimmung  der 
Olionen  {^selbst  geschehen. 

g  10. 
Einfachste  Form  der  Functionen  ff. 

Es  war  r-,  W,  eine  Function  von  ft  und  x,  die  ans  dem  Ansdmcke 

Inrch  hervorging,  dasa  man  in  ihm  y  und  y  mit  Hilfe  der  auf  die  Mevi- 
lenrve  des  s'"^"  Conductors  bezüglichen  Gleichungen 

\J  =  tfl  (x) 
ninirte  (diese  Elifflination  ist  für  die  Folge  ohne  üelang,  wir  werden 
iber  auf  sie  weiter  kein  Gewicht  mehr  legen);  ferner /"pfp)  in  eine  für  das 
tervaJI  der  lütegralionsgrenzen,  2Aj,,  giltige  Fonrier'scbo  Reihe  ent- 
ckelle  und  in  dieser  Entwickolung  statt  des  Stellenindexes  n  die  complexe 
iriablo  ft  einführte. 

wurde  dann,  um  für  eine  spüter  nacli  dieser  complexcn  Variablen  fi 
;ende  Integration  nicht  an  ungehörigen  Stellen  nnendüche  Functions- 
le  zu  bekommen,  dieses  über  den  Ausdruck  A)  genommene  Integral. 

11  und  12  in  die  beiden  Integrale  Z,  und  Z,  zerlegt. 
Man  kann,  wie  leicht  erfichtlieh,  diesen  UebelslanJ  einfach  dadurch 
agefaen,  dass  man  in  Bcxug  auf  die  Integration  nach  ft  eine  geschlossene 
krre  wählt,  die  nirgends  nach  der  imaginären  Seite  hin  in'a  ITnendiiche 
icbt. 

Unltiplicirt  man  nun  noch  den  Ausdruck  A)  mit 

I) 

nfldlt  derselbe  alle  Bedingungen  l  bis  7,    die  in  §9  an  ihn  gestellt  wnr- 

,  wenn  der  AnsdrnckA)  innerhalb  der  Integrationsgrenze  endlich  bleibt. 
Statt  des  anzuwendenden  Factors  B)  kann  man  aber  auch  schreiben: 


...]. 


falii  mM  hiermit  die  Entwickglnnj 
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BO  crkcnnf  ninn,  dass  statt  clea 

Factors  B)  einfach 

geschrieben  werden  ka»     * 

C) 

nct^Qt^K) 

Führen  wir  ferner  in  den 

Ausdrucke 

A  stall  p  die  Variable  -£  q  ein,  | 

80  verwitnd^It  sicli  derselbe  in 

°'i;'^y>(^')[-+' 

-^.+,,-][(. 

+''~^ »)'+"']  "''■ 

Eh  ergieht  nnn  weiter  die 

Entwickelu 
nngen : 

Dg    TO 

..„(!',),„,„  F.- 

rier'acbe  Reihe  die  Entwicice 

setzt  man  in  diesen  beiden  Gleidiongen  statt  n  die  cnniplexe  Variable  fi 
und  stellt  die  gefundenen  Ausdrucke  zusauimen,  wie  verlangt  wird,  damit 
die  Function  c,  W,  hervorgebe,  so  erscheint: 

Die  Bedingung  8  §  9  verlangt  nun  das  Bestellen  der  Relatiun 

Diese  Glcicliung  1)  gilt  nnn  nach  ihrer  bisherigen  Herleitung  unter  den 
Bedingungen,  dass 

1.  die  für  die  Integration  iiftch  fi  gillige  Integrationscnrve  die  reelle 
Axe  in  der  Art  nmsehliesst ,  dass  sie  nllenthalben  in  endlicher  EntfernnDg 
von  ihr  bleibt; 

2.  die  Functionen  n  innerhalb  der  Integralion  sc  urve  allenthalben  ay- 
nectisch  bleiben,  und 

3.  die  Integrationaeurve  beliebig  varengert  wwden  kann,  www  »ig  niu' 
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le  reelle  ganze  Zahl  tat,  einfach  iimachlieBBt 
1  endlicher  Entfernniig  von  der  reellen  Axe 


alle  Pankte,  fUr  welche  fi  ei 
und  wenn  alle  ihre  Pnnkte  i 
bleiben. 

Wenn  wir  spSter  diese  Integrationscurve  so  abändern,  dass  aie  nur 
solche  kreisDlriDige ,  nnendüch  Iclmne  FlächcnslUcke  nmschliesst,  die  um 
die  in  der  Bedingung  3  genannten  Punkte  nis  Mitlelpnnkte  hernmlifgen ,  so 
können  wir  auch  jetzt  ohne  Weiteres  die  Integration  nach  q  a 
wir  uns  in  der  hier  zu  integrirenden  Function  statt  ft  n  restituirt  denken, 
weiui  wir  nnr  nach  geschehener  Integration  statt  n  v 

Zur  Ausrührung  der  Integratloi 


i 


\x  +  bp—-S.g  +  yy 


'^-Lf[' 


][(.  +  6,-N,)+J, 


nnd    setzen  diese  Entwickeluug 
gelingt  nun  leicht  mit  Hill'tt  der  F 


./'■ 


n  die  Gleichung  1)  ein.     Die  Integratioi 
.rmeln 

SO  je  nacbdem  n 
2  7C  je  nachdem  m^n 


f -f "«/""'■"  ""=f- 


Führen  wir  also  nun  nach  diesen  Formeln  die  Integration  nt 
der  Gleichung  1)  aus  und  setzen  hicraur  statt  n  wieder  fi,  so  entsteht: 


3)        'rj''-'^=f±' 


Dieses  ist  die  allgenieinsle  und  einfachste  Form,  die  die  Bedingunga- 
gleichung  zur  Bestimmung  der  Function  W,  annehmen  kann.  In  der  Gleich- 
ung 3)  braucht  nun  die  Intcgvntionscurve  nur  noch  alle  die  Punkt 
so  nmechlieüsen,  für  welche  fi  eine  reelle  ganze  Zahl  Ist. 

Soleher  Gleichungen  von  der  Form  3)  gicbt  es  überhaupt  y,  indem  s  alle 
Werthe  von  1  bis  g  zu  durchlaufen  hat.  Es  sind  nun  diese  '/  Gleichungen 
von  der  Form  3)  gerade  diejenigen,  welche  uns  die  5  Functionen  Ifj  Ijo- 
fern  Bollen. 
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8  11- 

BeatiminnDg  der  Functionen  T,. 

Soll  die  Gleichung  3)  §10  ffir  jedes  beliebig^  J  beslelion,  so  ist  dia 
offenbar  nur  müglich,  weun  ilio  linker  UnnA  nacli  n  zu  integrirenden  Fuk- 
tionen  selbst  der  Null  identisch  gleich  ainil.  Wollte  man  aber  obnft  Weitf- 
res  diese  Functionen  der  Null  gleich  setzen,  30  müsste  sein 

/  =  0, 
iilsn  aacb 

Dies  wäre  aber  eine  von  den  Lüsungen  des  Problems,    die  wir  §  4  ili 
unbrauchbar  ausgescliloBsen  haben;  in  gleicher  Weise,  wie  ^enn   wir  Ji 
ancb  der  Gleicbung  3)  §  10  genügende  Annahme  machen  wollten: 
ftp  =  0. 

Soll  nnn  dennoch  die  Gleichung  3)  §.  10  bestehen,  indem  dio  nacli 
za  integrirende  Function  eine  Function  von  x  (y  and  y')  ist ,  so  ist  dies  ai 
möglich,  wenn  nach  erfolgler  Integralion  die  Function  linker  Iland 
solche  Form  bat,  dass  sie  die  linke  Seite  der  anf  0  reducirten  Difierei 
gleicbung  der  Meridiancnrve  des  s'*"  Conductors 

p'—q,',(x)  =  0 

als  Factor  enthält,  während  sämmtliehc  übrige  etwa  noch  vorkomuienj« 
Factoren  endlich  und  von  Null  verschieden  bleiben.  Fassen  wir  dieselben 
ausammen  in  der  Form 

so  gilt  alno  jetzt  die  Gleichnng : 

Gesetzt  nun,  man  bosäsäe  dio  Losung  des  analytischen  Problems,  irgend 
eine  Function  dreier  Variablen  F(o,  ß ,  y)  in  eine  Keilio  en  entwickeln  von 
der  Form 

+  ■■.  +  «-/■«(",  ^,  ?■)  +  «—/■-»(".  f*.x)+..-, 

wo  dio  /"Fnnctionsaeichen  sind  für  Functionen  der  drei  Variablen  <c,  ß,  f, 
die  ans  einer  allgemeineren  Function  von  a,  ß,  y  und  n  folgen,  indem  mu 
dem  n  nach  und  nach  alle  ganzznbligen  reellen  Wertho  von  —  od  bis  +  od 
beilegt,  wühroud  die  a  von  e,  ß  und  y  unabhängig  sind.  Alsdann  könnte 
man  das  Gesetz  dieser  Entwickelung  auf  die  Function 

anwenden,  indem  man  noch  den  Factor  V,(a;,y,y')  der  Bequemlichkeit 
der  Kecbnnng  entspiechend  wählte,  und  entwickeln  naoli  den  Fnncdoo«! 


itii^  I 

3\ 
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^'CC 


wo  die  A^  iJnrch  die  Gleichiiugen  3)  §  10  definirt  Bind,  die  S  aber  vor  der 
Hand  noch  nnbeatiramto  Ciffficirnton  bedotiten  niiigen.  Wülirend  nber  die 
J^  einen  verschiedenen  Wortb  huben  je  nach  dem  Condnotor,  auf  den  sie 
sich  bezielien,  oder  in  Besiig  nuf  dessen  Differenlialgloicbang  der  Meri- 
tlinncurve  die  Entwickcliing  vorgenommen  wird,  so  mögen  die  S  davon  un- 
&bhf[ngig  sein,  ebenso  wie  von  x,  y  und  y.  Genaner  angedeutet  ent- 
wickeln wir  also 

'J^.k.y-y)|y'-'P.'C^)]    .,    ^^-^y« 


Führen  wir  nun  die  Entwickolung  nncb  dem  oben  angfigobenen  vorans- 
geseUten  Entwickelungsgesetz  aua,  indem  wir  die  BntwickßlungBcocfticien 
tmt  mit  b  beüeichnen,  so  entsteht 

•f, (-r. v< y) [y- 7','(^)H^"'' .'■„  \^\Ä  +  K ,-*«  +--+^I /„ \ 
Ej  \p*{^.v>s')\'j-'p^{^)\=^-'J'n\KA  +  KÄ+---+'^lA\ 

Bei  dieser  Entwickelung  weiden  die  Coefficienten  6  ancb  mit  von  den 
jetxt  nocb  unbestimmten  cgnalanten  Wertb^n  6  abhängen.  Wir  bestimmen 
nun  diese  nnbekannten  constante.n  Wertlie  S  durch  die  Bedingung,  dnss  die 
Eutwickehing  der  linksstehenden  Finictionen  durch  die  in  j  j  eingeschlosse- 
nen Werthe  schon  angegeben  werde,  dass  »Iso  gelte: 

[  ^'' I ''n  I  ^1 1 -^^ +'*!'■'!.+■■■+■'!■■'!!  =  >'"^'' ^» '  ■^- 
F)    ^-  *''- 1  ^ "-'" + ■*"  »-''.+  ■■■+  < -'"i  =^'^''  *-'■'" 
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r  ••'  ^  ■«     *     «     « 


»^-r  ^  ^f  *  m   ■^■r   ^- 


Aus  dem  Systeme  F)  sieht  man  nnn  so  viele  Systeme  Yon  je  q  Gldck- 
nngen  zur  Bestimmung  der  2,  als  die  Ansahl  der  möglicheik  Entwiekel«agtt 
E)  überhaupt  beträgt,  und  es  giebt  auch  ebenso  viele  Systeme  F)'adbsL 

Es  möge  eines  dieser  möglichen  Systeme  dargestellt  werden  dmh  V) 
selbst,  so  erhält  man  aus  F) 


6) 


,6,  =  1 
.6_  =  1 


,6.  =  1. 


Wir  bestimmen  aus  dem  Gleichungensysteme  O)  von  q  Oleielmpi 

12       3  f 

die  ^  Werthe  ^„»  ^, »',•••  ^,  ^"d  es  möge  entstehen 


H) 


t  t 

11        « 

•    •    •    • 
^«  =  %- 


Vermittelst  des  Gleichungensystcms  H)  erlangt  man  nnn,  wenn 
zugleich   die  Gleichung  4)  berücksichtigt,  nachdem  dort  die  Integratioi 
nach  fi  ausgeführt  ist: 

.T)  ^J^.ä,  =  .i^rC2'a:/^^^.^,/^Al 

Eine  Auflösung  dieser  identischen  Gleichung  ist  jedenfalls 


5) 


^,Ä,/.y„=^,/.^. 


Oder  es  ist,  wenn  wir  statt  n  wieder  die  complexe  Variable  fi  schreiben  und 
die  Gleichung  3)  §  10  berücksichtigen , 


6)        Cb  ^s  = 


=  2nyjp  Äp  /ij  J^cigi(in)=^ ^  Vp  ej ^  cig (ft»). 

Setzt  man  den  so  gefundenen  Werth  von  r«  W,  in  das  System  linearer 

Gleichungen  der  A'  -V    des  §  6  der  früheren  Abhandlung  ein,  so  folgt,  wie 
leicht  ersichtlich 

also  auch 
8) 


P    _     1         P 


r  1      p 


df 


0) 

Aaa  Integral  ausgedehut  über  eineu  kleineD  Kreis ,  Uer  unter  den  Punkt  (i=n 
Bs  Mittelpunkt  bescliriebäD  ist. 

Uarcli  die  Gleichung  0)  bal  nun  unser  Problem  seine  vollständige  Lö- 
lug  gefunden. 

Existenz  der  Gleichung  9)  Uüugt  ab  von  der  Möglichkeit  der  Ent- 
ig einer  Function,  wie  sie  oben  für  F  (a ,  ß,  y)  angenomnien  wurde, 
e  Anzahl  der  versehiedeuen  Ent Wickelungen  der  Function  F{a,ß,y)  nach 
Mm  oben  Angenommenen  Gesetze  mulliplicirt  mit  der  Anzahl  der  verschie- 
a  Lösungen ,  welche  m«n ,  wie  oben  die  Gleichung  5)  aus  der  Gleicliuug 
p)  ziehen  knuu,  giebt  an,  auf  wie  vielerlei  Art  das  vorgelegte  Problem  einer 
Lösung  ßhig  iüt.  *) 

Die  für  den  jetzigen  Standpunkt  der  Analynis  noch  ungereolitfertigtfi 
Aunahine  einer  Entwickelung  einer  Function  nach  dem  obigen  GeHeCii  ver- 
anlasst uns,  noch  ein  anderes  J^Iittel  zur  Beschaffung  der  Funutioneu  ff, 
oder  was  dasselbe  ist,  der  Gleichungen  9)  anzugeben. 

Es  sei  die  auf  0  redncirte  und  noch  mit  einem  atota  endlich  und  vun 
Nail  verschieden  bleibenden  ,  vor  der  Hand  beliebigen  Factor  muUiplicirtu 
Gleichung  der  Meridianunrve  des  s""  Conductors 
10)  *.  (a:,  y)  =  0. 

Ferner  die  auf  Null  redncirte  und  mit  einem  vor  der  ll.ind  bcliobigeu, 
stets  endlichen  und  von  Null  verschieden  bleibendeu  Factor  multiplicirte 
Differentialgleichung  derselben  Curve: 

U)  1i'.i.x,y,y')=Q. 

Oder  wenn  wir  die  Constanten,  welche  in  den  Gleichungen  10)  nud  11) 
vorkommen,  mit  Oj ,  a^,  Cg  . . .  beseichnen  ,  so  wird  aus  der  Gloichung  10) 

la)  (P.  (ic,  y,  a, ,  öj,  rt,  . , .)  =  0, 

aaa  der  Gleichung  ll) 
I        13)  (I>',(jr,y,i/',ß(,Og,flj...)  =  0. 

Die  Grössen  a^,  0^,0^.,.  sind  nun  n{ir  insofern  Constanten,  als  »iie 
durch  kein  analytisches  Gesetz  mit  den  variableu  Grössen  x,y  ,y'  m  Ver- 
bindung steheu,  ebenso  wenig  wie  unter  einander  (wenn  nicht  eine  Bi'ding- 
ung  für  die  Existenz  der  Gleichungen  10)  und  11)  etwa  die  Constanten  n  mit 
•inander  in  Beziehung  bringt). 


')    Es  ist  von  [ntereasu,  zu  licmcrkeu,  dasB  der  allgeineiuB  Gang  dit 

r  Unters nchnag  in  der  Erwartung  herpclitigt,  dn««  jede  Unlersiichnug, 

ll  über  phyaiksliacbe  Probleme,  b<?i  denen  man  aus  einem  angenommenen 

(perimenlelle  Tbataacben  anal^^tisi-li  quHiititativ  la  erklüren  aueht,    auf  R 

hren  werden,  dia  dem  eben  gewonnenen  ganz  tUialic\i  »ni^. 
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Eine  solche  NiclitexisteuK  tud  Relntionon  für  die  Grösacu  a  Ist  aijs 
uidit  ein  Kennzeicben  dafür,  dass  fiberbaopt  nie  welcLe  existirt  hxhta, 
saudern  nur  dafür,  dass  mit  dicseu  Rclalioneu  beatimmts  analj-ttKk 
Ojierationen  vorgenommeu  n'ordon  sind. 

So  können  2.  B.  die  Grosseit  a  iirspraDglicIi  zQ  denken  sein  >U  Func- 
tionen einer  Variablen  k  in  der  Form : 

GO  dass  die  Gleichungen  12)  und  13)  ursprünglich  diu  Gestalt  hatten; 

14)  M^,y,^,{k),  "^.(fr),  v>W.-.-]  =  x(*). 

nnd  aus  denen  die  Gleichungen  12)  und  13)  nun  z.  B.  wieder  bervorgtLen 
können,  wenn  man  der  Variablen  k  einen  bestimmten  Werth,  etwa  i, 
beilegt. 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dnss  es  nicht  unbedingte  Erfordemin  id, 
dass  die  Functionen  ifi  frei  von  den  willkürlichen  Variablen  x,  y  oder  y' 
wären,  sondern  es  könne«  die  Functionen  i/i  diese  Variablen  auch  enthalteu, 
wenn  nur  durch  Substitution  de«  Werlhes  k^  ftlr  k  ans  dem  Systeme  tob 
Gleichungen 

,«,  =  ^,  (A),     ,o,=.//,Ci-},     ,fl,  =  t,C*)    •■■ 
folgt 

<'>  =  t.(io),      ".-f,  W,      «.- ifj  ('•«)■••  0  =  X  (*»)- 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  13),  13),  14),  15)  von  diesem  Gesiditii- 
pnnkte  aus,  so  erkennt  man,  das:^  die  Gleichungen  12)  und  13)  nur  «Is  ili< 
Individuen  einer  umfangreichen  Gruppe  von  Gleichungen  zu  bctrachteu 
siud,  die  alle  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  hervorgeben,  wenn  ii)an  der 
Variablen  k  nach  und  nach  alle  Werthe  beilegt,  die  sie  überhaupt  aniu- 
nebmeu  fähig  ist. 

Die  eben  angefiibrte  Entstehuagsweise  der  Gleichungen  12)  and  13) 
aus  14)  und  15)  kann  nun  noch  viel  mehr  verallgemeinert  werden,  wenn  man 
verlangt,  dass  mehrere  specielle  Gleichungen,  die  aus  den  Gleichungen  H) 
und  15)  dadurch  folgen,  dass  man  der  Variablen /c  mehrere  specielle  Werihe 
*i,  ^1.  *j  ■  ■  .  beilegt,  nach  irgend  einem  analytiacben  Gesetz  (das  vorher 
gegeben  ist)  verknüpft**)  werden.  Für  uns  ist  namentlich  der  Fall  wichtig, 
wo  die  Gleichungen  12)  nnd  13)  aus  den  Gleichungen  14)  nnd  15)  dadurch 
hervorgehen,  dass  man   das,  was  ans  den  Gleichungen  14)  und  15)  wird, 


*)  Der  linkfl  slehend«  Index  Aar  a  soll  andeuten,  dasa  diese  Werthe  von  a 
im  Allgoincinen  »eracbieden  sind  von  den  Wertben  von  a  mit  nur  Einem  (rceliten) 

**)  Diese  Betrnt'htuiig  ist  für  phfiikulisuLe  Körper  Uusserst  wichtig,  weil  e« 
keiuc  einiigo  phfsikalisclic  Flach«  giebt,  dio  iich  niuht  uach  einem  beatimmton  Ge- 
■eti  änderte,  weun  die  EiDfliisse  von  Druck,  Teiaperaiur  etc.  auf  sie  andere 
werden. 
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wenn  man  darin  einmal  A:  =  Ar, ,  dann  k=^k^  setzt,  wo  /r,  und  Ar,  zwei  be- 
stimmte Werthe  sind ,  von  einander  abzieht.     Oder  wenn 

10)       0).  (o:,  j^,  rt, ,  fl,,  a,  .  . .)  =  O,  [x,  y,  ip,  (A:,),  ^t  (k^),  ^^  (Ar,)  . . .] 

wo   gb  nun  ein  constanter  Werth  ist 

17)       0\  {x,  y,  y\  a„  o,,  a,  . . ,)  =  <l>'.[a?,y,y',t//,(Ar,),t/;,(Ar,),t/;,(Ar,)...] 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  können  nun  leicht  auf  die  Form  gebracht 
werden : 

lö)    <^.(a-.y,y,an«.,«,...)==y  (a^ä^+a^äÄ  +  '-V        • 

Wir  substituiren  nun  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  18)  und 
19)  für  k  eine  neue  Variable  ^  nach  dem  Zusammenhange 

wo  die  Function  y«  (^)  vor  der  Hand  allein  den  Bedingungen  unterworfen 
sein  möge 

endlich  und  stetig  für 

—  ^^  ^  *^  +  ''^• 
Ist  dann  weiter  zur  Abkürzung 

dk  dk  '^^'^'^     dk  dk  *f\^), 

a«,      aij>,  (Ar) 

80  wird  aus  den  Gleichungen  18)  und  19): 

<^.(^*,  y,  «11  «ti  «»•••) 

<^f(^,  yi  y';  «1.  öf)  «3---) 
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In  diesen  beiden  Gleichungen  20)   und  21)  ist  nun  in  den  FnnciionM 

7i,'  »rt.  "■■  da,  '  Sa,  •' 
ersetzt  SQ  denken  durch  g  nach  der  Relation  ft  =  ff,  (p)  und  die  Functioo« 
i*(p).iV  (e).  ■  ■•  ebenso  wIp  jj.  (p)  und  g',(p)  kUnneo  auch  die  Gröesen  i, 
y  oder  y'  enlhalten,  »enn  sie  nur  den  Bedingungen  20)  oder  21)  geniigen. 
Kann  man  nun  den  bis  jetzt  noch  siisseiordeiitlicb  beliebig  gelassenec 
t'nnciioucn  ,if'(e).  if  (f)i  -■  ■  ?■  Cp)  «'"«  aolche  Form  geben,  dass  ealwedoi 
die  rechte  Seile  der  Gleichung  20)  die  Geatnlt  annimmt 

odar  die  rechte  Seile  der  Gleichung  21)  die  Gestalt: 

+  s 

Tobet  die  Functionen  f  nur  Functionen  von  f  sind,  so  ist  man  dtmii 
■ur  frühere  Formeln  in  §§  4  und  5  zurttckgekommen  und  die  Functiooen 
A,  (^)  sind  gerade,  abgesehen  von  einer  In  dieHelbeo  multipUcirten  COd- 
stauten,  die  gesuchten,  welche  das  Gesetz  für  die  sa  substituironde  elek- 
trische Massenvertheilung  auf  der  ßotationsaxe  angeben. 

Die  in  Gleichung  U)  bestimmten  a^  sind  nichts  weiter  als  die  CoefG- 
cienten  der  Entwickelung  von  f^^qi)  in  eine  Fonrier'sche  Reihe,  giltig 
für  das  Intervall 

~'t<e<+.T. 

Die  HSglichkeit  und  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  des  Pro- 
blemee  ist  zusammenfallend  mit  der  Möglichkeit  und  der  Änxahl  der  Lö- 
sungen, die  Gleichungen  der  Meridiancnrven  aller  g  Condncloren  auf  di» 
Form  K)  oder  die  Differentialgleichungen  derselben  auf  die  Form  L)  la 
bringen. 

Die  Lösungen  der  in  diesem  Paragraphen  gestellten  Aufgabe  sind  nu 
überhaupt  nur  brauchbar,  so  lange  für  irgend  einen ,  z.  B.  den  p^  Cn- 
dnctor  Ap  und  dp  so  gewühlt  werden  kann,  dass  die  mit  elekirtKcliei  MatM 
SU  belegende  Axenstrecke  noch  vollständig  innerhalb  dcB  Cor 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  constantcu  Factor» 
bJ  der  Gleichung  0)  oder  in  die  Functionen  /,  (p)  der 
mttltipUcht  iu  denken  sind,  vOTweise  i<:\i  B,Mt  &m; 


Von  Dr.  Th,  Köttbritzsch.  301 

Wir  wenden  noch  das  eben  Gesagte  auf  zwei  Beispiele  an: 

I.    Es  soll  die  elektrische  Dichtheit  auf  einem  Condnctor  bestimmt 

werden,  dem  man  die  Elektricitätsmenge  +M  mitgetheilt  hat  und  dessen 

Meridiancurve  die  Gleichnog  besitst: 

Diese  Gleichung  hat  bereits  die  Form  von  16),  wenn  man  schreibt: 
oder  in  der  Form  von  18) : 


%kdk 


also  nach  19): 


l 


+  « 


/       «+/      a—l  A 

2«    V    2     ■*■    2«    V  _ /        a+l     a-l   W     * 


Da  hiermit  die  Form  L)  [oder  K)]  bereits  hergestellt  ist,  so  ist  die  zu  be- 
stimmeode  Function  f  (jf)  bereits  gegeben  in  der  Gestalt : 

mit  den  weiteren  Folgerangen 


6=— 


Ä  = 


2 


2      ' 

und  znr  Bestimmung  von  x : 


,=  />„. ,=  /;"^("+'+'-^,).,=, 


"■     s 


also 


Somit  ist  nun  f{j^^  bekannt  in  der  Form: 
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'  «^  ^  V-*»    ^  w      *-%>*  ^   •    . 


und  die  elektrische  Diishtheit   auf  dem  gegebenen^  GimdMiar  hmßk'  m 
leicht  nach  §  1  bestimmt  werden. 

IL  Es  soll  die  elektrische  Dichtheit  Auf  einem  HotiiiiMiid^paeil  be- 
stimmt werden ,  dem  man  die  Elektricitätsmenge  -^iVnu^g^ttwflEl  Uittii 
dessen  Meridiancurve  die  Gleichnng  besitzt 
I)  ««Ä»+/Py»  =  a»/P. 

um  diesei  Gleichung  I)  auf  die  Form  von  16)  su  britigtan/ilKbM  wir 
zunächst  statt  a  und  ß  zwei  andere  Constanten  f  und  dl  eiii,  indam  wir 

setzen : 


Die  dann  aus  I)  entstehende  Gleichnng: 
kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

oder : 

womit  4io  Form  10)  gewonnen  ist,  aus  der  leicht  die  Forqi  v^m  18)  her- 
vorgeht in  der  Oestalt: 


Vi:c-^?+y'  I  /(._±,y.+^ 


mit  der  Differentialgleichung: 


>K     r        e 

—  b\x 

Ä     L         ^ 


e  +  yy  I 


/(,_±,)%/ 


-rf^  =  0. 


—  « 

Hieraus  folgt: 


f(jf^  =  X  —  =  Const. 
n 


6  =  0, 
Zur  Bestimmung  von  %  hat  man 


^=  Ix — d^  =  2x€; 


—  Ä 
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also 

31 
x  =  — . 

Es  ist  nun  leicbt,  die  clektriscbe  Dichtheit  auf  dem  Kotationsellipsoid 
nach  §  1  zu  bestimmep, 

§12. 

Darstellimg  yon  ü. 

Es  ist  im  Verlaufe  dieser  Arbeit  immer  Rücksiebt  genommen  worden 
auf  eine  gewisse  Form  von  ü^  auf  die  das  Potential  stets  gebracht  werden 
konnte ,  so  lange  überhaupt  das  vorgelegte  Problem  lösbar  war.  Es  scheint 
daher  nicht  am  unrechten  Orte,  diese  Form  hier  noch  genauer  2U  betrach- 
ten, zumal  sie  für  die  wirkliche  mathematische  Bestimmung  der  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  den  Conductoren  so  äusserst  wichtig  ist. 

Wir  legen  hierftir  die  Entwickelungen  des  §  5  zu  Grunde. 

Es  war  nach  §  4,  1. 

+  //« 


ui^^y, 


y{^,+,^^^,)\y.' 


—  n 


4-« 


"   ".'^''i^-if-y/''"':  y    ■ 

—  « 

Dieses  letztere  Integral  ist  es  nun,  welches  wir  genauer  betrachten 
wollen. 

Nach  dem,  was  §  5  gesagt  wurde,  können  wir  setzen: 


arctang 


arctang   — — — — — 


—  y  fang  tt)i  COS  a 
da 
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u 

x  +  bp^hp'{'yi*+{x+bg'^hp)* 

V 

Oder  es  isti  wenn  wir  zur  Abkürzung  schreiben: 

_a?  +  6|,  +  ^,  +/!^+(ag  +  fej>+^ 

II  — 

y^ 

y 

h 


:^=r_=/:-5e*'-i[f-i])'^ 


für 


«I 


hp    2 


Unter  dem  Integralzeichen  entwickeln  wir  nun  die  Ezponentialfanc- 
tion  and  erhalten  für  das  m^  Glied 


T-t)     du 


m!  ti 


m!(  1  ^1.2  ^         T^\^  j,^ 

=^-^?i-+(^)--r[-+(^.r] 

+"-T^'[--H-ar>-K". 

wobei  die  Glieder  in  {  }  soweit  fortzusetzen  sind ,  bis  die  Exponenten  von 

u  und 0  oder  1  geworden  sind ,  also ,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist ,  bis 

—  u 

zum  Exponenten  0,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  bis  zum  Exponenten  1. 
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Im  ersten  Falle  ist  das  letzte  Glied: 


^m  ,m  —  l.m  —  2.ot  — 3...m —  ( l) 

(-1)' ^*     ^ 


2 


Im  zweiten  Falle  dagegen : 


,       /m       8  \ 

(-1)  ' ki__^L__Ll 

Bildet  man  nun  die  Summe  aller  dieser  Glieder  von  der  eben  ange- 
gebenen Form,  ordnet  dieselben  dann  nach  Potenzen  von  (— )  +( )  » 

indem  man  dem  n  nach  und  nach  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  oo 
beilegt,  so  erhält  man  ftir  die  nach  u  zwischen  deil  Grenzen  u^  und  u^  zu 
integrirende  Function: 

1    j  ««  z*  2«  z^  I 

M  r  ■*"-«;  JT'''(l!)*  '  «■•"(2!)»    8  ■'"•■•"'' (m!)«m+l'''"*JT 


*'"•  *  +...Wtt 


(m\y    ffl+l.m+2 

+  .^" J +..U» 

^(ml)»m+l.m+2.m+»  ) 

■*■  17  r  ■*"  wj  J  j  iXäl  ■'' P  ilTs"*"  ^  *  äXO  "*" '  •  • 


(m!)^m  +  l  .111+2.191+3  .111+4 


«         *        2 


u 


[«"+(_'„)  ]j«i+rj-2.j,.'^-i+(2i)«*3.4...«-+^"'"- 


jSm 


(w!)*    m+l.m+2...m+»  ^ 
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Führen  wir  nnn  die  Integration  ans  indem  wir  dfe  iWmelll  «üUMden: 


f 


du II,    ' 

u        «i 


so  ändert  sich  an  der  eben  geschriebenen  Entwickelnng  welter  niehii,  ab 
dass  in  der  ersten  Horizontalreihe  statt  des  Factors 


u        tl| 


attgMMiMa 


Factors 


[-+m^ 


der  Factor 


Jtfnltiplicirt  man  schliesslich  noch  die  erlangte  Entwtoketnng  mit 
so  ist  damit  die  Entwickelnng  von  dem  fi*^"  Gliede  von  U,^  d.  h.  von 

«4 


/• 


geschehen. 

Die  rasche  Convergenz  der  einzelnen  Horizontalreihen  des  Ausdrucks 
für  „Ug  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden.    Etwas  Aehn- 

liches  ist  auch  der  Fall,  wenn  man  die  Entwickelnng  von  ^Ug  nach  Ver- 

ticalreihen  anordnen  wollte,  was,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
auch  erlaubt  ist. 

Der  Gestalt  nach  noch  etwas  einfacher  wird  die  Entwickelnng  von  ^üg 
wenn  man  substituirt: 


^fi  Vt 


indem  hierdurch  entsteht: 


/f/,\'w         /    1     \2n 
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/u.\2n+l       /   1    \2ii+l  ^ . — .    ^ 

Folglich  ist  für  ein  gerades  n : 


=—  ^  <?«'  Y « (^i+'^i)  *««  Y  *  (^«""*'»^- 


dagegen  für  ein  ungerades  n: 


nnd 


Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  in  den  Horizontalreihen  der  Entwicke- 
Inng  von  ^ü^  nur  die  Coordinate  y  (nicht  x)  vorkommt.     Dieset  Umstand 

rechtfertigt  es,  wenn  wir  hier  noch  eine  andere  Entwickelnngsförm  an- 
führen. 

Es  sei  zur  Abkürzung: 

ÖÖ"'    («0'    (3J)*  (»«i)*    ^"("'0'' 

_    1  2*  l  t*  i 

^•-in+(rr)«*2.8...ir+i'*"W*s:47.M:i'^' • 

\J^U     m+l.m+2...OT+n 
Bildet  man  nun  ans  der  Entwickelnng: 

»  * 

indem  man  für  x  das  eine  Mal  schreibt  e^  ,  das   andere  Mal  e^^^^  das 
Prodnct 

so  folgt: 

QO  OD 

Multiplicirt  man  diese  Gleichnng  mit  dp  und  integrirt  dann  zwischen  den 
Grenzen  — n  und  +;r,  so  folgt: 
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»2iii 


0 

Wir  haben  also  die  Relation : 


„  1     P2zco§p   , 


HaltipKcirt  man  ferner  daa  Prodact  der  beiden  Entwiekelangen 

e        =1+^  +JJJ«        +1.2.»'       +••• 
e-"'     «-*"■     «-''* 


mit 


e+"'dp, 


wobei  9  eine  ganze  positive  Zahl  sei,  and  integrirt  dann  swiBchen 
Grenzen  —n  and  -^n^  so  entsteht: 


00 

22« 


Oder 


Vergleicht  man  die  rechte  Seite  dieser  Oleichang  mit  der  obigen 
finition  Ton  fTn,  so  findet  mau,  dass  die  Relation  gilt: 


—  « 
Differentiirt  man  noch  diese  Gleichung  nach  z,  so  entsteht: 

J 

Es  gilt  also  aach  die  wichtige  und  bequeme  Recursionsformel : 


?-=|iJ/'"+'-^(''+')P'dp  =  2,.^,^,, 


ff         _  »  ^^- 
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Nach  den  in  diesem  Paragraphen  gewonnenen  Resnitaten  können  wir 
Q  „ü^  auch  darstellen  in  der  Form: 

— « 


d  V^  selbst  ist 


Zmllsehrin  /.  ÜMthemMtik  u.  PhjMik  XIV,  4.  ^^ 


xm. 

üeber  Isophoten  (Linien  gleicher  LichtintensitXt). 

Von 

Dr.  L.  BüBlCE8T£R, 

Lehrer  der  Physik  and    der  darstellenden  Geometrie  am  dentsehen  lUalgymnasii 

.  zu  Lodz  in  Rassisch -Polen. 


(Hieren  Tafel  VI,  Pi|r-  1  —  4.) 


Zweiter  TheiU 

§1. 
Die  Isophoten  der  Flädien  iweiter  Ordnuiig. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  fär  die  Isophoten  einer  Fliehe  Fs=l, 
welche  wir  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung*)  abgeleitet  haben,  sind 
1)  ^=0, 


2) 


- dx      ^  dy      'dz 


Hierin  bezeichnen  a^  ß,  y  beziehungsweise  die  Cosinns  der  Winkel, 
welche  die  Lichtstrahlenrichtung  mit  den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  s  ein- 
schliesst;  und  ferner  bezeichnet  L  die  Lichtintensit&t.  Geben  wir  dem  l 
die  Werthe  der  Reihe : 


n  — l 


w  — 2  2  1 

n  n  n 


,      1    ,    2        n  —  2  ,  n—  1    . 

+ h— ... + +1, 

n        n  n  n 

in  der  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  liefert  uns  die  Gleichung  2)  ein  FU- 

chensystem ,   dessen  Durchschnitt  mit  der  Fläche  1)    das  Isophotensystem 

dieser  FlHche   ist.  —  Wir  wollen,   des  kürzeren  Ausdrucks  wegen,    die 

Flächen,  welche  so   aus  der  Gleichung  2)  hervorgehen,   Isophotoiden 

und  das  System  derselben  Isophotoidensystem  nennen. 


•)  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Physik  XIII,  S.  267. 
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Die  Itophoten  der  centr&leD  Fläohen  zweiter  Ordnnns. 
Die  Allgemeine  Gleicbnng  dieser  Fmdien  ist 

3)  F^  Ax*  +  By»  +  Ci"  -  «  =  0. 

Hiernadi  ist  die  nllgemeinc  Gleicbung  des  Isophotoidensystems  difiser 
Fischen 

*^  '  /{A^+t^W+icT)*' 

Ans  dieser  Gleicbung,  in  der  K  nicht  enthalten  ist,  folgen  die  Sfitze : 
Die  iHophotoidcn  der  centralen  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  im  Allgemeinen  Kegelfläclien  zweiter 
Ordnung,  die  den  Mittelpunkt  derselben  alsgemein- 
Hcliaftlichen  Mittelpunkt  haben,  und  die  für  alle 
ülinlicbe  centrale  Flächen  zweiter  Ordnung  unver- 
ändert bleiheo. 

Die  Taophotoiden   der  centralen  FIKchen  zweiter 
Ordnung  acbneiden   das  Rllipsoid 

in    Ellipsen,    deren    Ebenen    parallel    und    durch    die 

Gleiehnng 

oAx  +  ßBy-lryCz^L 

boBtiuimt  sind. 

Die  Isophotoidenaystemo  aller  centralen  Flachen 

zweiter     Ordnung,     in     deren    Gleicbnng    keine    der 

Grössen  A,  B,  C  gleich  0  oder  od  ist,  sind  affin. 
Nach  diesem  letzten  Satz  ktinncn  wir  die  Constrnclinn  der  Isöplmten 
dieser  Flücben  auf  die  Construclion  der  Isophriten  der  Kugpiflnche  in  sehr 
einfacher  Weise  surfickfiibren,  und  nlle  prnjectivische  Eigenschaften 
des  IsnpliotoidensystemB  der  Kugelflüche  auf  das  Isophotensystem  der  an- 
deren centraten  Flüchen  aweiter  Ordnung  tibertragen.  — Wir  wollen  dnher 
annüch«!  das  Isophotoidcnsystem  resp.  Isophelensystem  der  Kugclllücbe 
unlnrsncben  und  aus  den  Uesullaten  dieser  Untersncliung  für  die  Isopho- 
tonconstruction  der  übrigen  Flüchen  zweiter  Ordnung  Nntsten  xiehen. 

§3- 
Die  Iiophoten  der  Engelflftche. 
Für  die  Kngelllücbe  ist 

A  =  n  =  C  =  \, 

folglich  ist  die  Gleichung  des  Isnpholoidensystems  der  Kngelfläclie 

e)  ^^u.  +  ßj^+j. 

/'•  +  •!'  +  '' 
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Ans  dieser  Gleictinng  ergeben  sieb  die  SStse: 

Die  Isophotoidan  der  KngelfUche  sind  Eot*- 
tionskege).  welche  die  Licbtstrahlenricbtang*)  >li 
gemeinscti&rtliclie  Kot ationsaxe,  den  Ku^elnutiel- 
punkt  als  gemeinB  chaftliclien  Mitlelpankt  haben, 
und  deren  ersengende  Gerade  mit  der  Rotationsaxc 
den    Winkel    von    arccos  L    bildet. 

Die  Lagedca   für  alle  Kugel  flächen  nnverXDder- 

liehen  Isopbotensy xlems  0)   iat  durch  die  Liclitstrah- 

lenrichtang    allein    bcstiraint. 

Legen  wir  durch  dieses  Isophotensystem  is  einem  beliebigen  Abstand 

—  d  von  dem  Coordinatennnfang  S  eine  ssar  ;  -  Axe  senkrechte  Ebene,  d»n 

folgt  aus  der  Gleichung  ß)  die  Gleichung  des  Schnittsyatoms   dieser  Ebent 

Bezeidioen  wir  das  Kegobchni »System,  welches  ans  dieser  Gleich' 
hervorgeht,  mit  S,  dasisophotoidensyslem  derKngelfläche  mitS.  dann  ist 
der  Schein  von  S,.  —  Jedem  Kegelschnitt  in  £  entspricht  eine  KegelflÜcbe 
in  S  und  jeder  KegeiUäche  eine  Isophote  der  Kugelfläche.  Die  Eigen- 
schaften dos  Systems  £  können  wir  daher  auf  das  System  S  tibertragen, 
und  umgekehlt. 

Aus  der  Gleichung  7)  erhalten  wir  für  £  =  0  eine  Gerade  p  (Taf.  VI, 
Fig.  l) ,  welche  auf  der  Grundrissprojection  der  Lichtstrahtennchtnng  PS 
senkrecht  steht ,  für  Z  =  +  1  einen  Punkt  P,  welcher  auf  dieser  ProjectJon 
liegt,  —  Die  Kegelfläche  in  S,  welche  der  Grenzisopbote  entspricht,  dege- 
nerirt  daher  zu  einer  Ebene  it,  die,  welche  der  Uaximatieopbote  entspricht, 
zu  einer  auf  der  Ebene  ir  senkrechten  Geraden,  ond  diese  Gerade  fallt 
mit  der  I.iclitslrahlenrichtnng,  resp.    gemeinschafllichen  Rotatii 


:stJ~ 


Denken    wir    uns    dnrcfa   die  Licbtstrahlenrtcbtnng  PS 
e  einen    Khe  nenbüschel   gelegt,   so  schneiden  die  Bbe 
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E  Systems  in  gleichen  con-  1  das   System  H  in  projeeti' 

ntrischen    in volutor ischen  |  sehen    in volutoriscben    gen 

rahlenhiiacheln,     die     den  1  den  Gehilden,   die  den    eineB~ 

lenürdnungsstrahlPSent-  Ordnnngspunk  t     P     entspr 

rechend  gemein  haben,  de-  I  chend    gemein    haben,    dere 

a   aweiter    Ordnungsstrab  I  I  «weiter     Ordnnn  gspunkt 

derEbene  nliegt,  und  tob  I  der  Geradenp  Hegt,  und  »irf 


Von   Dr.  L.  BUBMESTER. 
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Nach  dipscn  SStzen  können  wir  die  involutorischen  geraden  Gebilde 
in  2  leicht  erhalten,  wenn  wir  ein  einziges  derselben  und  einen  entspre- 
chenden Pnnkt  der  übrigen  kennen.  —  Haben  wir  so  diese  involutorischen 
geraden  Gebilde  constmirt,  dann  sind  auch  die  perspectivisch  zu  diesen  lie- 
genden concentiischen  Strahleobüscbel  in  S  gegeben,  und  die  Durchschnitte 
ihrer  Strahlen  mit  der  KugelflSche  sind  Punkte  der  Isopboten  der  Kugel. 
Nach  diesar  Methode  werden  wir  die  Kugeliaophoten  zwar  nicht  con- 
■truiren,  denn  hierfür  haben  wir  eine  viel  einfachere  Methode  im  ersten 
Theile  dieser  Abhandlung  angegeben;  alier  sie  wird  theils  verallgemeinert, 
fheils  specialisirt  auf  allen  anderen  l'^lachen  zweiter  Ordnung  Anwendung 
finden,  und  das  System  2  ist  ans  diesem  Orunde  für  die  Felge  von  grosser 
Wichtigkeit.  —  Wir  wollen  daher  nicht  nur  jene  involnloriscben  geraden  Ge- 
bilde, welche  für  die  Isophntenconstrnction  ausreichen,  sondern  das  Eegel- 
Mhnittsystein  £  selbst  construiren,  so  weit  es  die  Bildebene  gestattet. 

Es  sei  in  Fig.  1,  Tafel  VI,  die  Ebene  des  Systems  £  als  Grundriss- 
flbene  angenommen,  £'  die  Projeetionsaxe;  ferner  A',  und  A',  die  Projec- 
tionen  einer  Kugel  A',  Sg  und  S,  die  Projectionen  des  Kugelmittelpunktes 
S,  L,  S^  und  £,  S,  die  Projectionen  einer  beliebigen  Lichtstrahlenrichtung 
LS,  deren  Trace  in  £  durch  den  Punkt  P  bezeichnet  ist. 

Die  horizontal  projicirende  Ebene  der  Geraden  LS  schneidet  das  Sy- 
stem S  in  einem  involutorischen  S tr ab  1  enb lisch el,  welcher  perspectiviacb 
liegt  zu  dem  involutorischen  geraden  Gebilde  auf  l,  S^.  Um  dieses  Ge- 
bilde zn  construiren,  legen  wir  diese  projicirende  Ebene  um  i,  S,  gedreht 
In  die  Grund  risse  bene  £  nieder,  d.  h.  wir  ziehen  S,Sg^StO  (=d)  senkrecht 
auf  I,S,,  verbinden  Sj  mit  P  und  SjÖsenkrecbt  auf  Sj/»;  dann  ist  S,  der 
Mittelpunkt  des  umgelegten  Strabicnbüacbels,  nnd  S,P,  S,0  sind  die  Ord- 
nnngsstrahlen  desselben.  —  Die  durch  den  Punkt  Q  auf  £|S„  senkrecht  ge- 
sogene Gerade  p  ist  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
«chnitte  des  Systems  £.  Von  S,  aus  tragen  wir  auf  SjP  n  gleiche  Theile 
beliehigab,  etwa  bis  T«).  Mit  der  Strecke  S,  T  beschreiben  wir  um  S, 
als  Mittelpunkt  einen  Kreis  k,  ziehen  durch  die  Tbeilpunkte  auf  S.rSenk- 

-   n   gleich  10   und   die   beliebig«  Strecke  Sa  T   kia 


rechte,  z.  B.  durch  0,9  die  Seokrecbtc  rr,  welche  den  Kreia  it  in  r  nod' 
schneidet.  Diese  beiden  Punkte  mit  S,  verbunden  liefern  uns  ein  StisbW 
paar  S,A  .  S,a,  und  dieses  nuf  L,Sg  ein  Fuoktepaar  A,a  den  lUvululoTttdien 
geraden  Gobiides  u,  dessen  Ordnungbpuukte  /'  und  Q  sind. 

Ebenso  erhalten  wir  durch  die  übrigen  Tbeilpuukte  der  Strecke  S,T 
die  anderen  Punktepaare  B  ,li,  V  .c  . .  .  des  geraden  Gebildes  u,  welche 
die  Endpunkte  von  den  Hauptaxen  der  Kegeldchnitto  des  Systems  Z  üb'!. 

Um  iiuu  noch  in  jedem  durch  P  gehcndeu  geraden  Gebilde  einen  eoi- 
sprecbenden  Punkt  zu  erhalten,  construiren  wir  einen  KegelscIiniU  in  i, 
z.  B.  die  Ellipse  e,  welche  der  Lichtstärke  0,0  entspricht,  aus  der  HanpLu» 
Aa  und  den  leicht  zu  ermittelnden  Brennpuukten  F  und  F'.  Ziehen  «ii 
dnrcb  P  eine  beliebige  Gerade  u',  deren  Durchschnitt  mit  p  durch  Q'  lie- 
ueichnet  iat,  dann  sind  i' and  ^'  die  Orduuogäpnnkte  des  ger&den  Gebil- 
des I''.  Die  Durcbschnittspnnkte  A' .  a  von  u  mit  c  entsprechen  des 
Punkten  ^ .  a  in  ».  —  Ziehen  wir  die  Geraden  AA',  na  bis  p,  so  miisMD 
diese  sieb  auf />  in  einem  Punkte  Jf  treffen,  und  dieses  ZosainmentreSeD 
in  p  kann  als  Controle  für  die  Hiehtigkeit  der  Zeichnung  dienen.  Projici- 
ren  wir  aus  M  durch  einen  Strahlenbüschcl  u  auf  »',  so  »ind  die  Punkte 
.^■,  S",  C..,  welche  den  PunktcLi  V*,  i?,  C...  eulsprecben,  Pankle  der 
Kegelschnitte  des  Systems  X,  In  gleicher  Weise  künnen  wir  u  auf  andere 
durch  P  gehende  Gerade  k",  «"'.  . ,  durch  entsprechende  Strablenbiiachel 
projiciren.  —  Die  so  erhalleucn  Punkte  der  durch  /'  gehenden  geraden  Oe- 
bilde  liefern  das  Kegelschnittsystcm  £.  Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt 
deKKegelfiäcbensystema^'  eine  Ebene  parallel  zuX,  ist  also  in  der  Gleichung 
7)  d=:0,  dann  erhalten  wir  als  Schnitt  einen  iuvolulorischeu  Slrahleo- 
biischcl,  dessen  Strahlen  den  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  Systeou  J 
parallel  sind. 

§  4. 

Sie  Isophoten  des  EllipsoidB  der  Hyperboloide  und  der  Eegelflftdie  1 

zweiter  Ordnung. 

Legen  wir  durch  das  Isopholcnsysleiti  der  centralen  FUcben  xweiti 

Ordnung,  dessen  Gleichung 

4)  l-      «-J-^  +  ^Cg+fC.- 

ist,  in  beliebigen  Abstand  — ^  von  dem  Fläcbenmittelpuukt  (Coordioatfl 
Hufang)  S,  eine  zur  t  Axe  senkrechte  Ebene  £,,  so  ist,  wenn  wir,  a 
Kosten  der  Symmetrie,  aber  zum  Vortheil  der  nachfolgenden  C(>uBtriicti| 


=  "i  +  ßpv  —  y^-d 


Beaeiehlien  wir  da»  KegeUulmittsystotn ,  welchoB  aus  dieser  Gleichung 
kurvorgebt,  mit£,,  tlaa  InophotoiJcnfijrGteialJ  mit  S„  dRon  ist  S,  der  8cheia 
von  £,, 

Aus  der  Gleichuag  8)  erhalten  wir  für  L^O  eine  Ooiade  p,  (Fig.  2, 
T»f.  VI),  für  i=  +  l  einen  Punkt  /',.  —  Die  lauplintoide ,  welche  der 
Urenxisüphute  eiitüpricht,  de^enerirt  liiernacb  zn  einer  Ebene  tC|,  deren  Pol 
der  uuundlich  ferne  Punkt  der  LichlbtrAlileoriubtunj;  ist,  uud  die  lüopbutoide 
welche  der  Maximalisopbote  entspricht,  degenenrt  ku  einer  Geraden  S,  l\. 

Nach  §  a  sind  die  Systeme  S  und  S,  affin,  folglich  auuh  die  Systeme 
£  und  2^.  —  Wir  können  daher  nnch  §  3  die  folgenden  Sätze  aussprechen : 

Legt  man  durch  die  Gerade  5,  P,  a)a  Ase  einen  Ebenen- 
btischel  E,,   Bo  schneiden  die   Ebenen  desselben 
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u  Gebilden,  die  den  e 
dnungBpunkt  P,  cnts 
end  gemein  haben,  di 
eitor  Ordunugspunkt 
r  Geraden  /,,  liegt,  nnd 
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ie  Ebene  n,  ist  die  Polar-  DieGerade;»,  istdiePolare 

fabenedesStrableaS, i^,  inBe-       des  Punktes  P^  in  Bezug  anf 
auf    alle    KegelfUchen       alle    Kegelschnitte    des   Sy- 

SyBtems  .S',.  Sterns  £,. 

Eine  cenlrale  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  juder  Ebene  des 
^beueuhUscbols  £,  im  Allgemoiuen  in  einen  Kegelschnitt  geschnitten,  Acb- 
n  Mittelpunkt  der  FiHcbenmittelpaukt  ist,  und  dieser  Kegelschnitt  wird 
:Ton  dem  in  dieser  Ebene  eutbalteucn  involutorischen  Slrahlenbiischel  in 
'Quakte  gctrofTen,  welche  die  Isophoten  der  centralen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung bilden.  —  Um  diese  iuvoliitorisubcn  Strablenbüscbel  zu  erhalten,  cnn- 
tiren  wir  die  zu  denselben  pcrspectiviach  liegenden  involutorischen  gcra- 
Oebilde,  welche  im  Systeme  £,  deuOrdnungspankt  P,  entsprechend  ge- 
|D«in  haben.  —  Dies  kann  nach  den  vorhergehenden  Sützen  iu  gleicher 
Weise  wie  im  Systeme  £  geBcheben.  Dort  war  su  dieser  Construction  uur 
•^a  durch  P  gehendes  iuvolutorischoB  geradeB  Gebilde  u  und  ein  Kegel- 
•cbnitt  C  nölhig;  also  brauchen  wir  auch  hier  nur  ein  durch  P^  gehendes 
lutoriscbes  gernde  Gehildes»,  und  einen  Kegelschnitt  f,  im  Systeme  2.',. 
D>  die  Systeme  S  und  Z,  affin  sind,    bo  können  wir  zu  dem  geraden  Ge- 


bilde  u  and  dem  KegeUcbnitl  e  in  £  sehr  leicht  du  eotsprecbeade  gerade 
Gebilde  u^  und  den  entsprecheodeD  Kegelscbuitt  e,  in  X^  consiruirea,  tuu 

bierniU  so  viele  durcb  P,  gebeude  involatorische  gerade  Gebilde  TeracfaaT- 
fen,  als  wir  zur  Isopboteucoiistruction  gebrancben. 

Die  Vergleicbnag  der  beidea  GleichuDgen  7)  and  8)  ergiebt,  dus  i> 
den  Systemen  £  und  Z,  die  Abacisseu  aweier  entsprechender  Punkte  gleich 
sind,  dass  die  Ordlnatea  aber  im  Verbältniss  ^  :  I  Gtebea,  nad  dass  dn 
Coordinatenanfang  S„  in  £  dem  CoordinateDanfang  S^  in  Z,  entspricht. 

Ea  sei  in  Fig.  2  Tafel  VI  die  Ebene  des  Systems  £,  als  Grandrist 
ebene  geuommeD,  £'  die  Projectionaaxe.  Ferner  seien  A\  niid  A\  die  Pro- 
jectionen  einer  centralen  Fläche  A"*)  zweiter  Orilnnng,  S„  önd  Sj  die  Pro- 
jectionoD  des  Hittelpunktes  S,  diesier  Flüche,  L,  S^  und  £,  S',  die  Frojeclionen 
einer  beliebigen  LichtslrahlenricbtUDg  LS,.  Wir  construtren  nun  gani  wie 
im  Systeme  S  (Eig.  l)  das  involntoriscbe  gerade  Gebilde  u,  dessen  Ord' 


igspnnkte  P  und  Q  sind ,  nur  mit  dem  Unterschiede ,  dass  hier  ^^| 

In     I 


ist;  von  dein  Kegelscbutlt  e  bestimmen  wir  ausser  den  Endpunkten  A,  a 
Hauptaxe  noch  die  Endpunkte  G,  g  der  Nebenaxe.     Nehmen  wir  biemach 

das  — fache  der  Ordinaten  der  Pnnkte  P,  G,  g,  so  erhalten  wir  die  Ordi- 

P 
naten  der  entsprechenden  Punkte  P,,  Ci ,  g,  in  dem  Systeme  2,.  Dorch 
einen  der  y-Axe  parallelen  Slrahlenbiiscbel  projicireu  wir  das  involuto- 
risube  gerade  Gebilde  »  auf  die  Gerade  S„P, ,  dann  ist  das  so  erhaltene  ge- 
rade Gebilde  ii,  das  dem  u  entsprechende  involutorische  gerade  Gebilde 
in  S„  and  dessen  OcUnungspunkte  sind  P,  und  Q,.  Es  sind  .^,  Oi  und  G,ff, 
conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  e, ,  welche  der  Ellipse  c  entspricbt. 
Ans  diesen  können  wir  die  Ellipse  e,  construircn,  und  wenn  wir  wollen, 
auch  die  Aien  derselben  nach  bekannten  Metboden  erhalten.  Die  durch 
Oi  zu  C,9,  parallel  gezogene  Gerade  p,  ist  die  Polare  des  Punktes  P,  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Systems  £, ,  und  die  Gerade  S^P,  ist  der 
gemeinscbaftliche  Durchuiesser  derselben, 

Ebenso  wie  im  Systeme  2^  können  wir  nun  auch  in  dem  Systeme 
mittelst  des  invoiutorischen  geraden  Gebildes  u,  und  des  KegelschnitteB ' 
alle  durcb  P,  gehende  involutorische  gerade  Gebilde  constrniren  und 
nach  die  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  wie  oben  angegebe 
Hilfe  der  darstellenden  Geometrie  erbalten. 

Obgleich  diese  involutort sehen  geraden  Gebilde  für  die  Constructjöl 
dieser  Isopboten  ausreichen,  so  haben  wir  doch  das  Kegclscbnittsystem  £„ 
soweit  es  die  Bildebene  gestattet,  in  Fig.  2  construirt;  denn  wir  werdea 
dasselbe  bei  den  nicht  centralen  Flüchen  zweiter  Ordnung  wieder  aal 


t  der 

1 


*J  Ib  der  Figur  iat  diese  ilBcbe  «iii  EllJptoid,   1 


nd  ferner  kann  es  noch  zu  folgender  lüaphotenuonfitraution  dienen.  Legen 
rir  darcb  die  £-Axe  oder  dnrck  eine  der  beiden  anderen  Axen  der  FUche 
inen  EbenenbüBchel ,  so  wird  die  centrale  flttche  Streiter  Ordnung  in 
siebt  zu  construirenden  Kegelschnitten,  das  System  iS',  in  Strahtenblischeln 
«schnitten,  welche  durch  das  System  £,  bestimmt  sind.  Die  Duroh- 
Bbnitte  dieser  KegelEchnitte  und  Strabtenbiiachel  sind  Punkte  der  Isopbo- 
jn  der  centralen  Fläche  zweiter  Ordnung, 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  KogelfläclienByetems  S,  eine 
Ebene  parallel  zu  .2,,  ist  also  in  der  Gleichung  8)  ^  =  0,  dann  erhalten 
Vir  aU  Schnitt  einen  luvolutonschen  Stralilenhüschel,  dessen  Strahlen  den 
Asymptoten  der  Hyperbeln  dea  Systems  £,  parallel  sind. 

Diese  hier  für  die  Isophoten  aller  in  der  Ueberscbrift  dieses  Paragra- 
phen enthaltenen  Flächen  augegobene  Conetructionswelse  kann  auch, 
veno  die  Flüchen  eine  andere  als  hier  angenommene  räumliche  Lage 
haben,  oder  nenn  sie  perspectiv iscb  dargestellt  sind,  angewendet  werden. 
Bei  dem  einrachen  Hyperboloid  kann  man  die  Construction  der  Iso- 
photon dadurch  sehr  vereinfachen ,  dass  man  nicht  nur  die  involutotiscben 
geraden  Gehilde  in  S^,  sondern  das  System  £,  selbst  construirt  und  dann 
Ldsrcb  den  Mittelpunkt  des  einfachen  Hyperboloids  solche  Ebenen  legi, 
f^velcbe  dasselbe  in  geraden  Linien  schneiden. 

Bei  der  Kcgoldäcbe  zweiter  Ordnung  vereiufaulit  sich  die  Isophoton- 
I  eonstruction  besonders  dadurch,  dass  die  Isophoten  Mantellinien  der  Kegel- 
■  flllche  sind.  Um  diese  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  Scbnittcnive, 
welche  die  Ebene  des  Systems  X,  mit  der  Kegellläche  bildet,  zu  conatrui- 
ren  und  die  Durchscbnittspunkte  dieser  Curve  mit  dem  System  £,  su  be- 
atimmen.  Hierzu  ist  aber  nur  ein  kleiner  Tbeil  von  S,  nöthig,  nämlich 
der,  welcher  diese  Schnittpunkte  liefert. 

kFUr  die  centralen  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  istp^l  nnd  daa 
ystem  £,  geht  dann  in  das  System  £  Über.  Diu  Constructiou  der  Isopho- 
■UD  dieser  Flächen  ist  jedoch  in  diesem  speciellen  Fall  einfacher  nach  der 
Methode  auszuführen,  welche  wir  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  für 
die  Rotationsflächen  allgemein  dargelegt  haben. 

tWir  können  also  stets  ohne  Schwierigkeit  die  Orte  gegebener  gleicher 
Jjichtintensität  auf  den  centralen  Flächen  zweiter  Ordnung  construireuj 
j^er  wir  können  auch  umgekehrt  mit  leichter  Hiiho  die  Licht  Intensität 
Woes  anf  der  Fläche  gegebenen  beliebigen  Punktes  bestimmen,  wenn  wir 
SD  £[  den  einen  Kegelschnitt  e, ,  die  Geraden  S^^P, ,  p,  und  die  Linienscala 
£^7' construirt  haben.  — Wir  brau  che  u  dann  den  oben  angegebeneu  Weg 
der  Isophotenconstruction  nur  in  entgegengesetzter  Richtung  zn  gehen,  um 
die  Lichtintonsität  eines  gegebeneu  FJäcbenpunktes  von  der  Scala  5,  T 
abmieten. 


I 
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Bei  iem  •llipti«chen  P«r»boloid  benalaen  wir  in  dieaem  Zweck»  St 
gohuitts  «or  t-Aie  »enkrechl  gelegter  Ebenen,  bei  dem  byperfoaliMh« 
1  P»r«boloid  die  in  demselb«»  liegenden  Ger«den.  Hiermit  ist  deiui  mA 
I  lle  CoDBlrnclinn  der  Iiopboien  der  beiden  Puaboloide  erledigt.  Du  ig 
Fig.  1  T«f.  VT  d«rgest©Ille  System  i  ist  zogleich  da^  Sjatem  der  Gnud- 
HaiprojocCioDeu  von  den  Isophoten  eines  RotatioDspu-aboloides  -  du  a 
Kig.  »  d»rgeslell(e  System  £^  Ut  sngleicb  das  System  der  Grnndrilsproje«. 
tieae»  von  den  Isnphoten  eines  elliptischen  P&raboloides.  —  Gehen  wir  iet 
Wpg  dPr  Cooslrnclion  in  entgegengesetzter  Richtung,  ao  kSnoen  wir  aad 
die  LichtsUtrke  eines  beliebig  gegebenen  FUchenpankles  bestimmen. 

Für  das  Eol«tit>usp»r*boloid  ist  p  =  +  I,  tut  du  gleichÄeitig-hytw- 
bolüebe  Paraboloid  ut  p  =  —l.  —  Hierana  folgt: 

Die  Systeme  der  Gmodriasprojectionen  Ton  d<i 

IsOphoteD  derRota  tionspsiaboloide  ond  der  gleiek- 

■  eilig-hyperbolischen    Paraboloido    sind    Sbnlieh. 

In  gleicher  Weiae  kann  tnaa  ans  den  in  dieser  Abhandlnug  aa/gestell- 

!■■    ingMOCiiMn    Gtuehnagen    oder    Sätze n    viele  Specialaitze    ableiten, 

w«lcb«  Ar  dl«  I»ophotMK«B3tracCion  ott  sehr  nSttlicb  sind. 


VUmMkuc  'O  Bjil—  —  *&<1  -L-    Tereinfochte  Coutrnotion  der 
lüfkalia  te  FtidteB  iweiter  Ordnna^. 
Dw  GMekof  im  Sjtttms  X  ist  nach  $  3 

Dnka«  ■■  imi  QwJhlUMjHi  ii.  *af  welehea  diese  Gleichung  ba- 
H±tt.  Ül,  «■  4W  Ca«!  Ji»tHüa«riiH  bis  die  x-Axe  mit  der  Projection  der 
l_wiiUÜ«lttlMW^"H  t-T""*— **"* ■  d.  h.  s«txen  wir: 

'  ß 

auttx,     « -=^=^  — jf    ---1^, 
/'•'+ß'        fV+^* 

S  a 

4W  ir*»«'""'»''"'  Qleiclmng  des  Systems  £ 

j^l,*!.."  'i''f  '  ■!•■>  Winkel.  ,,Uh„,  j,,  Li,hl.,r.l,l.„,i.k,.„, 

/-eo.v,     »/.•+|P  =  „•»,, 

„llll  » 

j,  __  X ,  Sin  V  -^-  rf  eoi  y 


du»  »«  ' 
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^«il«n  beide  Btieckea  in  n  gleiche  Theile   und  errichten  in  dieiieD  Tlieil- 

inkten  SeokrecLte.  —  Die  DnrchschnittspDDkte  dieser  Senkrechten   mit 

tm  Grundkreis   des  Cjlindere   liefern  uns  den  involutoriscben  Strahlen- 

Attschel  des  Rot ationscy linders.  —  Dieties  brauchen  wir  jedoch  nicht  zu 

■  eoDütruireD,  sondern  wir  nehmeu  das  —-fache  der  Ordinalen  dieser  Puukte, 
■■.  P 

and  die  so  erhalteueu  Punkte  hestimmen  die  Strahlen  dea  Büschels  0). 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  ä)  ^  =  0  ,  so  geht  diese  iu  die  Gleichung 
0)  über,  und  hieraus  folgt: 

DieStrah)eDde8Btt8cbels9)sind  den  Asymptoten 
der    Hyperbeln    des    Systams    S,    parallel. 

§». 
Die  laophotea  der  oiohtceatralen  Flächen  sweiter  Ordnung. 
Die  «llgemeiue  Gleichung  dieser  Flachen  ist 

10)  F=Aj;'  +  Sy'  —  2ß:=0. 

Nach    der  Glejcttuag  2)    ist    dann    die   Gleicbuag  des   laophuloid^a- 
lyetems  dieser  Flachen 


11) 

Setzen  v 


L=- 


£  l 

l-  =  ^'     Ä  =  '' 

_     «X  +  ßpy-yqD 


.ta**»1p1l 


Hieraus  folgen  die  Sätste: 

Die  Isophotoiden  der  nicht  centralen  Flächen 
»weiter  Ordnung  sind  im  Allgemeinen  CylinderfU- 
cbenzweiterOrdnuug,  dia  auf  der  xy -Ebene  senkrecht 
stehen,  und  das  System  der  Leitlinien  derselben  in 
der  jry-Ebene  ist    dem   System   £,    congruenl.*) 

Dielsophotoidensyateme  der  nicht  centralen  Flä- 
chen zweiter  Ordnung,  in  deren  Gleichung  keine  der 
Grössen  A,  B,  D  gleich  »  oder  oo  ist,  sind  affin. 
Die  Gleichung  12)  reprüsentirt  das  System  der  Grundriseprojectionen 
Isopboten  dieser  Flächen.  —  Die  Constructiop  dieses  Systems  ist  in 
^  4  angegeben.  Sind  so  die  Grundrissprojectionen  der  Isophoten  aosge- 
fuhrt,  dann  können  wir  auch  sehr  leicht  dio  Aufrissprojectionen  construiren. 


iodliuL,  dasB  in  Gleicliuug  8)  il  gleich  D  gennromen  w 


Bei  dem  elliptiBchen    Parnboloid    benutzen    wir    sa    dieeem  Zweck?-  di« 
Scbnitte  zur  z-Aie  senkrecht  gelegter  Ebenen,    bei  dem  hyperbolisches 
Parnboloid   die  in  demselben  liegenden  Geraden.     Hiermit  iit  denn  audi] 
die  ConstrnctioD  der  Isopboten  der  beiden  Paraboloide  erledigt.     Das 
Fig.  1  Taf.  VI  dargestellte  System  i  ist  zugleich  dau  System  der  Grund- 
risBprojectionen   von   den   Isophoten   eines  Rotationspftrabolotdes ;    das 
Fig.  2  dargestellte  System  X,  ist  zugleich  das  System  der  Gmodrissproji 
tionen  von  den  Isophoten  einee  eUiptischon  Paraboloides.  ~  Gehen  wir  den 
Weg  der  Constniction  in  enlgegengesetzter  Richtung,  so  können  wir  aaoli- 
die  Lichtstärke  eines  beliebig  gegebenen  Flächenpunktea  bestimmen. 

FüT  das  Rolationsparaboloid  'ist  p  ^=z  ^^^  1 ,  ilir  das  gleichseitig -hypsr-. 
bolische  Paraboloid  ist  p  ^  —  l.  —  Hieraus  folgt: 

Die  Systeme  der  G vnndrisBprojectionen  Ton  dai 
Isopboten  der  Rota  tionsparaboloide  und  der  gleich- 
seitig-hypcrboliBchcn    Paraboloide    sind    ähnlich. 

lu  gleicher  Weise  kann  man  ans  den  in  dieser  Abhandlung  aufgeBtett- 
ten  allgemeinen  Gleichungen  oder  Sätzen  viele  Specialsätze  ableiten, 
welche  für  die  Isophotenconstruction  oft  sehr  nützlich  sind. 


1 


ünterBnohnng  der  Systeme  Z  ncd  £,.     Vereinfachte  Cotutmotion  der 
Isophoten  der  Fl&chen  zweiter  Ordnung. 
Die  Gleichung  des  Systems  2"  ist  nach  §  3 
ttx  +  ßy  +yd 


V^  +  i^  +  'p 

Drehen  wir  das  Coordinatensystem,  auf  welches  diese  Gleichung  be- 
logen ist,  um  den  Coordinatenanfang  bis  die  x-Ax6  mit   der  Projection  derJ 
Lichtstiahlenrichinng  zusammenfällt,  d.  h.  setzen  wir: 

ß  •_ 

"  y^Tf      V-'-i-ß-' 

dann  wird  die  transformirte  Gleichung  des  Systems  S 


statt  X, 


stntt  t/. 


Beseichni 


fx'  +  ^  +  iP 
I  wir  mit  V  den  Winkel,  welchen 
einschliesst,  dann  ist 


die  Lichtet  rahlenrichlaia 


"+>'€. 


Setzen  wir  slatt  x,  x-\-m,  so  erbahea  t 
|«r  Kegelschnitte  des  Syatems  S 
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x  =  —  dco\v  =  S„0  (Fig.  l)- 
Sieae  Gleichang  repräsentirt  die  Gerade  p. 

Nehmen  wir  jetzt  den  Punkt  Q  als  Coordinatenanrang ,    d.  b.  b 
vir  statt  X,  x  —  dcotv,  dann  ist  die  Oleichang  des  Systems  3L: 


y{x—d  cos  v)'+ y*  +  d" 
Hierans  folgt  durch  UmfoTmung  der  Oleicbttng 

£•  ,  Vdcolv  ,  l'if 


^+yrz 


■'  +  z 


U  —  si«'  V  L'  —  iin*  v  '  «fl'  v  (i'  —  *tn'  v) 

Aus  dieser  Oletchung  ergiebt  steh ,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
aehnitte   des  Sjrateme  £  auf  der  jeUigen  x-Axe  liegen,  and  daas'  deren 
bacisse 

P>  ">  =  7.,.-...- 


:  die  Mittelpunktsgleichung 


fiiernacb  siod  die  Quadrate  der  Halbaxen  dieser  Kegelschnitte 
,_rf'Z'(l-Z'j 

L'  —  sin'  V 
ferner  ist  der  halbe  Parameter  dieser  Kegelschnitte 


6)  4p  =  - 

BBd  venn  wir  L  =  cos  1  setzen 

^)p  =  dlatil. 

Der  Halbparameter  der  Kegelschnitte  des  Systems  £  ist 
iar  Tangente  des  Winkels  i  proportional  und  unabhängig 
Ton   der  Richtung   der   Lichtatrahlen. 

Aus  der  Gleiehiing  6)  folgt 

6'  =  j/a  .  d  lan  i. 

Die  Halbaxe  b  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
äer  Halbaso  a  und   der  Grösse  aiml. 

Dieser  Satz  kanu  zur  Construction  der  Nebenaxe  (2ft)  dienen,  da  wir 
die  Grössen  2a  und  d  tan  i.  leicht  aus  der  Fig.  1  entnehmen  können. 

Ans  der  Gleichung  ß)  ergiebt  sich  fiir  Z=  ±  1 


Mder  Abstand  des  Pupktos  _P  tod  ( 


Ueber  Isoplioten. 


_rf'(l-g) 


ist,  ergiebt  eich 


6'  = 


Hieraus  folgt  der  Sati : 

Die  Endpunkte  der  Nebenaspn  (2^)  aller  K«gel- 
§clinitte  des  Systems  S  liegen  auf  zwei  congruenten 
Parftbeln.  welche  den  Punkt  /»als  gemeiDBcha  ftlichen 
Scheitel,  die  Projectinn  der  LicbtstrahlenrichtDiig 
als  gemeinseh  aft  liehe,  Aber  entgegengeselzt  gerich- 
tete Ase  haben,  und  deren  Parameter  gleich  {d  eol  ») 
der    Strecke  S„  0    (Fig.  1)    ist. 

Anf  der    einen    dieser  Parabeln    liegen    die    ICnd- 

pnnkto    der    Nobenaxen    von    den    Ellipsen,    auf    der 

anderen   die  Endpunkte  von  den  NebesAxen  derHj- 

perbeln    des    Systems   £. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  zn  einer  sehr  einfachen  Con- 

stractton  der  Kegelschnitte  des  Systems  £  behilflich. 

Da  die  Systeme  £  und  £,  affin  sind,  so  gilt  auch  der  Säte: 

Die  Endpunkte  aller  der  Geraden  j.,  (Fig.  2) 
rallelen  Durchmesser  der  Kegelschnitte  des  System 
£,  liegen  auf  zwei  congruenten  Parabeln,  we 
Bicb  in  dem  Punkt  P  berühren  und  die  Gerade 
als  gemeinsamen  aber  entgegengerichteten  Du 
messer   haben. 

Auf  der  einen  Parabel  liegen   die  Endpunkte  ( 
EllipsendurclnnesNCT,  auf  der  anderen  dieEndpnnktjj 
der    Hypcrbelndarcbniesscr,    und    alle    diese    Dun 
messer  haben  die  Gerade  S„P,  als  conjugirlen  Dun 


Ans  den  Axcnwcrthsn  der  Kegelschnitte  £  ergiebt  sich 


Diese  Gleichung  liefert  den  Sala : 

Die  numerische  ExcentricitSt  der  Kegelschnitt 
des  Systems^  ist  d«r  LichtstSrke  umgekehrt  pr< 
portioaa]. 


v*°-' 


-■«fe'- 
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Abs  der  Oleictiiiiig  «)  diesea  Paragraphen  folgt  nach  etnraebn  Utn- 
frtrninng 


.  x'  +  y'  —  2dcofv  .  X  +^-j— =0. 

In  dieser  Gleichnng  flir  dnH  System  £  ist  nur  in  d^n  Coerficienton  rm 
3^  die  verlinderiicbe  Grosso  L  euthnlteu,  und  da  die  Systeme  Z  nnd  S,  affin 
nind,  so  ergiebt  sicli  der  DoppEilsatz*): 


Die  Kegelscbn 


rOeradenpiFig.l). 


Die  Kegelschnitte  dos  Sy- 
teme    £,     berühren    sich     in 


Punktender  Geradonp,{Fig.2). 


I>i 

e  Polaren  e 

nes 

bei 

eb 

gen 

Punkte«     ir 

Be 

zng 
de« 

« 

ajle 

Kegelschn 

Stern 

s    £,     sehne 

den 

sie 

1 

eine 

m  Punkte  de 

r  flp 

rad 

Rn 

olo  einer  beliebigen 
1  in  Bezng  nuf  alle 
bnitte  des  Systems 
u  auf  einer  Geraden, 
ih  den  Punkt  P,  gebt. 


Die  Systeme  2^  und  I,,  sind  liiernach  specielle  Kegelschnittbtischel,  - 
gellen  ferner  die  bekannten  Satze: 


gen     Punkte 


einem  Punkte  der  Geraden  p. 
Die   Pole   einer    beliebigen 
Geraden    in    Bezug    auf    alle 
Kegelschnitte  des  Systems  2;       Kegels 
liegen  «ufeiiier  Geraden,  die        Z,  li 
durch   den  Punkt   P  geht.  di 

In  dem  Systeme  Z  {S,)  ist  P  (P,)  ein  Cardinalpnnkl,  die  Gerade  p  {p,) 
eine  Cardinallinie**).  —  Nach  §  3  können  wir  auch  das  System  Z  (£,)  als 
ein  involntortscbea  ebenes  .System  ansehen,  in  dem  der  Pnakt />  (/',)  das 
InToIntionscentrum  und  die  Gerade  p  (;/,)  die  Involutionsaxe  ist***). 

Sohneiden  wir  das  Isopbotoidensystem  S  (§  3)  durch  eine  Ebene  £, 
Vfliche  senkrecht  auf  der  Giraden  LS  steht,  aber  nicht  durch  den  Pnnkt  S 
geht  dann,  ist  dieser  Ünicbschaitt  ein  System  vnu  cancentrischen  Krei- 
MO,  welches  wir  mit  Z'  bezeichnen  wollen.  Da  nun  das  System  2;  eben- 
Calls  ein  ebener  Schnitt  von  S  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Systeme  £,'  und   E  sind   colMnear. 

Ans  diesem  Satze  lassen  sich  auch  Eehr  leicht  die  oben  nusgesproche- 
ÄPB  Doppelsatze  ableiten,  wenn  man  beachtet,   dass  der  Mittelpunkt  der 


')  L.  J.  Uagnua.  Aiir^nbuu  und  Leli 
L  TbeU.  8.  233. 

••)  Grctaclicl,  Organ isdie  (loomclrie 
S#lte  121. 

"^  Raye,    Geometrie    der    L^e    II.    Tbell,    Seite    100.      Hannover,    Carl 
|JMmpl«r  IS08. 


sülze   Ulis  ilcr  Hnalytisi^liCQ  (icoinetrie 
Leipzig  \sm.    QnHndt  iin<l  lliiiidel. 


lieber  Isophoten. 


■  zwa: 

H  die  ' 

fc  Eitl€ 


coocentrischen  Kreise  des  Syatema  £'  in  Bezug  auf  alle  Kreise  der  Pol  der 
iinendlicb  Ternen  Geraden  in  £'  ist,  welclie  in  2)  der  Geraden  p  entspriebL 
Ferner  können  wir  nnch  nncli  diesem  Satze  mittelst  des  Sjatems  (^)  coa- 
ceotrischer  Kreise  die  Kegelschnilte  des  Syatfims  Z  construiren.  Um  Alt» 
ansauführen,  legen  wir  die  Eiieoe  durch  den  Punkt  /*  Fig.  3  (Fig.  I),  dann 
ist  P  der  Mittelpunkt  der  coiicentrischen  Kreise  2^,  und  die  Ebene  A*t 
Systems  £  wird  von  E  in  einer  Geraden  c  gescbnitten,  welche  darcli  P 
geht  und  auf  S^  P  senkrecht  steht.  Drehen  wir  die  £bcne  E  um  c  bis  sie 
mit  der  Ebene  des  Systems^  znsamnienfällt,  dann  behallen  die  Systeme  S' 
nnd  £  collineare  Lage.  In  Fig.  3,  Taf.  VI  ist  die  Gerade  c  die  Collinea- 
tionsaxc,  der  Punkt  C  das  CollineationBcentrum  und  die  Geraden  p  nnd  i 
sind  die  Gegenaxen;  denn  construiren  wir  wieder  in  Fig,  3,  wie  in  Fig,  I 
angegeben,  den  Strahlenbüschel  S„  machen  QC  gleich  QS,  und  ebenso  PR 
gleich  QS,,  so  ist  bekanntlich  C  das  Collineationscentnim  und  die  durcb  (' 
und  R'  zu  c  parallel  gezogenen  Geraden  p  und  i'  sind  die  Gegenaxen.  — 
Ziehen  wir  ferner  durch  Peine  Gerade  f  senkrecht  anf  PS^,  dann  wird 
das  involutorische  Strahlenbüaoliel  S,  durch  die  Gerade  f  in  einem  «ym- 
metrischen  involuloriscben  geraden  Gebilde  geschnitten,  in  welchem  je 
zwei  zugehölige  Punkte  die  Durchmesaerendpunkte  der  um  P  beschriebe- 
nen concentrischen  Kreise  des  Systems  £'  sind.  —  Hierdurch  ist  das  Sy- 
stem £'  gegeben  und  mittelst  dieses  Systems  ist  auch  das  System  £  leicht 
zu  construiren.  In  der  Fig.  3  entapriclit  dem  Kreise  A"  (Lichtstärke  0,fl) 
in  £'  die  Ellipse  If  in  £,  und  dem  nnendlich  grossen  Kreide  (Lichtstärke  0] 
in  £'  die  Gerade  p  in  £.  —  Diesen  unendlich  grossen  Kreis  können  wir 
für  die  Folge  anbeachtet  lassen,  weil  die  Gerade  p  in  £  ihn  vertritt. 

Den  Polaren  des  Punktes  R'  in  Bezug  anf  die  Kreise  in  £'  entspre- 
chen die  Nebenaxen  der  Kegelschnitte  in  £.  Den  Kreistangenten  an  den 
Schnittpnnklen ,  welche  die  Gerade  i''  mit  den  Kreisen  bildet,  entsprechen 
die  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  Systems  £,  —  Die  Berahnm^spaabU 
der  Tangenten,  welche  von  dem  Punkte  ft'  an  die  Kreise  in  £'  gezngen 
werden  können,  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  P  und  fl'  geht.  Diesen 
Berlihrnngepnnkten  in  £'  entsprechen  die  Endpunkte  der  Nebensxon  der 
Ellipsen  in  £;  und  da  dem  Punkte  R'  in  £'  ein  nnendlich  ferner  Punkt  in 
£  entspricht,  so  müssen  auch  diese  Äxencndpunkte  in  einer  Parabel  liegen, 
was  schon  oben  analytisch  bewiesen  ist. 

Ist  die  ZeichncnQäche  zu  klein  für  die  Darstellnng  des  grössten  Krei* 
ses,  welcher  der  Lichtstärke  0,1  entspricht,  so  können  wir  entweder  die 
Ebene  des  Systems  £  parallel  zu  sich  nAher  nn  den  FUchenmittelpnnkt  S 
rücken  nnd  dadurch  das  System  i?  verkleinern ,  oder  wir  können  anch  die 
auf  PS  senkrecht  stehende  Ebene  E  näher  an  S  rücken.  Hierdurch  wird 
zwar  die  Collinentionsaxe  c  und  die  Gegenaxe  i  näher  an  Q  gebracht  nnd 
die  Construction  von  £'  nnd  £  ein  wenig  modificirt,  aber  nicht  ersehwert. 
£we  besondere  JUodification  der  CoastTUctlon  tnti  ein,   wenn   wir  die 
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Ebene  E  ia  legen,  dass  die  bpiüen  Gegennxeii  p  und  i"  aueummenfnllen. 
Die  beidoo  Systeme  £'  und  £  sind  dnoD  va  collinearer  Involutinn. 

In  den  §§  a  und  4  ist  sulioii  gesagt,  dass  das  System  £  zur  Consttuc- 
tion  der  Isophoten  der  KugelA^che  und  der  Hotalionsäächen  zweilei'  Ord- 
Vong  dienen  könnte,  nber  keine  Anwendung  f'Siide,  weil  wir  im  ersten 
Tbpile  dieser  Äbljandhing*)  für  diese  Fllicben  eine  viel  einfachere  Con- 
Wir  wollen  dennoch  die  Isopliotenconstrnction 
iner  anderen  Weiue  aIs  dies  in  den  §§  3  und  4 
ifAcheren  IsophotenconGlrnction  der 


Birnctinn  angegeben  baten 
mittelst  des  Systems  S  in 
geschehen,  ausfübren,  nn 
Flächen  eweiter  Ordnung 
Legen  wir  dureh  dip  . 


gi-langen. 


Äse  einen  Ebenenbfiscbel,  dnnn  wird  das  Iso- 
pbotoiden System  5  in  involulnriscben  Slrnhlenbiischeln ,  die  Ebene  des  Sy- 
stems £  in  einem  Slrnblenbüscliet  geechnilten,  dessen  Mittelpunkt  S^ 
(yig.  3,  Taf.  VI)  ist.  Auf  jedem  Strahl  dieses  Büschels  S,  wird  durch 
das  System  21  ein  involntorisches  gerades  Gebilde  eraeugt,  welches  be- 
ziehungsweise perBjjPcfiviscb  zu  dem  Involutovisehen  SlrahleiibUschel  (.S) 
liegt.  Dieae  involutorischen  geraden  Gebilde  auf  den  einzelnen  Strahlen 
des  BUscbelii  S,  kiinnen  wir  aber,  ohne  dns  System  £  fertig  vor  uns  zu  ha- 
ben —  was  bisher  nölhig  war  —  auf  folgende  Welse  conslruiren : 

Ea  sei  in  Fig.  3  S,  (».(S,)-)  der  genannte  StrahlenbUscliel  In  £,  Wir 
bestimmen,  wie  in  der  Figur  angegeben  ,  in  Z'  den  Punkt  S'  welcher  S, 
entspricht;   und  da  die  Pnnkte  o,  ^,  y  nnf  der  Collineationsaxe  c  liegei 


eich    also   selbst  entsprech 

in  S,'.    Die  Strahlen  S'o,  .'?'(3,  S' f  schi 

in  symmetrischen  involntorisi 
.  Ton  dem  Collineationscentri 
I  S.«,S,^,S,ynnd  erhalten  sc 
I  Iiophotenconslruclion  uöthigi 

;en  Systems    £;    statt   dessen  branchei 

mchere  System  concentrtscher  Kreise  £'  zu  cons 


S'  (b,  j3.  y)  der  entspiechende  BUschel 

den  die  ooncenlrischeu  Kreise  S.' 

?n  geraden  Geliilden.     Diese  projiciren  wir 

C  aus    auf    die   entsprechenden    Strahlen 

uf  den  Strahlen  des  Büschels  S,  die  für  die 

involutoriBcben  geraden  Gebilde  ohne  HUfe 

ir  das  viel  ein- 

Verbinden  wir 


Hie  Punkte  dieser  involutorischen  geraden  Gebilde  mit 

|d0r  Fllidie.   durch  Gerade,  dann  sind  ihre  Durchschnil 

mkle  der  Isophoten  dieser  Fläche  zweiter  Ordnung, 


.S,  de 


>  Mittelpunkt 
lieser  FIKcfae 


Beruh tiingspiinkle  dei 
{£,")  gezogenen  Tangenten  auf  eim 
JS'Pist,  so  folgt  der  Satz: 

n  Ordnunjfspunkte 


-         D.ee 
■  der 
H^ebilde 
^^Btch«l. 

t 


oln 


che 


uf  de 


ahle 


des 


von  rS'  an  die  concenlrischen  Kreise 
m  Kreise  liegen,  deaaen  Darchmesa« 

I  DiecrstenOrdnangspunkte 
1  der  involutorischen  geraden 
'  Gebildo  suf  den  Strahlen  des 
I    Bllachels  .S,  liegen   auf  einer 
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lieh   fer 


Ordm 


hmesaer  |  Ellipse,  dereD  eine  Ax«  S,P 
iten  OrdnnngS'  ist;  die  sweiten  OrdDangt- 
runeud-  i  piinkle  liegen  aaf  der  Ob- 
1  ,.d,np. 
i  gleiclior  Weise,  wie  durcli  die  ;-Axe  der  Rotnlionsfiäche  zweiter 
ng,  knnaeti  wir  auch  durcli  die  x-  oder  y-  Äse  ilersellien  eiaen  Ebe- 
iieuhüsclicl  legen;  wir  erhalten  dana  nber  in  £  einen  ParBlIelstrKhleD- 
büKchfll,  tu  dem  jeder  Strnlil  Träger  eiuos  involuloiiacheii  geraden  GebiU«« 
ist,  und  dem  \a  2'  ein  SlrablctibUschel  enUpriulit,  dessen  Mittelpunkt  ii 
der  Gegenaxe  >"  tiegl.  Da  die  Systeme  ^T  und  £  uollinear,  die  Systeme  . 
und  X,  aftin  sind,  so  ist  auch  ji'deB  dem  System  £'  ähnliclies  System  cou-  j 
ceulrisclier  Kieiao,  welches  wir  mit  £"  bezeichnen  wollen,  dem  System  i^ 
collinear.  Wir  können  hiernach  mit  HilTe  des  Systems  £"  das  System  £, 
constrniren.  —  Ura  dies  in  der  einTachsten  Weise  anszufiihren ,  müBsen  ' 
wir  £"  und  £,  in  collineare  Lnge  bringen.  Zu  diesem  Zwecke  cüustrniren 
wir  zunächst,  um  X"  ku  erhallen,  von  dem  System  Z'  in  Figur  4  nur  die 
Gerade  l!  {Q P  in  Fig.  3,  Taf.  VI),  auf  dieser  die  Punkte  P  und  Q  und  ilin 
Gerade  c,  welche  in  P  auf  f  senkrecht  sieht;  ferner  bestimmen  wir,  wie  in 
Fig.  3  gezeigt,  auf  der  Geraden  c  das  symmetrische  involutorische  gerade 
Gebilde  und,  wie  in  §  4  angegeben,  die  Funkte  0^  und  P,  in  X,,  welche 
den  Punkten  Q  und  P  \a  £  entsprechen.  Dann  en(s|irjchl,  da  S„X  die 
ATlinitfitsaxe  ist,  der  Geraden  c  in  £  die  Gerade  '■,  in  £,.  Hierauf  proji- 
ciren  wir  durch  einen  zu  ."•„  Y  parallelen  Strahlenblischel  das  symmetrische 
Brade  Gebilde  c  auf  c,  und  beschreiben  um  P,  als  Mittel- 
sche  Kreise,  von  denen  jeder  durch  awei  zugehörige 
metrischen  iuvntutorischen  geraden  Gebildes  c,  gebt.  Die- 
entrischer  Kreise  ist  das  gewünschte,  welches  wir  oben  mit 
bezeichnet  haben.  Es  ist  dem  System  £'  Jihnlich,  daher  auch  collinear 
mit  £,  und  hat  mit  diesem  collineare  Lage;  denn  beide  Systeme  (£'  und 
£,)  haben  das  invülulorische  gerade  Gebilde  c,  entsprechend  gemein,  and 
diese  Gerade  c,  ist  demnach  die  CoUinenlionsaxe.  Um  nun  noch  das  Coh 
lineationscentrum  C,  zu  erhalten,  bestimmen  wir  auf  bekannte  Weise  in  £" 
I  den  l'nnkl  Ä",  weither  dem  Punkt  Ä'  in  £'  entspricht;  ziehen  Q,  C,  pa- 
^Cftllel  nnd  gleich  P,Ji'\  dann  ist  C,  das  Colliueatiunsceotrnra.  Ziehen  wir 
Oerner  durch  0,  und  Ä"  die  Geraden  j-^  und  i"  parallel  der  Geraden  c„ 
llaiui  sind  /(,  und  i"  die  Gegeuaxeu  der  Systeme  £^  und  27".  Hiernach  ist 
*  nun  auch  mit  Hilfe  der  cnncenirischen  Kreise  in  £"  das  System  £,  leicht 
SU  constrniren.  Die  Polaren  des  Punktes  R"  in  Bezug  auf  alle  Kreise 
in  £''  entsprechen  dem  der  Geraden  c,  parallelen  Durchmesser  der  Kegel- 
schnitte in  .£■,.  Den  Kreislangenten  an  den  Schnittpnokten,  wi:Iche  die 
Gegenaxe  t"  mit  den  coacentrisclien  Kreisen  in  £"  bildet,  entsprechen  die 
Asymptoten  der  Hyperbeln  des  System  £,.  Die  Beriibrnngspunkte  der 
Taageoten,  welche  vun  R"  nu  die  Kieise  in  £"  gesogen  werden  kännen, 


iDvolulorische  gi 
pankt  concentri 
Punkte  des  sym 
ses  Syst 


lirgen  anf  einem  Kreise,  ileGsen  Durchmeesf^r  P^B"  ist  nnd  durch  die 
funkte  Z',  und  B"  geht,  Dipaen  BerUliriingfipiinkten  onlsprechen  die  End- 
iler  KU  r,  pnmlleleu  DiircbJi.eflacr  d.-r  Klüpscii  i->  £,;  dipse  End- 
^iikte  liegen  ilabcr  auf  einer  Parabel,  die  durch  P^  gelit|  was  sclion  oben 
bewiesen  wurde. 

Ebenso  wie  im  Sysipm  2rk6uncn  wir  auch  Irier  im  System  £^  die  iuTO- 
Itatorischen  eeraden  Gebilde  anf  den  Slrahteu  des  Büschels  erhalten,  wel- 
itsteht,  wenn  wir  dnrch  die  T-Axe  der  FlSche  »weiter  Ordnung  einen 


:I>t  d^ 


BbenenbüBchel  legen. 

Es  seien  in  Fig.  i  S^ 
iPiinkte  Sy  in  i',  eutsp 
ft"  in  £";  die  Punkte  o,,  , 
Bjirieht   dem   Strablenbilscl 

"(.„A.yjmi".     Di. 

trahlen  S"«,,  ff'ß^,...  Byi 

rojiciren  wir  \ 


j  drei  Strahlen  dieses  Büschels  Dpiti 
man  sii!'  der  Fig.  4  ersteht,  der  Punkt 
, ,  Yi  entsprechen  sieb  seihst,  und  folglich  ent- 
sl  .«„  {a^,  ßi,  Yi)  in  i",  der  Strahlenbüschel 
concenlriBclien  Kreise  in  £"  erzengen  auf  den 
imetrisehe  involntnrische  gerade  Gebilde;  diese 
nfdie  enlsprechenden  Sli-Bhlen  S„a„  .%ß^,  ... 


id  erhalten  so  auf  RÜen  Strahlen  des  Büschels  Sg  die  für  die  Isopheten- 
ionstrnction  nBthigen  involntoriachen  geraden  Gebilde  ohne  Hilfe  de«  fer- 
Igen  Systems  J",  mit  Hilfe  des  leicht  zu  conslniirenden  Systems  concen- 
ischer  Kreise  £". 

Um  die  Zeichnung  dieser  inTolulorischen  geraden  Gebilde  zu  contro- 
Iren  nnd  um  schürfere  Schnitte  für  ungenaue  Schnitte  zu  erhalten,  k6n- 
en  wir  von  der  zweiten  collinearen  Lage  der  Systeme  £"  und  ^j,  bei  der 
le  Collinentionsaxo  f,  und  das  System  £"  nngeändert  bleibt,  vortheilhaf- 
tn  Gebrauch  machen.  Dies  ist  in  den  Fignren  3  und  4  ausgeführt,  und 
•her  sind  die  Punkte  auf  di^n  Sirahlen  in  der  Zeichnung  durch  Kreuzehen 
^r&sentirt. 

Da  die  BerlihruTigspunkte  der  von  S~  ausgehenden  an  die  Kreise  £" 
iBglichen  Tangenten  auf  einem  Kreise  liegen,  ilessen  DuichmeBserenU- 
unkte  /*!  und  S"  sind,  so  folgt  der  Satz: 


iJie  ersten  Ordnungspunktt 

Gebilde  auf  den  Strahl  eu  det 
h  6 1  s  S"  1  i  e  g  e  n  a  uT  e  I  n  e  m 
Kreise,  in  dem  /•,  und  S' 
Durchmesserend  punkte  sind; 
.ßlc  zweiten  Ord  nungs  punkte 
,onauf  der  unendlich  fer- 
Geraden. 

Statt  durch   die  :-Axe  kenn  i 
'lüche  «weiter  Ordnung  einen  Ehe 
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'en:  dann  erhalten  wir  in 
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Strablenblischel  eulxpricbt,  deaaen  Hitlelpnnkt  in  der  Gpgenftxe  i"  lic^. 
Auf  Heu  Strahlen  dipaer  Büseliel  erzeu^m  die  concenttischen  Kreise  in  Z" 
involulnrinche  gerod«  Gebilde.  Diese  projicireu  wir  von  C,  bub  auf  die 
enttprecbenden  Stralileu  des  ParBlIelsliolileDbüscbclij  und  erhallen  lo  die 
zur  iKophotfDcoiisIruttlon  bcbilflicben  iiivolutoriücben  geraden  Gebilde; 
denn  verbinden  wir  die  ['unkte  dieser  Gebilde  durch  Gerade  mit  dem  Fll- 
chenndtlelpunkt,  dnnn  sind  die  Diirchaclniittspunkte  dieser  Geraden  mit 
der  Flache,  Funkte  der  Isophoteo  deraelben. 

Durch  die  in  §  4  angegebene  THOphotenconstmction  gelan(;ea  wir  awar 
auf  kurzem  Wege  zu  den  noibigen  iuvolutoriacben  geraden  Gebilden,  aber 
der  dort  benutite  Ebenenbüscbel  ist  durch  die  Gerade S, /",*)  gelegt  und  die 
Schnitte  der  Ebeueu  dieses  Büschels  mit  der  Flüche  zweiter  Ordnung  sind 
uiilhsain  zu  eonstruiren.  —  Die  in  diesem  l'arngrsphen  abgeleitete  Construe- 
tion  führt  zwar  nicht  ganz  ea  rnscb  zu  den  nölhigen  involutoriechen  geraden 
Oebildeuj  aber  wir  legen  dagegen  den  Ebenenbüscbel  durch  eine  Axe  der 
Flüche  zweiter  Ordnung,  und  dann  sind  die  Schnitte  der  F.benen  dieses 
BliBchels  mit  dieser  Flache  sebr  leicht  zu  eonstruiren.  Hiernaeh  ist  im 
Allgemeinen  die  Cnnstrnction  der  Isnpbnten  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  Kanmcurven  vierler  Ordnung  sind, 
RufdieConstruction  cnncpn  irisch  er  Kreise  (des  Systems  2:') 
und  auf  die  Cnnstruction  der  Sc  hni  tte  zurückgeführt,  welche 
durch  «ine  Axe  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gelegte  Ebenen 
mit    dieser    FUcbe    bilden. 

Die  Conttruction  der  geradtinigeii  Isophoten  der  KegelflJtche  zweiter 
Ordnung  vereinfacht  sich  durch  das  Systems  £"  sehr.  Isl  A,  der  Kegel- 
schnitt der  Kegelfläcbe  mit  der  Ebene  des  Systems  2",,  dann  consiruiren 
wir  den  entsprechenden  Kegelschnitt  k"  in  Z";  zu  den  Scbniltpaukten, 
welche  k"  mit  den  concentriachen  Kreisen  in  S"  bildet,  bestimmeu  wir  die 
entsprechenden  Funkte  auf*,  in  I:^,  diese  verbinden  wir  durch  Gerade  mit 
der  Kegcispitze,  dann  sind  diese  Geraden  die  Isopboteu  der  Kegelfläche. 


•  )  .s 


r  Miltelpunkl  der  fläche  i 


r  OrdmiDg. 


Kleinere  Mittlieilungen. 


XL  üeber  die  Genauigkeit  der  Wlnkel^Ieiahang  daa  8tainpfer'eo)i«n 
KivellirilUtrameiiteB.     Von  Anton  Schei.l,   Professor  der  tieodäsie    und 
iljtiven    Güoitiptrio   am    baliiscben    F.jlytechuikum    zu   Kiga.     (Hiereu 
Tftfel  V,  Fif.  2  und  3.) 

Im  Jahre  I80O   liat  der  Ingenienroberst   J.  L.  Hogrewe  in    Reinem 
Werke:    „Praktische  Äiileituug  «um   Nivelliren   oder  WasBcrwKg^n  nsch 
vieleo  Stücken  veränderten  nnd  erleicliterten  Methode"   ein  Nivel- 
lirinstrument  bekannt  gemacht,  welches  geatiitlnt,   aus  den   Umdrehungs- 
einer  an    ilem    In.'-trumente   angebrncliten .   verticaten  Mikromfter- 
Echrnnbe,  welche  der  horizontalen  Ricliluug  dar  Visirlinie  des  Fernrohrs 
sowie  der  Einslellnng  auf  zwei  an  der  Nivnllirlalte    bezeichnete  Ponklc 
_     eBl8[)rechen,  sowohl  die  Lattenhöhe  als  auch  die  Entfernnng  dpr  Latte  vom 
^■'iXnstrutnente  auf  geometrischem  Wege  lu  bestimmen. 

^m  Hogrewe  hat  sein  Instrument  sowie  die  mit  demselben  aufzurührende 

^Bi  besoudere  Methode   des   Nivellirens   in    deu   weBentlichslen  Theilen    einer 

^V  •OTgl'Kitigen  Prüfung  unterzogen.     Nachdem  er  in  dem  zweiten  Abschnitte 

H  .des    Vorberichtea    seines   oben  citirlen    Werkes    die  Vortheila    erwähnte, 

^B  welche  diese  besondere  Methode  den  Nivellirens  besitzt,  untersuchte  er  in 

^B  dem  dritten  Abschnitte  deu  KiuflnsB,  welchen  eine  rehlerhafte  Ablesung  an  der 

^P  Schraube,  sowie  ein  ungenaues  Binapielen  der  Libelle  auf  die  LatteDhöbe 

berrorbringl^    es  wurde  ferner  gegeigt,    welche  Correctionen  erfoiderlich 

■ind,   wenn  das  GeHille  bedeutend  wird,  und  schliesslich  angegeben,  wie 

mittelst  Tabellen  für  ein  beslimnitcs  hulividuum  die  erforderliche  Rechnung 

B    Tereiufflcht  werden  kann,  . 

H'  Professor  Stampfer,  in  der  Vorrede  zn  seinem  Werke:  „Theoretische 

^Ljcnd  prakÜHche  Anleitung  sum  Nirellirfln"  der  Arbeilen  Hogrewe'a  er- 
^twlbnead  und  von  der  Bichtigkeit  und  Ausführbarkeit  seiner  Vorschlüge 
^B  flbersengt,  suchte  die  an  dem  Ilogrew  e*schan  Instrumente  noch  vorhan- 


deneu  Mängel  und  Gebrecheo  sa  beseirigea  and  dadureli  dem  IuBtrumoote 
eine  Genauigkeit  xa  verloiben,  welche  kaum  etwna  so  wiinBcIien  übrig  l9fl(t. 
Inabesondero  siiuhte  er  die  mangt>lliafee  Ffttirutig  des  Fernrohrs  durch  die 
Uikromcterschraiitie  Jadurdi  zu  bespitigen,  das«  er  die  Verbindung  dersel- 
beu  mit  dem  Fernrohre  und  dem  Trüget  de»  Instrumentes  durch  Kngelge- 
leiike  herzustellen  versuchte,  wodurch  die  Hikrometerficliraube  eine  ver- 
änderliche Lage  erhielt.  Die  mangelhafte  Art  und  Weise,  wie  Hogrewe 
die  Rectification  seinps  Instrunirntes  nuF<fiihrte,  veranUssten  Professor 
Stampfer,  den  Diehungspunkt  dea  Fernrohrs  nicht  in  die  Visirlinie  «n 
legen,  sondern  derselben  eine  esuentrische  Bewegung  za  geben,  wodnrcli 
es  miiglicli  wird,  das  Fernrohr  in  seinen  Lagern  um/iilegen  und  die  Retti- 
fieation  des  Instrumentes  von  einem  Standpunkle  aus  raseb  und  sicher 
zu  vollfUbren.  Uaas  diese  angebrachten  Veränderungen  nicht  KacbaliuiuD' 
gen,  sondern  Verbesserungen  siud,  bedarf  wohl  in  den  Angen  des  Sachvec^ 
sUndigeu  keines  Beweiaes.  Allein  nicht  nur  in  der  Construction  des  Instri 
mentes  zeigen  sich  Verschiedenheiten,  sondern  auch  in  der  Art  und  W« 
wie  die  erhaUanen  Ablesungen  der  Schraube  zur  Bestimmung  der  LaU< 
höhe  und  Horizontaldislanz  benutzt  werden.  Während  Uogrew«  : 
mittelung  der  letzteren  den  reiu  geometrischen  Weg  einschlug,  aeigte  I 
feasor  Stampfer,  wie  dieses  verbesserte  Niv 
Messung  von  Verticalwinkelu  gebraucht  werden  kann,  und  benutzte  den 
mittelst  der  Mikrometerschrauhe  gemessenen  Winkel  sac  Berechnung  obiger 

Tiotz  dieser  Verbensorungen  hat  das  Stampfer'sciie  Nivelliriastrt 
ment,  wie  der  Verfasser  in  seiner  Anleitung  zum  Nivellireu  selbst  sagt.  Am 
griffe  und  Verkleinernngeu  erfahren.  Erst  in  neuester  Zeit  n 
gendorffs  Annalen  der  Physik  u.  Cheuii«  Band  129  das  Sl 
Instrument  als  einer  wesentlichen  Verbesserung  fiihig  erkannt,  und  i 
Theorie  desselben  als  ungenau  und  unrichtig  bezeichnet.  Was  von  da 
Verbesserungen  zu  halten  ist,  darüber  hat  sieb  Professor  S.  v.  KrnapjT 
in  denselben  Annalen  Band  130  klar  ausgesprochen.  Was  die  üngeni 
keit  der  Theorie  betrifft,  so  wHre  diese  nur  in  der  Ungenauigkeit  oder 
gar  Uarichtigkeit  der  Stampfer'schen  Winkelgleichung  zu  snchen,  da 
diese  es  ist,  auf  welcher  die  von  Professor  Stampfer  vorgeschlagene  Me- 
thode des  Nivellirens  und  DistnnznieBSfiiis,  sowie  deren  Genauigkeit  beruht. 
Der  Verfasser  jenes  Auftatzes  spricht  dies  auch  deutlich  aus,  indem  er  sagt, 
dasB  das  »weile  Glied  der  Winkelgleichung  eine  ziemlich  willkürlich  an- 
gebrachte Verbesserung  sei.  In  der  mehrmals  erwähnten  Anleitung  zum 
Nivelliren  erklfirt  Professor  Stampfer  ausdrücklich:  Die  Erfahrung  hat 
gelehrt,  daas  bei  unseren  Instrumenten  zwei  Glieder  der  Reihe  hiureichead 
sind,  um  alle  durch  das  Instrument  messbare  Winkel  bis  h 
darzustellen.  Wir  wollen  nun  auf  theorefischem  Wege  antersuclieu,  iu  1 
w»H  «icit  äieavt  AunprKcb  bewaltrhcitut, 


Wie  gleich  niirangs  crwSliiit,  benutzt  Professor  Stumpfer  zur  Mea- 
■Dtig  der  Vertical winket  die  Mikrometer-  oder  Elevationsscbrntibe,  deren 
oberes  Ende  B  mit  eiiiBtn  Kogelseginente  versehen,  and  durch  ein«  spLS- 
riäch  ausgebahrteoPlAUe  mit  den  Trägern  des  Fernrohrs  derart  verbunden 
ist,  dnsB  sie  nach  nllen  Hicblungen  frei  bewegt,  aber  nicht  gedreht  wer- 
den k«nn.  Die  Mutler  !U  der  Elevationssohrnube  befindet  sich  in  dem  mit 
einer  Trommel  veisebenen  Umdrehnng^körper ,  welclier  sich  mit  seinem 
kugelfürmig  abgedrehten  Endo  in  einen  Stahlring  des  mit  der  TrSger- 
platte  rerbnndcneD  Prismas  legt.  Dnrch  eine  Spiralfeder  wird  das  An- 
liegen beider  Kugeln  an  ihre  Höhlungen  gesichert  nnd  jeder  lodte 
Gang  der  Schraube  beMi-itigt.  Um  die  Bewegung  des  Fernrohrs  mes- 
sen ZQ  können,  igt  an  jenem  TrMger,  an  welchem  die  Elevnlionsschraube 
befestigt  ist,  eine  aus  40  Strichen  bestehende  Theilang  angebracht,  welche 
den  Schraubengängen  der  Elevalionsschraube  entspricht;  ausserdem  ist  die 
mit  dem  Kotaiionskorper  in  Verbindung  stehende  Trommel  in  100  gleiche 
lile  getheilt,  so  dass  mittelst  enlsprechend  nngebrachier  Zeiger  Vn» 
einer  Schraubeunmdrehung  direct  und  Vio»  durch  SchStxnng  erbalten  wer- 
den kann. 

Sind  in  Fig. 2,  Taf.V,  E  and  ^  die Mittelpunkteder  oben  erwlhnten  Ku- 
gelgelenke, C  der  Drehungspunkt  des  Fernrohrs,  ferner,  unter  der  Vorans- 
aetinng,    dass   der  Indes  der  Elevatioiisschraube  auf  den  Nullpunkt   der 
iluug  gestellt  ist,  die  constnnten  Dimensionen  des  Instrumentes 
CK=.  R,     CM=  II,     EM  =  S, 
tetner 

L  ECIH=  a,      LCEM^  ß, 
st  aus  dem  Dreieck  BlUC 

l)'+  R'-S^ 
*■<""'"         jßfl       ■ 

Wird  die  Elevatiunsschrauhe  bei  ungeänderter  Lage  der  Albidade  um 
n  Schraubengftnge,  welche  einer  Lange  s  entsprechen,  weiter  bewegt,  so 
gelangt  die  Linie  £C,  welche  der  Viairliuie  des  Fernrohrs  entsprechen 
mag,  in  die  Lage  E'C,  und  es  ist,  wena  der  von  der  Visirlinie  durchlaufene 
'■Winkel  ECE'  mit  tf  heaeichnet  wird: 

.„(..„,  =  £^±»^^^=01 

Wenn  eos{a—  fff  in  eine  Reihe  entwickelt  und  die  Olieder  der  vier- 
und  höheren  Ordnung  vernachlästiigt  werden,  so  erhält  man: 


^olga  IV*-  i 


ÜR>i 


f 


ferner 

und  benchtet,  dase 


LEMC=f, 


»n  findet  niAn  ans  den  Gleichnngen  1)  und  2)  c 
dtimuilen  Coefficienlen: 


ch  der  Methode  der  u 


\ 


2  0'«>iy»| 


Sritiny-Sclg^ 


3  eolg  u 


"  ül/'siny' 

Wird  der  Winkel  fr  in  Secunden  ausgedrückt,  und  s  =  ng  geseUt 
g  die  Höhe  eines  Schranbenganges  bezeicliiiet,  so  erhält  man  darcli  8ab- 
slilution   der  soeben  erfanltenen  "W'prlhe  in  Gleichung  2)  für  den  Winkel, 
welcher  den  ersten  n  SchraubengSngen  enlitpricht,  den  Aiifidmck 
g*  j  DiinY  —  Sroltj 

nysiiiV'    ' 


») 


2  [f  siiiy  siuX" 

-3cofy  qI  — 


-  S  colg  a\\ 


kei, 

I 


oder  gani  allgemein: 

I.  W"=  A"n  +  ß'n'  +  C"«" . .  . 

Um  die  specielIeD  Werthe  i\et  Conatanten  kennen  zn  lernen,  wordea 
die  Dimensionen  eines  ans  der  Werkütaite  des  k*.  k.  polytechnischen  Inati- 
diites  zu  Wien  hervorgegangenen  Niveüirinstrumentcs  dircct  ermittelt, 
hierfür  folgende  Wertlie  erbalten: 

Ä  =  e,l    Wiener  Zolle 
2)  =  6,3  „  „ 

S  =  B,0  „  „ 

j  =  0,01875  „  ,, 

Durch  SnbNlilution  dieser  W«rthe  in  Gleicliung  3)  erhalt 
kelgleichung: 

4)  Jf"^IM4".3a '1  —  0,1102«'  + 0,00031011«'  .  .. 

Diese  Gleichnng  zeigt  zanächst,  dass 

1)  Der  Coeflicient  B  des  svteiten  Glieiles  nogHtir  ist.      Die 
der  F'hII  Bein,  so  lange 

!}  sin  y  —  S  ci.lg  et  >  0 
oder  wie  sich  mit  Uilfe  des  Dreiecks  CEM  leicht  zeigen  \Usl 

^>  ±[D'-IC). 
Sei  allao  auji  der  geuanuteu  WerkslAtl«  heivort^egangeuän  NivelUriua| 
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menlPD.  welche  genau  naeli  obigem  Principp  constrnirt  aiod,  ist 

weslialb  das  aweile  tilied  der  Wiakclgleichang  stnla  DPgntiv  Buaflillt; 

2.  der  EiDÜuss  <\eä  dritten  GliedpH  nabedpotend  ist,  und  den  Betrag 
voD  1  Sectinde  nithl  erreiclit,  so  Unge  n<ri5  ist;  dagegen  bedeutend 
werden  knnn,  sobnld  n  die  Zahl  I&  (iberschreitet.  Ks  folgt  hieraus  Dnniit- 
telbar,  dasa,  insofern  der  Constantpnhealinimung  der  Wiakelgleichung  die 
directen  ALuieflenngen  des  Nivellirinstrunientes  zu  Gnmde  gelegt  würden, 
die  Winkelgleichnng  als  aus  drei  Gliedern  bestehend  betrachtet  werden 
mlisae.  Abgesehen  davon,  dass  der  genauen  Ermittelung  der  Dimensionen 
des  Instrumentes  grosFc  Schwierigkeiten  entgegentreten,  sind  es  nnch  noch 
andere  UmetAnde,  welche  diese  Art  der  Constantenbestiinmung  nnbranch- 
bsr  erscheinen  lassen.  Um  sich  insbesondere  von  den  etwa  vorhandenen 
Ungleichnirmigkeilen  der  Schraubengänge,  welche  durch  die  bei  der  Be- 
arbeitDQg  derselben  erzeugte  Erwärmung  resulliren  können,  nnabbängig 
zn  machen,  geschieht  die  Constantenbestimmung  am  einfachsten  und  sicher- 
sten dadurch,  daas  man  auf  geeignetem  Wege  eine  Reihe  von  Verticalwin- 
kein  ermittelt,  dieselben  bei  gehöriger  Aufstellung  des  Instrumentes  mit  der 
Elovatiunsschi'Bube  misst,  und  aus  den  erhalienen  Besullaten  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Con- 
fltanten  bestimmt.  Wird  diese  Ermitteliiugsart  der  Constanlen  vorausge- 
setzt, so  lasstaich  zeigen,  dass  die  einfncbere  aus  zwei  Gliedern  bestehende 
^oa  Professor  Stampfer  angenommene  Winkelgleichuog 
(     n.  »>  =  an  +  b>i'... 

die  oben  unter  I.  gegebene  innerhalb  der  Grenaeu,  welche  der  Winkel- 
rtaiessang  durch  die  Länge  der  ElevntioDssch rauhe  gesteckt  sind,  bis  auf 
'eine  Secande  genau  zu  ersetzen  im  Stande  ist. 

DiG  Constanten  a  und  b  werden  von  den  theoretisch  bestimmten  J  und 
£  nra  kleine  Grössen  abweichen,  welche  die  Bestimmung  haben,  innerhalb 
gewisser  Grenzen  eine  Uebereinstimmung  der  durch  die  Gleichungen  I 
Und  II  dargestellten  Winkelwertbe  bis  auf  eine  Secunde  zu  erzielen. 
fietzt  man 

\b  =  B  +  }fC 
■o  sind  X  und  y  so  zu  bestimmen,  dasa  der  Gleichung 

^»+Bn'+Cn'  =  an  +  bn^ 
oder  mit  Berücksichtigung  von  5): 

ö)  ,,'==^  +  uy... 

Oentige  geleistet  werde. 

Setst  man  der  Einfachheit  halber  der  Reihe  nach  (i  =5,  10,  15,  ...  40, 
SD  erhalt  man  nachstehende  Bed i ngnn gs g leic hmigon  ■■ 


s) 


Kleinere  Mittheilungcn. 
25=. r  4-    r-iff, 

im  =  x+wij, 

225  =  ar+l5y. 
400  =  JT  +  21)^  , 

MO  —  x+äOjf, 

ie00  =  a'  +  40y, 

Kus  welchen  die  Unbekaniiten  x  tmd  y  nach  der  Methode  der  kleinslen 
QuHdrate  ermiUelt  werden  köoneii.  Die  aus  den  UediagUDg^gleiubungeo 
1  Nui'uialgleiutiangon  sind: 

2a;  +  j5y=1275 
3j;  +  tsbif  c=  aiOCI, 
woiauB  folgt: 

a:  =  —  381 

y=+  45. 

Werden  diese  Wertl.e  in  Gleiohuug  5)  substituirt,  »o  eriiSlt 

n  — +  (m",I8 

t  =  —  0,(«I9S 

und  als  Winkelgleichung: 

7)  fP  =  644",18  M 

Die  Gleicimngen  I  und  II  stelli 

der    Schiftube    als  Abscisfie    und    de 

diaate    betrachten,    zwei  Curven  Ä',    and  A',  Fig.  3  dar,  welchi 
beiden  Seiten  der  Abacissenaie  ins  Uuendlicbe  erstreckeu.     B«tde  Carven 
weichen  vom  ürspronge  an  bis  auf  eine  gewisse  Strecke 
einander   ab,    und   durclisi;hneidcn   ai<:h   inneThalb   derselbi 
0,   iV,    und  M,.     Um   die  Lage  dieser  Durchscbnittspunkl' 
bat  man  nur  n  aus  der  Gleichung 

Cn*  +  {B  -  b)  n'  +  {A^  a)  n^O 
oder  wegen  Gleichung  5) 

n'~yn'  —  j:n=0 
zu  ermitteln.    Werden  Tur  x  und  tf  obige  Weithe  substituirt 
"1=0, 

ii,  =  II.SI  =Op,, 
n,  =  33,43  =  0 />,. 
An  allen  übrigen  Stellen    weichen   beide  Curven  mehr  oder  wei 
von    einander   ab.     Um  die  Maxlmalabwcichnngen   zwischen  den  Cnr 
stücken  OM,  und  M,!tl,  kennen  zu.  lernen,  darf  man  nur  die  DitTereni 

in   Bezug   auf  ihr  Maximum    nutorsuchen.     Mau  erhält   als   Ijodingun; 


0  ,0998  b'  .  - . 
insofern  wir  den  jeweiligen  f 
zugehörigen   Winkelwerth    als    Or- 


r  wenig  ü 


kten 
bestiuimei 


;rhätt  n 


-2!/"- 


>  folgt: 


n'i  =    5,20=  0(1, 
n,  =  24,80  =  (I Q,. 
D'iesv  Werlhe  in  Oleicliung  8)  snbsliluirt,  gelit-n: 

A  JV,=  +  n",3on  =  N,  V, 

A  fy,  =  —  l".0-20  =  A',  V,. 

Wie  man  siolil,  fiuilpi  zwisclieu  beiilco  Curvonalltcken  von  0  big  M^ 
ufliiezu  ein  Decken  statt,  da  der  Maiimalnoterscbied  den  Werlb  von  einer 
Secunde  kanm  überschreitet.  Aber  auch  über  0  und  Jf/,  liinatia,  bevor  sich* 
beide  Curveuttüte  für  immer  von  einander  entfernen,  tiodet  noch  eine  kleine 
Strecke  hindurch  eine  grosse  Ucbereuistimmiing  beider  Curvea  statl.  Mnn 
i^rhJllt  die  Lagen  der  üDsserGten  Punkte  iV^  und  N^,  deren  Abweichungen 
A'j«;,  und  A',v^  (lein  Maximalunlersuhiede  A  fr,:=  ^  l",020  gteichkoDiin 

1  RIAD  diesen  Werth  in  Gleichung  S)  aubstitnirt.    Man  ethait 
«'— •15H'-|-387rt  4^2822=0. 

DiejiO  Gleichung  nufgeläst  giebt  für  das  obere  Zeichen: 

,1,"  =  4- 24,80  =  0  0,, 
«,"=  + 21,80=00,, 

","  =  —  i,m  ^oi\. 


B  nnierii 


„,"'  =  + 30,52  =  0£l,, 
«,"■  =  +   *,24-(-7,70j/— 
n,'"  ^  +   4.84  —  7,70  ]/— 
Diese  Resultate   zeigen  deulUeh,  das 
gSnge,  (1.  i.  von  n=— 4,00  bis  «  =  -f- 30.52  die  unter  II  s 

Winkelgleichung  der  gegebenen  Bedingung  vollkommen  entspricht,  d» 
der  Unterschied  zwischen  dieser  und  der  theoretisch  heatlmmten  Winkel- 
gleichnng  bei  den  der  Conatruction  au  Grunde 
mtiifimo  nur  den  Betrag  von  l",020  erreichen  kan 

Die  auf  snalytJHchem  Wege  erbHitenen  Reanttate  Im 
lieber  durch  Verglcicbung  aus  nachatebender  Tabelle  entnehmen,  in  w 
eher  die  ans  Gleicbung  I  und  II  berechneten  Winkelwerlhe  für  die  uuci 
lelbnr  auf  einander  folgenden  Schraabengünge  zu»» mmenges lullt  Hiud. 
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■H 

■ 

M 

inkttAarÜie  aus 

" 

I. 

H. 

DiStma. 

1 

0 

0 

10 

44.20 

10 

44,08 

+  0.12 

2 

0 

21 

28,  rs 

21 

27,96 

0,22 

3 

0 

32 

11.03 

32 

11,05 

0,28 

4 

0 

42 

55,44 

42 

55.12 

0,32 

S 

53 

38,73 

53 

38.40 

0.33 

6 

4 

21,82 

4 

21,50 

0,32 

' 

7 

15 

4,69 

15 

4.38 

0,31 

B 

35 

47,81 

35 

47,00 

0.25 

fi 

30 

29,73 

36 

29,54 

O.lfl 

10 

47 

ll.M 

47 

11.82 

0.12 

11 

57 

53,Q3 

57 

53.00 

0.03 

■ 

12 

8 

35,71 

8 

35,78 

—  0.07 

" 

13 

I» 

17,30 

19 

17,46 

0,16 

'1 

14 

20 

5»,70 

29 

58,&1 

0,24 

15 

40 

39,89 

40 

40,24 

0,35 

16 

51 

M,85 

51 

21,33 

0,48 

17 

2 

1,01 

2 

2,22 

0,61 

18 

12 

42.21 

12 

42.92 

0,71 

19 

23 

22,03 

28 

23,41 

0,78 

20 

84 

2,83 

34 

3,68 

0,85 

21 

41 

42,85 

44 

43.77 

—  0.92 

22 

55 

22,67 

» 

23,68 

0,90 

23 

6 

2,33 

6 

3,35 

1,02 

24 

16 

41,80 

16 

42,84 

1,04 

25 

27 

21,07 

27 

22,11 

1.04 

26 

38 

0,18 

38 

1.20 

1.02 

27 

48 

30.10 

48 

40,09 

0,99 

28 

SD 

17,86 

50 

18,78 

0,92 

29 

0 

56,43 

9 

57,27 

0,84 

30 

20 

34,84 

20 

35.58 

0,74 

31 

31 

13,09 

31 

13,67 

0,58 

32 

41 

51.17 

41 

51,56 

0,39 

33 

52 

29,00 

52 

29,25 

0,16, 

34 

3 

0,85 

3 

C,74 

+  0,11 

35 

13 

44,44 

13 

44,04 

0,40 

30 

24 

21,86 

34 

21,14 

0,72 

^ 

37 

34 

M.17 

34 

58,03 

1,14 

38 

45 

36,31 

45 

34,73 

1,58 

f 

3« 

58 

13,30 

50 

11,22 

2,08 

40 

6 

50,15 

6 

47,52 

2,63 

Wild  bei  der  ConatnictioD  des  NivelUrioslruinenles  darauf  Hücksicbl 
gecoinmen,  daos,  sobald  der  Index  der  ElevHtinnsschraube  Kuf  Null  gestelll 
ist,  die  coastaiileu  DimensioDcn  derselben  solche  Wertbe  erlangen,  daas 
entweder  L  CME  =  90»  oder  L  CEM  =  'Xfi  wird ,  so  erfüllt  die  llieorP tische 
Winkel^lcicbung  unmittelbcT  die  Form 


in. 

da  in  beiden  FHllen 

Die  Gleichung  3)  geht  dann  üb<^riii: 

Ea  IftRBt  nicb  wie  nben  nachweisen,  dass  auch  die  anler  IH  gegebene 
Form  der  Winkelgteicliung  auf  jene  unter  II  dargestellte  innerhalb  der 
gegebenen  Grenzen  der  Genanigkeit  gebracht  werden  kann. 

Wird  die  Visirlinie  dea  Fernrolirs  auf  irgend  ein  Ohject  gerichtet  nnd 
der  Stand  n  der  KlevatioDsecliraabe  nbgeletipn.  so  kann  d(^r  Verticalwinkel, 
welchen  die  Visirlinie  mit  der  dem  Nullpunkte  der  Scbranbe  entaprecben- 
den  einscbliesst,  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  der  Genauigkeit  durch 
die  Gleichnng  II  dargestellt  werden.  Es  Tujgt  hieraus  unmittelbar  für  den 
Winkel,  welcher  einer  Drehung  vom  n""  biö  m""  Seh  rauben  gange  ent- 
Bpricbt,  die  Gletcbnn^ 

«  =  <,"(»,-.0  +  t"  («•-«■). 


xn.  Nachtrag  tti  dem  Aufsätze  bber  Polyeder  von  J.  C.  Becker. 
(HicruD  TalL'I  V,  Fig.  4  uud  5]. 

Ich  hatte  dns  Manuscript  meiner  Arbeit  über  Polyeder  bereits  der  Re- 
daclifin  dieser  Zeitschrift  zugesendel,  als  ich  anf  zwei  neuere  Arbeiten,  die 
eine  tlber  piilyedpv  überhaupt,  die  andere  spcciell  über  eine  Erweiterung 
des  Ealer'schen  Satzes  aufmerksam  gemacht  wurde.  Die  erstere,  vonllerrn 
Camille  Jordan  unter  dem  Titel  „Becherches  sur  les  poli/etircs"  im  Jahre 
181V)  in  Grelle'«  Jnnrnal  verliffentlicht,  darf  wohl  als  die  gediegenste  Ar- 
beit gerühmt  werden,  welche  Ober  dieüen  Gegenstand  erschienen  ist.  Die 
feodere,  18IS2  unter  dem  Titel  ,,Der  Censns  rJiumlichcr  CompleKe  etc."  von 
J.  B.  Listing  im  10.  Baude  der  Abhandlungen  der  königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschafren  zn  Göltingen  veröffentlicht  nnd  auch  als  besonderer 
Abdruck  erbNltlicb,  gehört  nur  insofern  hierher,  als  sie  an  den  Euler'ecben 
Satz  über  Polyeder  nnknöpft,  wflhrend  sie  imUebrigen  nicht  von  Polyedern, 
londern  von  beliebigen  rilumlichen  Complcxeu  bandelt. 

Doch  ersehe  ich  ans  dieser  Arbeit,  dass  die  Erweiterung,  welche  ich 
dem  Euler'sclieu  Lehrsätze  gegeben,  nicht  mehr  neu  ist,  sondern  bereits 
1812  von  Lhuilier  »um  Gegenstande  einer  mir  bisher  unbekannt  geblie- 
benen Abhandlung  gemacht  worden,  die  in  den  Annalen  von  Gergonne 
erschienen.  In  dieser  Arbeit  wird  der  folgende  noch  allgemeiners  Lehrsatz 
aufgestellt : 

eichnet     i    die    Anzahl     eingeschlossener   Polyeder- 
rHume  im  Innern  eines  grösseren  Polyeders,  o  die  Anaahl  vun 
bgehendenPeffnnngen,  »^_j'.  .^dle  Änsa.V\  -"i^  < 


schriebenen  Polygooen  auf  S< 
welche  lUtlurch  ripgrsrnijg  bp^ 
bangend)  werden;  ist  enaiicb  üi 
uud   Kanten    duicb   S,  F  n  n  rl    A  r 


itenDHchen  des  Polj-ederi 
reniet  (mpbrfkcli  zaBammei 
i  ADK«bl  deiEcken,  KUcbe 
iisgedrllckt,  bo  Ist: 


dig  entstanden,  dQil'te  dalier  meine  Arbei' 
■Fucbungen  von  Lhuilipr  als  dprjenigen 
erden.     Mit  den  lelzfien  stimmt  sie  Oberej 
imenbange 


Obgleich  ganz  selliststii: 
ErgÜniung  souobl    der  1 
Herrn  Jordan  nngeseb' 

in  den  flerbeiziebungen  der  Rieai  ann  Vcben  Lelire  vom 
der  FUcbpn  nls  Eintbeilungsgrund  für  die  Polyeder.  Herr  Jordan  be- 
Bchrfinkt  seine  Untersucbungeu  auf  Polyeder,  deren  Oberflächen  ausscLIiess- 
Hcb  aus  einfneh  zasamnienhangeuden  Flüchen  znaamnicngosolzt  sind,  dehnt 
sie  aber  in  eeiaem  Jtegume  nni'  begrenzte  FlAcbennetze  und  für  den  Fall 
ans,  dass  die  einzelnen  Fliitben  nicht  mehr  eben,  die  Kanten  also  nicht 
mehr  gerade  sind.  Durch  das  Symbol  (m ,  n)  bezeichnet  er  eine  Ober- 
fläche ,  die  von  rn  geachlosseuen  sich  uelhst  nicht  schneidenden  Linien  bfi- 
grenzt,  and  von  solchem  Znsnmmenhange  ist,  dass  man  n  geschlosüene  s 
selbst  nnd  einander  nicht  schneidende  Linien  auf  ihr  ziehen  kann,  ohns 
zu  zerstttcken. 

FUr  Polygonnetze,  die  dem  Symbole  [m,  n)  entsprechen,  slellt  'er 
seinem  Resume,  ohne  den  Beweis  mitzufheilen,  den  SaU  a«f: 
F+S=J  +  2  —  m  —  2ii. 

In  der  Haaptnbhandlnng  giebt  er  für  den  Fall  m  =  n  ^^  o  einen  : 
fachen  directen  Beweis,  da^s  ich  schwankend  geworden  bin,  ob  di 


mir  gewählte  Weg,  ki 
welcher  die  Oberfläche 
legen  lüsst,  sich  als  der 
Auf  diesen  Weg  w 
Prouhct,  zu  welcher  ( 


üchst  die  Zahl  der  Dreiecke  bo  beslimraen,  x 
.n8ammengesetzt  ist,  oiler  in  welche  sie  sich  Bi 
«infachere  aufrecht  erhalten  tas^e. 
:  ich  gekommen  durch  eine  Bemerkung  des  Hi 
:b  derselbe  veranlasst  sab,  als  er  im  Jahre  1800 
Pariser  Akademie  ein  noch  unbekanntes  Fragment  des  Des 
iheilte,  worin  bereits,  jedoch  ohne  Beweifi,  der  Satz  aiiKgcsprochen  ist,  di 
die  Summe  aller  Ksntenwinkel  eines  Polyeders  von  e  Kckcn  4f — 8  Kecbl 
betrögt.  Herr  Proubet  scblnss  daraus,  dass  Uescartes  auch  beri 
ICnler'schen  Satz  gekannt  haben  müsse,  da  der  Beweis  jenes  Satzes  sich 
auf  diesen  stütze.  Mir  schien  dieser  Schluss  zwar  patriotisch,  aber  soni 
nicht  sehr  gerechtfertigt.  Denn  einerseits  ist  nicht  zu  begreifen,  wai 
Descartes,  wenn  ihm  der  Kuler'sche  Satz  bekannt  gewesen 
keine  weitere  Notiz  genommen  hnben  sollt«,  da  er  doch  niindektena 
intereSMtnt  isl,  wie  der  angeblich  daraus  abgeleitete.  Andererseits 
es  doch  hüußg  genug  vor,  dass  von  zwei  Lehrsätzen  jeder  als  Beweisgri 
für  den  andern  angeführt  werden  kann,  und  zugleich  für  jeden  ein  director 
Beweis  unabhängig  vom  anderen  existirl.  Denn  kein  geometrischer  Lebi 
«atz  ist  eine  logische  Cousequena  eines  andereo,   aDsgeiwniiaeD ,  wenn  e 


sich 
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bU  apttcielter  Fill  bereits  dariii  etilhallen  istj  Eondarn  jedor  ist  nnmittelbar 
io  d#r  Ntttur  der  Sache  begrUndot  unil  cin«<  eigentlicbn  Einsiubt  in  diese 
ßfgriiniiuug  kann  nur  unmittelbare  Ausclinanng  gewitliren.  Der  Beweis 
ist  nur  ein  Nolhbebelf  und  giebt  slalt  der  Einsicht  in  die  immer  gegen- 
seitige Abhüngigkeil  iSumliclicr  Gebilde  von  einander  leJiglicb  die  Ut^ber- 
aengung  von  der  Gewissheit  derselben,  indem  er  dieselbe  darstellt  als  Con- 
■equenii  früber  erkannter  Gesetze,  llat  nun  der  eine  aus  dem  Euler'ticlicn 
Satze  den  Descartea'ecLen  abgeleitet,  so  ist  dies  durchaus  kein  Gmnd, 
warum  nicht  ein  anderer  Jenen  aus  diesem  ableiten  künne,  nachdem  er  die- 
sen zuerst  diiect  begründet;  denn  jeder  kann  nur  dsrum  auch  als  Cunse- 
quenz  des  anderen  dargestellt  werden,  weil  alle  Wahrheit  mit  sieb  selbst 
übereinstimmen  müsa.  Der  Utnstand,  dass  Deacartes  den  einen  dieser 
Satse  auxspricht,  ohne  den  anderen  zu  erwähnen,  führte  mich  darum  zu 
pinein  gans  anderen  Seblnsse  wie  Herrn  Prouhet,  nflmlich  zu  dem,  dasa 
licli  der  Üescartes'sche  Satz  leicht  mlisBe  direct  ableiten  lassen,  und  dies 
scliien  mir  um  so  w ah rsclieiti liehet-,  ak  icli  bemerkte,  dnss  er  nach  dann 
noch  gilt,  wenn  sicli  unter  den  Flächen  des  Polyeders  mehrfach  begrenzte 
hefiuden,  wahrend  dann  der  Guler'sche  Satz  nicht  mehr  richtig  ist. 

Der  einfache  Beweis,  den  ich  fUr  den  DeEcartes'sehen  Satz  gans 
anf  dieselbe  Weise  gefunden,  wie  man  dnu  Satz  von  der  Winkelsnmme 
ebener  Polygone  bewL'ist,  nSmlich  durch  Zerlegung  der  Oherdüche  in  Drei- 
ecke, war  nur  eine  HestHrigung  für  die  Hiel.iigkeit  meiner  Vermuthung. 

Durch  den  noch  einfacheren  Beweis  des  Herrn  Jordan  fUr  den 
E  nler'schen  Satz  in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  sah  ich  mich  angeregt, 
auch  für  den  Satz  von  der  Zahl  der  Dreiecke  auf  der  Oberdüche  einen  so 
einfachen  directen  Beweis  EU  suchen.  Die  Resultate  dieser  kleinen  Uolar- 
suchiing  habe  ich  in  dem  Folgenden  zusammengestellt: 

Lehrsatz  1.  Jedes  einfache  ebene  oder  windschiefe  c-Eck 
Uastüich  durch  e  — 3  Diagonalen  in  c  — 2  Dreiecke  zerlegen, 
wobei  ganz  einerlei  ist,  wie  die  Diagonalen  gezogen  wer- 
dun,  wenn  sie  sich  nnr  nicht  achneiden. 

Beweis.  Der  Satz  i^l  oöenbar  richtig  für  e  =  4  nnd  t'  =  ö.  LRsat 
sich  nun  aeigen,  dass  et  richtig  ist  für  irgend  einen  Werth  von  e,  wenn  er 
es  für  alle  kleineren  ist,  so  int  er  allgemein  bewiesen.  Zieht  man  aber  in 
einem  solchen  e-Ecke  irgend  eine  Diagonale,  und  liegen  rechts  von  dersel- 
ben e, ,  links  e,  Seiten  des  Polygons,  so  haben  die  beiden  Theilimlygone 
Lezügllcb  1,-1-1  und  e,+  \  Seiten  nnd  F.cken.  Jede  dieser  Zahlen  tat 
kleiner  als  e,  dae,+e,=e  ist,  nnd  auf  juder  Seile  der  Diagonale 
«tens  zwei  Seiten  liegen  inUsaen.  Folglich  zerflillt,  wenn  der  Satai  fUr  j 
kleinere  Wetlhe  von  e  richtig  ist,  das  erste  der  Thoilpolygone  dnrch  e,—8 
Diagonalen  in  c,  —  1  Dreiecke,  das  «weite  durch  e,  —  2  Diagonalen  in  c,  —  1 
Dreiecke;  Jas  ganise  also  durch  c,  —  2-f-r,  —  a-l-l  =  e— 3  Diagonalen  in 
1  Dreiackc  i 
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Dieser  Snta  bedarf  jedoch  einer  ErlAutemng  und  eiDer  Ergüntung- 
Betrncblet  mnn  nfiinlich  das  Polygon  Ipdiglieh  als  eine  gescblnasen«  Linie, 
80  pflegt  man  unter  Diagonale  jede  gerade  VetbindnogRÜnie  Kweier  Eck- 
punkte zu  versieben  und  bei  dieser  AuTfasKung  ist  der  Sati  nicht  richtig 
Sei  z.  B.  AltCÜ  t  ein  nindscbier^s  Viereck,  so  kann  dasselbe,  nla  ge- 
brochene Linie  betrachtet,  zwei  veracbiedene  je  in  einer  Diagonale  ge- 
brochene Flüchen  begrenaen,  deren  Jede  diircb  diese  Dingonale  in  iwM 
Dreiecke  serrallt.  Fasst  man  aber  jede  der  beiden  Geraden  AC  un<]  DB 
als  Diagonale  auf,  so  bilden  beide  mit  der  ursprilnglicüenLiuin  ABCI>A\\'-i 
Dreiecke.  Der  obige  Satz  ist  also  nur  richtig,  wenn  man  unter  einetn 
einfachen  ü  -  Eck  nickt  eine  in  e-Punkten  gebrochene  ge- 
schlossene Linie,  send  eru  eine  von  einer  solchen,  sich  aelb.l 
nicht  schneidenden  Linie  begrenzte  ebene  oder  aus  ebeneu 
Stücken  Eusamm  engesetzte  FlXche  versteht,  und  als  Dia- 
gonale eine  jede  gerade  Verbindungslinie  zweier  nicht  be- 
cher  in  diese  FIBcbe  verliuft. 
losse  Blick  auf  die  Fig.  4  und  5  aftf 
ancb  dann  noch  richtig  bleibt 
Begrenzung  von  einem  odci 
eine  oder  mehrere  nach  i»n 
gebende  gerode  oder  gebroclieue  Linien  erweitert,  sofe 
man  nur  jode  neueSireckc  doppelt  als  Seil«  eahlt  and  de 
gemäss  die  Zahl  der  Eckpunkte  vergrüssert. 

Wird  in  dem  Sechsecke  ABCtiEF  die  Begrenzung  om  die  Linien  A  MS 
und  CP  erweitert,  so  verhillt  es  sich  wie  duH  beistehende  ZwÖlfeck  nnrl 
lasBt  sich  diirth  fl  Diagonalen  in  10  Dreiecke  zerlegen. 

Lehrsatz  2.  Ist  die  OberfUche  eines  Polyeders  mit  t- 
Ecken  einfach  Eusammeubangend,  so  besteht  sie  entwedei 
aus  2^  —  4  Dreiecken  oder  lässt  sich  durch  UiagoaaUn  in 
so  viele  Dreiecke  zerlegen. 

Beweis.  Zieht  man  auf  der  Polyederoberflftcbe  eine  beliebige  ans 
Kanten  und  Diagonalen  zusammengesetzte,  sich  selbst  nicht  schneidende 
geschlossene  Linie,  so  zerftillt  sie  dadurch  in  zwei  getrennte  Tbeite.  Die 
Zahl  der  Eckpunkte  dieser  Trennungslinie  sei  e^ ,  die  der  innerfn  Eck- 
punkte auf  dem  einen  Theile  i, ,  auf  dem  andern  i,.  Verbindet  man  nno 
die  inneren  Eckpunkte  eines  jeden  dieser  Tbeile  durch  eine  oder  mehrere 
sich  selbst  und  eiuander  weder  schueidende  noch  berflhrende  gerade  oder 
gebrochene  Linien  and  jede  derselben  wieder  mit  einem  Eckpnnkti 
Tkeihingsliuie  durch  Gerade,  die  ebeufalls  weder  einander  noch  die  b 
gezogenen  Verbindungslinien  schneiden,  so  vorhalten  sich  beide  Theile 
einfache  Polygone,   und  zwar  der  eine    wie  ein  solches  mit  c, -^2i 

es   mit  e, +  2',  Ecken.     Der  erstere   zerfällt  mitl 
durch  die  auf  ibtn  befindlichen  Kanten  und  ansserdeni  noch  nöthigen 


rt. 
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ganalen  in  ti,-i-ii,  —  S  Dreiecke  und  dor  ■niler«  ebenso  in  e,  +  2^  —  2,  die 

(gaöae  Oberfl^clip  initliin  in 
f, +3'i  —  2  +  fi  +2i,  — a  =  2f  — 4 
Dreiei'ke,  q,  e.  <t. 
Es  ist  lilnr  ,  dnsR  die  Oilltglieit  rlic^cB  Satzes  gnm  unabhängig  ist  von 
der  BescliafleiiLeit  der  eiiizelnen  FlSclien,  und  nicLl  alterirt  wird,  wenn  ein- 
'selne  derselben  niehrfscli  begrenzt  sind. 
Lebrsou    3.       Eine    durch     m    geschlossene,    sich    selbst 
^nd     einander    nicht     schneidende     gebrochenu     Linien     he- 
grenztc    Fläche,    welche     zusammengesetzt   ist  aus    beliebig 
von     geraden     Linien     begrenzten     ebenen     FInclienstücken 
und    von    dem    Zusa  m  ni  eu  han  ge  ,    dass  suCihr    sich    keine    ge- 
schlossene   Linie     ziehen     L^sst,     ohne     sie     zu    zer  stücken, 
beetehl  entweder  aus  a-f-2'+2fn  — 4  Dreiecken,  oder  lässt  sich 
dnrch  Diagonalen  in  so  viele  Dreiecke  zerlegen,    wonn  adle 
Zahl    der    Eckpunkte    auf  den   Begre  n  zung.slini  e  n,    i   die   der 
inneren  Eckpunkte  bezeichnet, 

Beweis,  Offenbar  entsteht  aus  einer  solchen  Fläche  eine  einfach 
xnianiinenbangonde  Pol^ederoherflüche,  wenn  auch  die  m  Begrenzungs- 
linien  noch,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  durch  ebene  oder  gebrochene 
FUcbenatUcke  verbunden  werden.  Die  so  entstehende  Fläche  zerfällt  mit- 
bin in  2a-i-2i — 4  Dreiecke,  und  wenn  die  m  Begrenzungslinien  beziehungs- 
weise a,,at...  o.  Eckpunkte  haben,  so  kommen  davon  Anf  die  Verbjn- 
dungsflächen 

n,  —  i  +  a,  —  -i  +  ...  +  a„  —  2=a  —  2m, 
nnd  bleiben  also  fiir  die  nnlangiith  vorgelegte  FIttche 

■2  «  +  2 1  —  4  —  o  +  a  ™  =  a  +  2 .  +  2  m  —  1 
Dreiecke,  wie  xu  beweisen  war. 

Lehrsatz   4.     Lassen  sich  anf  der  Ober  fläch  e  eines  Polj- 

«dera    von   e  Ecken  ti  geschlossene,   sich   selbst  nicht  schnei- 

I     dende  Linien    ziehen,    »hne    dasB    sie    dadurch    in    getrennte 

|-  Theile   zerfallt    (iüt  sie    also  2»-|-1  -fach  zKsammenhangend), 

L  «o  besteht  sieeulwederans2f-  +  4(n  — I)  Dreiecken,  oder  Usst 

■»ich  dnrch  Diagonalen  in  sn  viele  Dreieck  e  zerlegen. 

^^        Beweis.     Es  ist  offenbar  immer  m'tglJeh,  die  rt  gescfalnsMenen  Linien 

V«n)  die  Durchbrechungen  so  zu  «Ulilen,  da><s  sie  lediglich  aus  Kanten  und 

Diagonalen  zusammengesetzt  sind.    Ferner  kann  eine  ('i-|-  l)'°  geschlossene, 

«ch  selbst  nicht  schneidende,    aus  Kanten  und  Diagonalen  zusanimeuge- 

letzte  Linie  von  der  Art  gezogen  weiden,  dass  dadurch  die  ganze  Polyeder- 

oberflAcbo  in  zwei  Theile  zerfSllt,    die  alle  n+l  Linien  zu  gemeinschaft- 

licben  Grenzen  haben,    wozu  nur  uütliig,   dass  die  Projectiim  der  letzten 

Iiinie  auf  irgend  eine  Ebene  die  Projectioueü  der  ttlnig«^  »^»iiVämi\. 
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Ist  nun  a  din  Aiiiiahl  der  Eckpnnklci  nur  den  Bpgrenmngslinira.  i,  die 
der  inneren  Eckpunkte  anf  dem  einen  Theilo  derPlXche,  i,  die  derinneräB 
Eckpunkte  siif  dem  anderen  Tlieile,  >>o  aurfnllt  die  ganie  Polyederober- 
flnclip  nach  dem  voiigen  Lolirsatzp  in 

[«  +  2.,+!("+l)--l]  +  [''  +  2'.  +  2(''  +  l)-''l  =  2<-  +  ^C''->) 
Dreiecke,  wie  ru  beweisen  war. 

Hiernna  ergiebt  sicli  durch  dieselbe  ScUnssweise,  welche  angewandl 
wurde ,  um  den  dtitten  Lehrsalz  aas  dem  zweiten  aliEiileilen,  der  folgende, 
welcher  alle  vo. hergehenden  in  sicl>  enthält: 

Lehrxatz  5.  Eine  dnrch  m  geschlossene,  sich  eelbat  and 
einander  nicht  schneidende  gebrochene  Linien  begrenite 
Fläche,  welche  zUHamniengesetzt  ist  ane  beliebig  durch  ge- 
rade Linien  begrenzten  ebenen  FUchenstücken  und  von  dem 
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„  +  2<  +  2(2„  +  ».-2) 
Dreiecken,    oder    lässt    sich    durch    Diagonalen    in    so    viele 
Dreiecke    zerlegen,    wenn    a    und    (   die   im    dritten    Lebrsatie 
angegebene  Uedeutnng  haheu, 

Lehrsat.!  6.  Bezeichnen  e,  f  und  *  beziehnngsweiae  die 
Anzahl  der  Ecken,  F  lachen  und  Kanten  einer  PoIyederfUch* 
von  der  Klasse  (m,»;),  ?  die  Anzahl  der  Querschnitte,  wo  leb« 
errorderlich  sind,  um  alle  ebenen  Flitchenstüeke,  aas  denen 
sie  easaininongesetzt  ist,  einfach  zusammenLaugeDd  eq 
machen,  so  ist 

«  +  ,^=A-  +  ?-2n-m  +  J. 
Beweis.    Sei  ß  die  Zahl  der  Dreiecke,  in  welche  sich  die  vorliegende 
Fläche  zerlegen  ISsst,  rf  +  y  die  Aniahl  der  dasu  exforderlicheu  Disgona 
leii,  und  wählt  man  zur  Herstellung  des  einfachen  Zusammen  hang«  der  ein- 
zelneu Flachen  Diagonalen  als  Querschnitte,  so  ist 
1)  /'^o-f  2i  +  2t2n  +  ni  — 2) 

und 

wenn  o  und  i  die  frUhere  Bodentang  haben  und  A,  die  Anzahl  der  inneres 
Kanten  bezeichnet. 

Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichungen  folgt  weiter: 

3i/  =  2ß  +  //  =  !/;  +  «  +  a,-4-2(2„  +  „_aj  =  „  +  a(;A,  +  d  +  j); 

oder 

2^  +  2"  +  2/  +  2C2"-f  m-2J  =  2rt  +  2(^A, -l-J+p}, 
worana  durch  Division  mit  2: 
^  +  «  +  i  +  2H  +  g'-a  =  g  +  A, +ri  +  y. . 
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Beachtet  man  nun  Pinnrseits,  Aus  a-\-i^e,  and  a-^-k^s^k,  tinderi^r- 
scita,  Aass  die  Ft-'iclipnzali],  wenn  nllc  FlEchen  in  Dreiecke  zerlnj^t  wnrderi, 
eben  so  oft  um  I  verraehit  wird,  als  in  einer  einfach  begrensteti  FlSche  eine 
Diagonitle  gezogen  «-ir.l,  wülueiid  die  Qnersclmilte  die  Kiiiclietiiabl  nicht 
vermehren,  d.  b,  dass  ü^  f-\-  il,  so  folgt  bieraua  suTort: 

f+e-^Zn  +  m-i  =  k  +  q, 
wie  zu  beweisen  wnr. 

Die  Beweise  der  vorstehenden  Satze  behalten  auch  dnnn  iliro  Giltig- 
keit,  wem  die  betraehteleii  OherflHuben  ans  krummen  FiachenBtückeo 
zusammengesetzt  sind,  Kanten  und  Uiagonalen  aUo  kruramo  Linien  Kind. 
In  den  Falle,  da.is  mehrere  Kanten  zuBamnien  eine  einzig«  geHchlogsene 
Linie  bilden,  niusü  diex^lbe  jeilncb  aU  aus  weuigstena  drei  Kanten  be- 
stehend angeselien  werden,  di«  durch  3  Eckpunkte  gi-trennt  sind.  Für  Jon 
ß.  LchrsatE  kann  jedor.b  auch  diese  Beschränkung  fallen  gclaxsen  werden, 
wenn  nur  jede  snlclie  geschlossene  Linie,  die  als  Kante  gezählt  wird,  als  in 
einem  Punkte  begrenzt  aufgefasHt  wird,  der  dann  als  Kckpuokt  zählt. 
Denn  mit  jeder  Vereinigung  zweier  Kanten  zu  einer  füllt  auch  ein  Eck- 
punkt weg,  nnd  es  bleibt  nur  der  letzte,  der  nicht  weggelassen  worden 
kann,  ohne  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

fj^c  +  in-\-m  —  2  =  kJtq 
^fzoheben.     In  der  Tbat,  betrachten  wir  z.  B.  eine  von  einem  Kreise    be 
^enzte  Kugelhanho  und  nehmen  auf  dem  Kreise  einen   Punkt  als  Eck- 
vTinkt  an,  ao  iat 

e  =  k  =  f=m^\,     s  =  n  =  Oi 

e  +  /'+2''  +  '"-2  =  fr  +  v  =  l- 
r  können  alxo  den  6.  Lehrsatz  in  dieser  Erweiterung  so  augKprecben  : 

Ist  eine  aus  f  vollkommen  begrenzten  FUch  ens  t  (Ick  en 
lanim  engesetzte  Fläche  von  der  Klasse  {m,n),k  A\e  Zahl  der 
nten,  welche  sämmtlich  begrenz t.  f  die  Zahl  der  sümml- 
hen  Begrenznngspunkte,  endlich  q  die  Zahl  der  Qucr- 
tnitte,  durch  welche  fl.r  alle  FUchenslUcke  der  einfache 
.Znaammenbang    hergestellt    wird,    so    ist 

In  dieser  Form  ist  er  selbst  giliig  für  den  Fall  einer  einzigen  geschlos- 
aenen  oder  unendlichen,  nur  iu  einem  einzigen  Funkte  begrenzten  In-f-l-fach 
«■»ammenhangenden  Fläche,  z.  B.  für  eine  Biemann'Bche  FlAche  T. 
Denn  für  diese  hat  man 

te=/-=I,     m=k=Q,     q=2n, 
Eine  noch   weiter  gehende  Verallgemeinerung  dieses  Satics   ist  der 
»beu  erw&hnto  „Censtts  rSumlicher  CompleiLo"  von  J.  B.  Liating. 


ZUL    Die   EloktrlolUtobewegan^    im    galvaniachen   Strom«. 

J,  LOSCHMtDT. 

Da  sieb  die  Aaft'tuenng  der  galrAiiisdien  Bewegung  aU  eines  DnppeN 
Stromes  zweier  riüaHigk«ilen  fn<it  ditrchgelietids  ao  übfraiis  branchbar  « 
weist,  so  Bcliien  es  mir  wahrscheinlich,  dags  anch  dem  Ohm'scben  GesetKl 
ein  Satz  der  Hj'drodynftmik  entsprechen  werde. 

Dies  ist  nun   iu  der  That  der  Fall,  und  zwar  ist  derselbe  iKngst  I 
kannt:  in  einer  specielleo  Form  tvKgt  er  den  Namen  desFoiBenille's 
Geset'^es. 

Beknnnlticb  besieht  sich  dasselbe  auf  dss  DurchstrSraen  von  FlHas 
keitpn  durch  längere  Köbren  nnter  conslantem  Dtncke,  und  bestimfrit  i 
Volumen  der  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  f^uersohnitt  der  Köhre  g 


den  Y\üst 


oder  die  Aasüai 


lenge. 


Eine  theoretische  BpgrUndnng  dieses  Gesetzes  verdanker 

Er  geht  dabei  von  der  Newtnn'schen  Annahme  ans,  dass  die 
bong,  welche  zwischen  zwei  benachharten  Flüssigkeitssuhicbten  oder 
sehen  einer  Flüssigkeitsschicht  ond  der  aie  berührenden  GefSsswand   atsl 
findet,  proportional  sei  der  DiiTercnz  ihrer  Gesohwindigkeitei 

Stefan,  welcher  auf  Grundinge  dieser  Hypothese  die  H< 
allgemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen  einführte  und  dieselben  dai 
Buf  mehrere  specielle  Fälle  anwandte,    hat  dasselbe  I'roblem    behandelt 
und  ist  zu  ganz  gleichen  Ergebnissen  gekommen**). 

Wenn   man  mit  R  den  Radius  der  Rühre,  mit  P,  und  P,  den  Dtut 
innerhalb  derselben  in  den  Abstäaden  .^,  und  S,  bezeichnet,  und  nnter  | 
und  fi  die  Ooni-tanten  der  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Köhrenwiti 
und  zwischen  awei  benachbarten  t'lilssigkeitsschichien,  endlich  unter  p  die 
Dichte  der  Flüssigheit  verstoht,  so  ergiebt  sich  fiir  das  durch  einen  (^uer- 


Bcbnill 


r  Zeiteinheit  stromende  FlässigkeitsqiiHntum  q  dt 


r  Ansdr 


w»B^^ 

die 
ler- 

I 


Nehmen    wir   nun    slatl    einer  einzigen    oine  grosse    Anzahl   gleiob«r 
Röliren,    vereinigen  selbe  in    einem  cylindrisohen  Bündel    und  bestimmen 

sodann    die    Fiüssigkeitsmenge    Q,     welche     in     der    Zeiteinheit     durch 

einen  Querschnitt  rv  dieses  BUndels  strömt.     Wenn  wir  mit  n 

von  Röhren  bezeichnen,  welche  nnT  die  Flächeneinheit  im  Querschnitte  d 

Bündels  entfallen,  so  eihn|[<'n  wir,  wenn  mt  Abkürzung 


•)  All«  deBson  Vorlosuii^en,  mitgrüllieilt  Ton  Jacobäu 
I  Itois'  Archiv  für  Anat.  d.  PIij*.   IHtiO,  gi.  Hll. 

**)  J.  gtsfati:  „Uebcr  die  llcwef-unL:  Hiissiner  Körper 
iiuur  Ak.  Siti.  Ua.  iü.  IbÜi. 


2     XlH^iJ 


1  und  Inhalt  gai 


inen  Ausdruck,  welcher  nach  Fo 
Oesels«  UtieteinslimniC. 

Die  nnsurer  D<!iluction  zu  Grande  lip^onde  physikalis^liB  Aosiclit  läuft 
tnbar  darAuF  liinaua,  liaas  der  gnlvanisclic  Leitungsdraht  als  eine  Rohre 
beirachtct  wird,  angefüllt  mit  porösem  Materinle,  durcli  wnlche  das  elek- 
trische Fluidum  liindnrchgAtriehen  wird.  Die  Gtübbo  der  Poren,  die  Dichte 
der  elektrischen  Flüssigkeit,  sowie  die-  Stürke  der  AdhäHinn  di^rselben 
xur  Matprie  des  Leiters  bestiuinicD  die  specifiscbe  Leitungbfithigkrit  des 
.letzteren. 

hhoff  hat  den  Grund  :£ti  einer  Theorie  des  (nicht  constanten) 
galvanischen  Stromes  gelegt  in  zwei  Abhandlungen:  „Ueber  die  Bewegung 
der  KlektricitJTt  in  Urälilen."  Pogg.  Ann.  lOOj  1857,  und:  „Ueber  die  Be- 
wegung der  Elfklricität  in  Leitern."    Pogg.  Anu.  102;  1857. 

Da  derselbe  dabei  das  Oh  tri 'sehe  Gesetz  zum  Ausgangspunkt  genom- 
iDfin ,  und  dieBes,   wie  wir  oben  nncligewiRsen,  als  ein  hydrodynamisches 
■nrgefasst  werden  kann,  so  wird  sich  auch  zwischen  seinen  Endgleichungen 
Rlr  die  ElektrIcitHtsbcwegung  und  denjenigen  hydrodynamisi^hen  Gleichan- 
s  Slrömen  einer  Flüssigkeit  durch  ein  System  von  Rr.h- 
r  Strömung  gelten,   eine  gewisee  Uebereinstimmung 
ir  wollen  diesen  Nachweis  hier  nur  für  den  specinl- 
r  Eleklricit&lsbewegnng  in  DrShten  durchführen, 
le  Axe  der  Elementarröhre  zar  Axe  der  J  und 
bezeichnen  die  Geschwindigkeit  längs  derselben  mit  u,    mit  p  und  q  aber 
Brnck  und  Dichte  der  diirciislrömenden  FlUsRigkeit;  endlich  mit  l  den  Co- 
efficienten  der  Heibung  zwischen  Wand  und  Fllisaigkeit,  und  beschrünken 
ttasere  Betrachtung  auf  das  Verhallen  der  unmittelbar  an  die  Rohreowand 
UiBtoBsenden  in  Bewegung  beßndlicheu  KonenfSrmigcn  Flüssigkejtsschich- 
i  Radius  R.     E«  geht  dann  die  allgemeine  Gleichttng; 


l^n,  welche 

hen  hei  nicht  stnlionilie 

küchweisen  lassen.     ^ 

und  wichtigsten  Fall  dei 


rix 


+''^+ 


=«j7  +  <"'j; 


Uuänilicli  in  u 


gesetzt  ward. 

Hierzu  kommt  nncli  die  sogenRnnle  Continiiitätsgleicliiii 
onsereu  Fall«  folgeude  Gedtalt  aDnlmiut: 


hofft 
1. 


Die  den  Gleicliungen  /1)  und  £)  eDtspreehenden  Gleichin 


-+4»*"*%- 


II. 


dx 


2  dt 


Es  tieziehen  sich  diese  beiden  Gleichnngea  auf  ein  geradlioigei 
eines  Drahleü  ?nD  der  Länge  /,  der  von  solcher  Feinheit  zu  nefamen 
dass  dessen  Radiuu  a  gegen  die  Länge  t  als  verscli windend  angesehen  t 
den  darf. 

In   denselben   bedeutet  i  die  IntensitHt  des  Stromt^s  in  mecUanischi 
Maas  ausgedrU^^kt,  edx  die  Menge  der  Treien  Elcktricität ,  die  in  dem  den 
Elemente  dx  entsprechenden  Thiilo  des  Drahtes  enthalten  ist,  ferner  k  die 
specifische  Leitniigsfähigkeit  dos  Drahtes,  und  c  die  bekannte  Weber'eche 
Constante. 

Die  Ucbereinstitnmnng  zwischen  den  Gleichungen  ß)  und  IL  Ist 
vornhinein  gesichert,  da  beide  aas  demselben  Principe  abgeleitet  sind. 
zeichnen  wir  die  Dichte  im  nntürlichen  Zustnndc  der  Flüssigkeit  mit  (^ 
und  setzen  p  ==  pn  +  ilp,  so  fiihrl  die  Betrnclilung  jener  beiden  Gleichnn- 
tinbme,  dass  die  DicLtigkeilsündernngen,  welche  die  Flüoflig- 
mmer  so  klein  bleiben  müKseu,  dai^s  ^g  neben  ^y 
;ehen  werden  darf. 


^ 


keit  e 


udcr. 

'rführt,   immer  so  klei 
schwindend  klein  nngofiehen 

Dadurch  geht  ß)  über  ii 


s  verj 


und   wir  erhallen  ah 
Gleichungen: 


Bedingung   di 


rfe 


geforderten    Uebereinslimmnng  did 


l_de 
'  a  dt' 
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Diese  integrirt,  geben  schliesslich: 

Der  Sinn  dieser  Gleichungen,  sowie  deren  Verträglichkeit  mit  der  zn 
Ginude  gelegten  Anschauungsweise  Über  das  Wesen  des  elektrischen  Stro- 
mes, liegt  klar  zu  Tage.  Der  Factor  2  in  der  letzten  Gleichung  rührt 
daher,  dass  man  den  galvanischen  Strom  als  Doppelstrom  aufzufassen  ge- 
wohnt ist. 

Um  nun  die  so  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung  J)  einzuführen, 
haben  wir  in  dieser  vorerst  den  Druck  durch  die  Dichte  auszudrücken. 
Wenn  wir  mit  Pq  den  Werth  von  p  für  Jqs=o  bezeichnen,  so  können  wir 
setzen : 

P^Po  +  ßZT' 

wo  ß  einen  constanten  Factor  bedeutet. 

Damit  erhalten  wir  schliesslich  für  J)  die  Form 

de      2M       2g^  di     2   idi  • 

^)  di  +  -j"^f'dt  +  ßdF-'' 

Um  die  Gleichung  A')  mit  der  Gleichung  I.  ron  Kirch  hoff  in  Ein> 

klang   bringen  zu  können ,   mnss  das  Glied    --  —   fortwährend  so  klein 

*  o  sc 

bleiben,  dass  es  neben  den  anderen  Gliedern  der  Gleichung  vernachlässigt 
werden  darf. 

Es  ist  dieses  dieselbe  Voraussetzung,  welche  man  sich  bei  der  Behand- 
lung der  Schallwellen  in  der  Luft  erlaubt,  und  die  darin  besteht,  dass  die 
Geschwindigkeiten  und  Dichtigkeitsändernngen  überall  sehr  klein  bleiben 
und  sich  von  einem  Punkte  zum  anderen  nur  langsam  ändern.     . 


Es.  ist  bcknnni ,  dnes  man  mittelst  lieBtimmtPr  Inipgrnle  I.ösiingcn 
«inerlinenren  Difffironzengleicliung  mit  gauiPn  linearen  Coefficienten  linden 
Icaim.  Es  ersclieint.  aber  wliDHclienswertli ,  dnsa  wenigstens  ftlr  den  Fall 
einer  linearen  Differeuzengloiclmng  zweiter  Ordnung  die  Integration  oin- 
mnl  völlig  durcligefillirt  werde,  einmnl,  weil  Lierbei  die  bestimmten  Inte- 
grale bis  jetzt  in  au  beschrankter  Weise  auTgerasst  wurden  und  so  die 
vollaländigon  Lösungen  in  vielen  Fällen  nicht  liererlen,  sodann  weil  sit^b 
das  interessante,  vielleiulit  noch  unbekaDiite  Resultat  ergiebl,  das9  die  voll- 
etandigen  Lösungen  diircL  hypergeoroetrisclie  Reiben  erhallen  werden  als 
Functionen  der  in  ihnen  enthaltenen  Constanton. 

Wir  stellen  hier  die  nllgemcine  Diflerensengleichiing  zweiter  Ordnung 
mit  ganxeii  linearen  Cocflicienlen  unter  der  Form  einer  Recursinnsformel 
»nf,  weil  sie  als  solche  in  der  Analysis  am  meisten  vorkommt.  Diese  brin- 
I  gen  wir  (§  I)  auf  eine  einrnchere  Form  und  leiten  für  diese  die  bestimmten 
^  Integrale  her,  welche  (wie  im  §2  bewiesen  wird}  die  allgemeinen  Lösun- 
g»ii  derselben  bilden.  Im  §  2  drücken  wir  dieselben  Lösungen  dureh  hyper- 
geomelriscbelieihen  auH,  wobei  jedoch  constante  oder  periodische  Facloreu 
«rti*chlfi88igt  sind.  Sodann  werden  [§  3)  einige  Orenzfiflle  erledigt,  zu 
denen  auch  der  Fall  gerechnet  werden  kann,  in  welchem  (§  4)  das  be- 
einen  DiSercntialijnolieutBn  mit  ganzer  Ordnungs- 
It  und  so  auf  eine  viel  einfachere  0|)eraiion  zurückgeführt 
inderer  Fall,  der  in  der  br.quemereu  Formel  3)  des  §  I  nicht 
wird  im  §  5  hergeleitet.     Es  kann    aber   (§  6)   immer  ein< 


stimmte  Integrs 
xahl  vorwandel 
vird.  Ein  besi 
enthalten   ist, 


Fanciioi 


;i'gebcn  werdet 


I  Differentialt^uo\,\eQt«xi,  iwT  *\tt«a\^ 
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Ueber  eine  RectirsionBforniel. 


eine  ganze  negative  Zulil  sein,  in  wclclipm  Fnlle  einige  der  Integrale  nii' 
endlich  werden,  welcher  Fall  als  Grenzfall  besonders  behandelt  wird.  ■ 

Setzen  wir  nnn  Id  3]  die  (von  n  unabhängige)  Conatanle  Jii  die  Forni  1 

„".{.-»)'.*-, 

worin  nunA'  auch  von  a  unabiiängig  sein  mag,  bo  stellt  das  Integral,  genom-  - 
inen  Bwiacleu  je  einem  Paare  der  angegebenen  Grenzen,  je  einen  Zweig] 
der  Riemann'flcheii  Function 

(b  +  ab'-  \ 

»+.-'rt4-.  — "-'.         ^-!~-.   } 

dar.  Und  aragekebrt  ktinnen  (nach  Riemann's  Abhandlung  Über  di«, 
hypergeometrische  Reihe  pag,  22)  znr  Darstellnng  eines  Werthes  dieser 
Function  48  verschiedene  Integrale  dienen.  Beachtet  mBn.  dass  die  Con- 
Btanten  einer  P- Function  nicht  Constante  in  Bezug  auf  n  sind,  so  wird  man 
dieae  der  Recursionsformel  gemttes  hesiimmen  mliasen  ,  und  erhftlt  dann  fttr 
dieselben  Grenzen 


0,     1  , 


die  acht  verschiedenen  Formen 


3)  _y.-"*'.(i-.)'—  ',(1-».»  -(c-.i  '.j,. 
"( — i)-' 

/_  li  b  +  nli'  b  +  b' 


.(!-') 


".{l-os)"('-").<(.. 


Von  ür.  J.  Thomae. 


/•- 


an<)  wenn  man  nuf  deo  mit  dem  Factor  n  beb&rteten  Tbeil  die  partielle  In- 
tegration anwendet 

-[.   ".ii-.)(i-».).r]  =  o. 

Damit  nun  hierin  zuerst  der  mit  dem  Integralzeichen  beliafteto  Theil 
Terschwinde,  hat  man  V  aus  der  linearen  Differentialgleichung  zu  bestimmen 

(1-.). (]-».)   "• 

auB  welcher 

i  +*;  _  j  ^   ft  +  ni'  _ 

F=  Ct.HS(.  (i  -  S)  '  —  "         .(l-rts)       "Cl-a) 
Bicb  ergiebt.     Damit  dann  noch  der  Theil,  welcher  dnrcii  dio  partielle  In- 
tegration vom  Integralzeichen  befreit  wurde, 

verschwinde,  mUBs  man  die  Inlegralionsgrenzen  nnf  irgend  ein  Paar  der 
Tier  GiÖEsea 

0,      1.      — ,       (X 

fallen  lassen,  woraus  sechs  Integrale  entspringen,  in  denen  noch  die  Inte- 
grationswege willkürlich  sind.     Damit  aber  die  sechs  Integrale 

/b+J/  __  j  _  6 -Hui'   _ 

genommen  zwischen  den  Grenzen 


inch  in  den  Fällen  einen  Sinn  haben,  in  welchen  die  Integraliou  nicht  biß 
an  die  angegebenen  Grenzen  zulüssig  ist,  muss  man  diejenige  ModiKcation 
des  Weges  eintreten  lassen,  welche  ich  in  dieser  Zeitschrift  in  diesem  ßnnd 
pag.  öl  n  52  in  einer  Abhandlung  Über  die  Riemann'schen  P-Funclinnen 
für  solche  FKlle  angegeben  habe.  Diese  Modification  bewirkt  auch,  dass 
der  Theil 


schwindet,  selbst  dann,  wenn  er  bei  der  gemeinen  Annahme  des  Weges 
mdlich  wird,  nur  darf  nicht  ctne  der  Zahlen 


354  üeber  eine  Recursionsformel. 

die  swei  Reihen,  welche  dieselben  Zweige  einer  AFanction  danteilen  ond 
dasselbe  leiste  Element  haben,  neben  einander. 

^("-''ir-V      ..      /        b  6+6'  6  +  6-         \ 

_        n(n+--i)  j^^j.  ^^j. 

•         il(«+--t)  ^       6  +  a6'  .  6+«6'       1\ 

\       a.l  —  a       ) 
^  17(1  — «  — ^-i^^  «.1  — fl     «/ 

iT(-«  +  l)  « 

23)      \  ^V    ""     7T=ra) 

J,  6  6  +  «6'  6  +  a6'        1\ 

V  a'         a.l  — a'  a.l—«        «/ 

24)   ^(''+  a"  V    „/  6  +  a6'  .  h  \ 


25) 


^("+7-0»    ,/    ^6  6+6'       6^  .X 
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\  «        l  —  a  a  J 

^  n      (  b  +ah'  b  \ 


28) 


30) 


31) 


\        fl.l  —  a        / 


/                          b            b+ab'                   I     \ 
^•(w-I,     w+-  —^ +/*, ), 

n(.+  i-) 


/6  +  ft'      t  +  ofr  fe  +  «ft    ,   _  I     \ 


/  b  +  ab\ 

\  a.l— a/ 

/  b  b  +  ab'  1     Y 

\  a  a.l  —  al  —  a/ 


77(— n  +  l)  « 

fl   X 


„/  b+ab\' 

n[i-n^-^ — ) 

j  1  _  .^ , 7- ,       2  —  « , 1, 

\         i  —  a  a.l  —  a  a.l  —  a      1  —  a/ 


Tlj-n  +  l)  /b  +  b'   ..  .   ft  +  gf       6  +  ft'  a  \ 

32)       /        ft+y        \-*^Vr=^'    '+inT^^'     ^7^-"+*'    a"=TJ' 

V      1— a       / 
^        /  __^+^_A  V     a.l— a  l  — a^    *  1  — a'     a— 1/ 


"'  "fei;-""- n-"'  -^.  -r.  -i> 


3») 

30) 


4). 


4)- 


Dass  zwischen  ja  drei  der  hypergeoniütrischen  Reihen  18),  17)  . 
eine  lineare  hnmogBne  Gleichung  besiehe,  ist  aus  der  Thnorie  der  Rie 
mann'Gclien  P-Ftmctinneu  und  nach  sonst  bekannt,  und  zwar  sind  di* 
Coefficienten  periodische  Functionen  in  n.  Es  folgt  dies  aber  auch  ontlu 
wendig  daraus,  dnsa  diese  Reihen  ^iner  und  derselben  DifferenEOD) 
zweiter  Ordnung,  nämlich  der  Recursionsformel  2)  Geuage  leisten.  Dam: 
jedoch  jene  Formel  voUgiiindi^  durch  diese  Reihen  integrirt  werde 
uritbig,  dass  niiudeatens  Ewei  unter  ihnen  sind,  zwischen  denen  nicht  scho 
für  sich  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  periodisi 
besteht,  durch  wntclie  zwei  Lösungen  sich  jedwede  dri 
fundcne  linftsr  and  liomogen  mit  periodischen  CoeTficieDten  ansdrflckefl 
lüsst.  Solche  zwei  Losungen  sind  z.  D.  16)  und  IH).  Besteht  nffmlicll 
sclion  zwischen  zwei  Functionen  <fi(n)  und  'F(n)  eine  lineare  homogei 
Gleichung  mit  periodischen  CoeTficienten ,  so  ist  das  Verhältuias  dieser  bei 
den  Functionen  selbst  eine  periodische  Function,  d.  h.  es  i 

oder 

Ö>{«  +  I).  ^(/i)-^(«+l). «(«)  =  &. 

Dass  aber  dieser  Ausdruck  von  Nnll  verschieden  sei,  wenn   man  fSt 

*  und  'P  die  Keihen  16)  und  18)   einsetzt,  folgt  luimittelbar  aus  dem 

Kiemnnn  in  seiner  Abhandlung  über  die  Gaussischc  Reihe  pag.  17  fflr 

solche  AuHdriicIifi  gegebenen  Werthe.     Also  sind  die  beiden  Lösungen  von 
einnnder  unabh.lngig. 


Setzt  man  irgend 
die  RecnrsionsFormel  2)  ein,  so 
Gans.i'  Gezeichnung  contiguen 
halber  die  Function  26)  und  set 


l  —  H—  - 


"+I. 


angeführten  hypevgeometvisehen  Reihen  id 
liefert  sie  eine  Relation  zwischen  drei  nac 
Functionen.      Wfih'len  wir  hierzu  Ueispie 
sen  einen  Augenblick 


I- 


/(■«-i). 


'''=((i-?M+c 


Von  Dr.  J.  Thomab, 


I  3)  Qber  in 

ly-a).F(^- 


-t.  ß.  /,  x)  +  [[^-«)j--h2tt-^]  P(«,  ß.  Y,  x) 

+  tt  {X-  l) .  F {«+  \,  fi.  Y,  X)  ^V . 
»alches  in  ilor  Tliat  eine  der  von  Gauss  RufgestelUeu  Formelu  ist.     Mrii 
könnte  aucli  amgekclirt  diese  lioltannie  Fonnel  nla  Recarsionsformel  iiiter 
preliren  in  Bc^zu^  nuf  n,  und  durch  t'ortsetzung  der  P-  b'unutton  EU  dea  all- 
gemeinen LüBUDgpu  der  KecarBionsforaiel  2)  gelangen. 


In  den  speciellen  Fallen,  in  welchen  a  einen  der  Werllj' 
ftnniintnt,  belialteu  iwar  unsere  Losungen  auro  Theii  iuiniei 
keit,  da  sie  aber,  weil  -sie  als  Grenznilie  zn  behandeln  sind 
wesentlich  findern,  ho  erscheint  es  zwockmSssig,  die  resültir< 

I|>BBOQders  aufzustellen. 
Für  (1=0  nimmt  die  Recarsionsform«!  die  Gestalt  an 
40)  „y  („  +  2)  +  (i- „) y  («  +  1 )  +  6 j  («)  =  0. 

i«der  auch,  wenn  man 
DI 


',  I  oder  Cß 
inch  Giltig. 
hre  Gestalt 
len  Formen 


yW^ 


n{n^2) 


r««tzt , 


X  (n  +  2)  +  (!>■- «) x{»  +  l)  +  b(n-l)x  (H)  =  0, 
ond  bildet  daher  einen  speciellen  Fall  den  noch  ausgeschlossenen   Falles, 
dass  A"  in  der  Formel  1)  gleich  Nnll  sei.     Das  Integral  3)  nimmt  dann  die 
Gestalt  an 

«)  //•.,-"+'.(■-<)'+'■-'.., 

xwifcchen  den  Qrenxen  0,  1,  od,  and  zwar  wird  der  Integrationsweg  nach 
der  letzteren  Grenze  so  zu  fflbren  sein,  dass  bs  auf  ihm  einen  immer  grösser 
werdenden  negntiven  reellen  Theil  erhttlt.  (Fiirft'=0,  6  =  1  erhSit  man 
hei  Annahme  der  Grenzen  0,  oo  die  Losung  /T(— n  +  l).)  Die  hyper- 
geometrische  Reihe  1(3)  nimmt  fUr  a  =  D  die  Gestalt  an 

i  n(-..  +  i) 

«(-»  +  »+»■+1)" 
)  V        '-"  a-~  +  i  ;-.  +  ,.-■  " 


iu  »lieber 
Saramea)  E 


mme  dns  AnraiigRglied  (^^0)  (wie  auch  in  ile 
I  zu  setzen  üt.      Uie  Reihe  IT>  geht  tibet  iu 

/;(-^+ii 

m-n  +  b  +  f+l)" 
h  +  h'  b  +  f>'+l_  ft  +  i/+j.— t_ 


1    fftrt' 
I  fnlgendeu 


I  2lM-i- 
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Die  UeihH  1»)  «ber,  ' 

dividirl  wird,  gellt  über 


!  Recursionsformel. 


a  sie  mit  iler,  in  Bezog  auf  n  constantan  0: 


46) 

und  Itl)  in 

40) 


-l  +  l 


IV  "-}_     _^'-_L±J_         'i-l  +  ix-l        (-1)' 


n{r,  —  b  —  b'—l) 
1  _-/,_//    1  —  b  —  b'+l       1  —  fr  —  6'-f  it  —  t       w 

-6  — 6'+I  "'n  — fr  — fr'+fi-^  '  Tfi^)" 


Füra  =  l  geht  die  liecuraionsformBl  über  in 
47)  "y  ("  +  2)  +  (ft- 2 ")  y  («  +  !)  +  (*  +  ")  y  (")  =  0 

und  ibre  Lösangen  24),  25),  25),  27)  in 

n{«+b-l)     -^      2-„    2_n  +  l       2-  n  +  fi-1    (6+fty 
■**'    i7(n  — 2)     "^Wa  +  fr'  2  +  A  +  i'"2  +  i  +  (i  — r    /I(tt)   ' 

JI(«+ft-l)   -^      «+_ft    ,H-MiI      n  +  b+j,^--!     (-l)^.(&+fr'] 


iw 


wa+6  2  +  6  +  r'2  +  fr+fi— I        no«) 

A  +  1       1— Fl  — 6  +  fi  — 1     (H-6> 


»..  :?, 


-»+1 

-i+i 


i  +  c-i 


nw  '• 


«  - 


-s+i  ■■ 


-»  +  (•-1  nw 


iL 


Uamit  die  Eecursionsformal  2)  auch  fiir  a  =  a>  einen  Sinn  habe,  mm 
man    dieBelbe    erst  durch  a   dividiien  und   daan   zur  Grenze    übergel 
Setzen  wir  dann 


worin  c',  c  beliebige  Grossen  sein  kSnnen  (Null  z,  B. ,  wenn  6,  6'  endli) 
sind),  so  erhält  die  Recnreionsformel  2)  die  Gestalt 

(c-_„), („  +  !)  +  (£  +  „), M  =  0, 
deren  allgeraeine  Lösung  bekanntlicb 

n(n  +  c-l) 

nin-c-l) 
ist.     Man  gelangt  aber  auch  xn  dieser  LöNang,  wenn  man  in  20)  0*31» 
o  =  CO  aelzl.     Es  ziehen  sich  dann  die  bypergeometriscben  Reihen  auf  il 
.Anfangsglied  lurück,  und  es  bleibt  von  jenen  Lösnngen  nur 
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flbrig.     Setzt  man  auch  noch  in  dem  Integral  14)  a=ix>,  so  erhält  man 

/-—■-'.(>-,)"+'-'.*., 

sIbd,  Abgesehen  von  einem  conataatea  Factor,  ebenfftlls 

Um  für  die  Recnmonaformel  47)  aach  noch  eine  Lösung  in  Integtal- 
,fiiTin  sn  haben,  verwandeln  wir  das  Integra]  13)  durch  die  Sabstitntioa 


=>),-,)'-^/^-.„-,^"-.(,-=^,y^»-'.., 

wekbea  für  11=  1  übergeht  in  das  Integral 

1-1      /•*  +  «— l  — ii  +  I      — (6  +  6")j 

58)        (_i)  .Js  .(1-s)  .e     ^  '    .rfj, 

nnd  für  6=  —  b  die  Lösung 


//  {u  -  -i) 
liefert,  deren  Richtigkeit  noch  n  posteriori  \a\c]il  erkannt  wird. 


Die  Intogralaasdrücke  für  die  Lösangen  der  Recnraionsformel  2)  sind 
selbst  bei  den  von  uns  angewandten  Uodificationen  des  Weges  nicht  alle 
-direct   brauchbar,  wenn   einer  der  Exponenten    der  nnter  dem  Integtal- 
seichen  stehenden  Function,  d.  h.  eine  der  Grössen 
,        A       6  +  6"      6  +  ai' 


1- 


1.1— a 


t&ae  ganze-  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  ist.  Es  werden  in  die- 
sem Falle  einige  der  Integrale  unendlich.  Bei  der  Darstellung  dei  Lö- 
sungen durch  hypergeometrische  Reihen,  wie  sie  oben  anfgestellt  sind, 
flndet  sich,  dass  für  die  beiden  letzten  Exponenten,  also  wenn 

ganzzablige  Wettbe  annehmen,  ein  Unendlichwerden  überbsapt  nicht 
•intritt,  dasa  hingegen  für  die  beiden  ersten  Exponenten,  also  wenn 


-^(■^r) 


360  lieber  eine  KeeurBionBforaiel. 

ganzxahlige  Werthe  minehiiien,  dia Reihen  selbst  endllcli  bleiben,  nnd  ni 
die  dnvorsteheDden  Factoren,  von  n  abhängende  /7- Functionen,  anendtii 
werden  kännen.     Diese  Usseu  sieb  aber  mittelst  des  S&taes 

nach  MultipItcatioQ  mit  den  periodinclien  Functionen 

(~1)"»1>|  n»  bez.  i—l)''sm{n+  -\k  , 

so  umformen,  da«s  die  Lösongen  endlich  bleiben.  Es  lassen  sich  aber  di 
Integrale  auch  noch  in  diesem  Falle  verwenden,  wenigstens  bei  der  fall 
angenommenen  Mndificalion  des  Weges,  wenn  man  sie  mit  einem  paasM 
den  Factor  maltipliuirt,  der  da  verscbwindet,  wo  die  Integrals  unendlio 

In  den  Fällen,  in  welchen  , 


besiebenllich  gsnze  negative  ZahlwevtliP  durchlaufen,  erscheint  na  bc 
kenawerth,  rlftss  die  beiden  von  einander  unahhftngigpn  Lösnngea  de; 
cursionsformel  2)  für  diese  Werihreihe  ein  conatantes  Verliältnisa  habet 
müssen,  um  nnr  einen  Fall  zn  betrachten ,  sei  n  —  2  eine  ganze  negatii 
Zahl  und  ^  (n)  eine  Löüung  von 

"!/  C"  +  2)  +  (*'-  n^ ■  ")  »  ("  +  1)  +  (A  +  " n)  y  (»)  =  0 , 
dif  für  n^ä,  n^l  endlich  bleibt.     Dann  hat  man  aur  Bestimmung  roi 
^  {«)  das  Gteichungssystem 
0.tf.(2)  +  6'.v(l)  +  ftf  (0)=0, 

-  t  (I)  +  (A'+  1  +  «)  t;'  (0)  +  C*  -  «)  *  (-  1)  =  0 , 


.US  welchem  folgt,  dass  ifi  (0)  aus  if  (l),  dann  if  (—1)  aus  1/1(1),  if  (- 
ins  ffr  (I),  .  .  . ,  ij!  (— wi)  aus  V  (1)  linear  homogen  nnd  endlich  bestimmt  ist, 
ind   also  nur  diesen    einen   willkürlichen   Factor  enthält,   was   sn  bew^' 
len  war. 

Man  erhHit  aber  Lösungen  ans  dem  Integral  ausdrucke  zuerst  filr  po' 
itive  ganae  «  —  I  in  folgender  Weise.     Es  bedeutet  das  Integral 


/.- 


enn  die  Integration  in  gewöhn 

rstrcckt  werden  kann,  also  wem 

3  ät,  die  Summe  der  Iiit_eBrale 


im  Sinne  nicht  bis  an  den  Pnnkt  Null 
r  reelle  Theil  von  n  grösser  oder  gleich 


ier  iiit_eBrale 
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1 

S  .(1-5)1-«  .(1— Ö5)       «-i-«  .ds 

e 

0 

/•  b-hb'      ,  b-hab' 

t 

worin  das  letzte  Integral  über  eine  in  positiver  Richtung  (links  herum)  nm 

den  Punkt  ;  =  0  herumführende  Schlinge  zu  nehmen  ist,  die  in  e  anfängt 

und  in  £   endet  und  ausser  dem  Funkte  Null  keinen  Verzweigungspunkt 

weiter  enthält.     Multipliciren  wir  nun  mit  der  periodischen  Function 

—  2(n  — l)«t 

und  setzen  dann  für  n  —  1  eine  ganze  positive  Zahl ,  so  geht  der  Ausdruck 
(nach  dem  Cauchy'schen  Satz)  über  in 

t 

(1  — 5)1  — «         .(1— flg)      «    1— fl 
64)  ^        » 

wenn  nach  der  Differentiation  8  =  0  gesetzt  wird.     Auf  diese  Weise  findet 
man  folgende  Lösungen  der  Recnrsionsformel  2) 

wenn  nach  dem  Differenziren  5  =  1  gesetzt  wird ,  und 

n{n-2)     "d,»-»"  •(»-*)     "  J* 

wenn  nach  dem  Differenziren 


a  — 1 
gesetzt  wird  etc. 

Wenn   aber  n  —  2  eine  ganze  negative  Zahl  ist*,  so  findet  man  aus 
8)  die  Werthe 

{-af       d-^'^^r^tt^  «„»AI 

''^  ;7(-.-^-y."?^^L.     ^-«.(1-..)  -J 

für  5  =  1,  oder 


lieber  eine  Recursionsiormel, 

4  +  6'  6+«*'-] 


für  «  =  0.     Wenn  ferner 


,—  ti  + 1  r  _ b  +  b'  6+«i 


eine  gnnze  oegalive  Zabl  ist,  so  erhSlt  ninn  aus  4} 

ja  r    ft  +  nÄ  -] 

(/s        " 
für  s  =  I ,  und  wenn 

eine  ganze  negntive  Zahl  ist,  aus  15) 


ttt) 


(-1) 


"(-"-^)    .,-(-^) 


etc.     Wenn  aber  e 


A  +  nÄ' 


eine  ganze  negative  Zahl  oder  Null  ist,  no  reicht  dasselbe  Verfaliren  koI^ 
die  bestimmten  Integrale  in  DifTerenlinlqnotienten  su  verwandeln.    Es  sind 
jedoch  dann  diese  Difrcrenlinlquotienlen  in  Beiug  anf  ihre  Brancbbarkdl 
nicht  an  epecielle  Werlhe  von  n  geknüpft,  sondern  allgemein  verwendbi 
Man  hat  zur  Verwandlnng  der  In  tegrat  aus  drücke  in  Uifferentialtguotient 
jene  mit  den  Factoren 

l—e     1—"       ,     1  — e     fl.l  — fl 
beziehcnlHch  zu  veraeben  und  dann  erst  fUr 
b  +  b-        b  +  ab' 
T^^  '     n  ~.  l~-~  a 
ganze  Zahlen  zu    setzen.     Auf  diese  Weise  liefert  i 
wenn  *  +  *'___ 

1— rt  ~ 
ist .  die  für  ulle  n  giUige  Lösung 


fUr  s  =  'l.  Ist  m  =  0,  d.  h.  6  =  —  6',  so  erhitlt  man  als  Lösung  eine  Coi 
staute,  einUesnltat,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  leicht  a  posteriori  duj 
l^insetzen  in  2)  Überzeugt.     lat 


.  das  Integral  t] 
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10  liefert  4]  die  Löanng 


".(I 


-...,-T 


„■.77(-.+i.)  j"   ' r 
„(-.-I)-.."-L< 


filr  s 


D<1  ist 


b  +  .. 


Eo  liefert  iUb  Integral  8)  die 
positive  Znhl  wi,  so  liefurt  ilns  Intpgral  ()) 


di«  Lüsnng 
04) 


„  ,r  r       « + -  - 1 


LAt   «t^O,     Diese  Formen   kbi 
■  pnlerlasseti. 


lehrt  werdeil, 


5  5. 


■  dl 

r 

■  Die  ZurUckfUhrUDg  der  RecorBionsrormel  1)  Kufdie  Formel  2)  liat  uns 
'  wesentlich  dazn  gedient,  die  Lösungen  ctiircb  Integrale  in   einer  Form  zu 

erhelten,  welche  die  der  IniPgTJiIe  ist,  die  zar  Uarstelhing  der  hypergeo- 
metriscben  Reihe  benutzt  zu  werden  pflegen.  Dabei  wurde  aber  voraus. 
,  gesetzt,  dasa  a"^0  sei.  Jetzt  wollen  wir,  nur  um  den  Fnll  zu  erledigen, 
■in  welchem  /<"=0  ist,  auf  jene  Form  der  Integrale  Verzicht  leistend,  die 
Becursionstormel  1)  direct  iniegrireu,  zunächst  unter  der  Vorsussetzung, 
ilBs  .4  ^  0  sei.  Wir  wollen  diese  nooh  durch  A  dividiren,  oder  kür- 
|er  (was  dasselbe  ist)  A^^l  annehmen,  die  Formel  sonst  aber  nicht 
Veiter  reduciren,  gondern  nur 

^=  a  +  a,     ^'=  a  .  a 
t>ea,  ao  daas  sIho  die  in  integrirende  Recursionsformel  die  Gestalt  hat 
»}  CS"+««'™)q,(-.  +  2)  +  [fl'-C«  +  0'')'pC''  +  l)  +  («  +  ")-9'(")-C 
Die  Methode  der  Behandlung  ist  ganz  die  frühere.     Wir  setzen  eine 
Lfisnng  in  der  For 


y;— ...., 


lieber  eine  IteciirBionsfornioI. 


die  man  zn  einer  D  i  fTe  reo  tial  gleich  an  g  gelaugt,  derfn  nnch  Potensen  von 
:r  entnickelte  Integrale  CoeTficienten  lipsitzen,  welche  einer  beliebig  vor- 
gegebenen Recmsionsformel  mit  Coefficienlen ,  die  ganze  Funclionen  von 
n  sind,  Geniige  leisten.  Dieser  Metliode  folgen  wir  bier.  Ks  sei  f(x)  die 
gesuchte  Funeliün,  ibre  Coefficienlen  in  der  Rntwickeliing  iiai-li 
9(0),    <p(l),    rp{-2)...<pin').... 


/■  C*)  =  V  (Ü)  +  fl)  (1)  »  +  9  (2)^'  +  .  ■  ■  V  (")  -v"  +  ■ . . 

II  (wie  wir  die  Recarsionsfarmel  bequemer  einricliten) 

j    («  +  ^»1  »  (..)_+  («•-  J'  'T+l)  T  (»  +  I) 


l 


y,jAB+^,,)r(„-)  +  -'-. 


'!/(■--(■  ("  +  1)1  »(«  +  !) 


+  -j-.lf<"+-C-(»  +  2j].»f»  +  2). 


-  (J»' -  -('x  +  ,J")  +  /■  (j:)  (»ai"  +  «i  +  Ä")  = 


odei'  eodlich 

sein,  wenn  r,  e  aus  9(0),  <p(l)  susämmeDgesetzte  1 
liebe  Constante  bezeichnen.    Setzen  wir  nun 

Aa:'—  Ä'x-\-A'^A{x  —  ti)  (x  — 
nnd 

B"  B"+B'a+Ra* 


X  =  x     ■**>«. (j-o)        -Joe-«»    .(«-«')        '^''C-«) 
so  ist  Aaa  Integral  dieser  Differentialgleichung 

Die  Difi'erentinlquotienten  dieser  Function  nach  x ,  dividiit  ilurcb  die  F^ 
cullnt  der  Ordnungszahl,  für  j  =  0  also 
1      d'f(x) 

sind   die    swei  willkürliche    ConstantB   euthaltendea  Lösungen  der  R' 
sionsfurmel  In),  wenti  die  Integrationsconiitante  so  genommen  wir 
jene  Differenlialqualienteu  endlich  sind.     Diese  Diffei'entialqnoti 
bea  aar  eiaeu  fiJDa  für  die  Wectlireibe  n  =  0,  It  3,  8 . .  •     Willi 
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Um  auch  noch   den  Fall  an  erledigen,  in  welchem  ^  =  0  ist,  setzen 

wir  in  68)  — -  statt  S\    -j  statt  -ff',  --  statt  ff,  —  statt  a ,  and  erhalten  so 
A  A  A  A 

als  Lösnng  der  Recarsionsformel 

69)        ff'V  («  +  2)  +  (^-  a«)  g>  («  +  0  +  (^  +  ^«)  9  (n)  =  0 
das  Integral 


/.-'-'.(.-:-,) 


5     Ä*    »;;_     _^ 


^  1 

zwischen  den  Grenzen  0,  — ,  oo  •     Oder  wenn  wir  s  durch  -  ersetzen. 

a  '  s 


B__  B^_  ^ji      __  ß^ 

^       «        ^  .e     ^*  .ds 


zwischen  den  Grenzen  0 ,  — ,    oo  •     Gehen  wir  hier  mit  A  zar  Grenze  0 

A 

über,  so  finden  wir  als  Lösung  der  Recursionsformel 

72)  B"(p  (n  +  2)  +  (ff  —  an)  y  («  +  l)  +  ff  g)  («)  =  0 

das  Integral 

00 

73) 


/•  B'      B       X 

—  n+—       -«— I — 


0 
wobei  die  Wahl  des  Integrationsweges  so  zu  treffen  jst,  dass 

ff" 

—  für  5  =  0 
as 

sich  dem  Unendlichen  in  positiver  Richtung ,  und  für 

5=  QO    siWi s 

a 

dem  Unendlichen  in  positiver  Richtung  nähert. 

Auch  aas  dem  Integrale  70)  erhält  man   durch  Grenzübergang  eine 

Lösung  der  Recursionsformel  72) ,  wenn  man  dasselbe  in  eine  Reihe  auflöst 

und  dann  A  zur  Grenze  Null  (am  einfachsten  -j  als   eine  ganze  positive 

Zahl  zur  Grenze  Unendlich)  tibergehen  lässt,   und  zwar  findet  man  die 
Lösung 

/ffff'Y 
X  (B\n^\a^)  1 

§«• . 

Man  kann  nun  leicht  eine  Function  von  x  angeben,  deren  Entwicke- 
lung  nach  Potenzen  von  x  Coefficienten  besitzt,  welche  der  Recursionsfor- 
mel I)  Genüge  leisten.  Herr  G.Cantor  theilte  mir  eine  Methode  mit,  durch 

Zeii»chr}n  f.  Malhematik  u.  Physik  XIV,  6.  Vü 
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di«  man  lO  ein«r  Differentialgleichung  gelaugt,  deren  nacli  Poteoaen  von 
X  entwickelte  Integrale  Coefficienten  begitcen,  welche  einer  beliebig  vor- 
gegebenen Recnrsionsforinel  mit  CoerficientPti,  die  ganze  Kunctionen  von 
n  sind,  Genüge  leisten.  Dieser  Metbode  folgen  wir  hier.  Ks  sei  f(x}  die 
gesuchte  Function ,  ihre  Coefficienten  in  der  l^ntwickelung  nach  i 

!P(o),  »(1).  vm---f (.••)■■■■ 

/•  W  =  »(»)  +  T  (1)»  +  »  (!)'■'+■  ■  ■  V  (")  »"  +  ■•■ 
ist,  so  soll  (wie  wir  die  Recursionnrormel  bequemer  einticbten) 

I  j  [B  +  j.)  T  (..)  +  (c-  ■<•  .r+  n  T  (.  + 1) 

I      +(;(■•+ ,i"„  +  !)»(,,-i-!)  =  i)  VI 

.ein  .  nlio  mu..  nuol,  '  I 

^„„j  ..■"(/;+  A„j  V  (»)  +  '-  .i" +':«■-  ■-I'  (" + 1  n  T  C" + 1) 


.t«"+/("(«  +  ilJ].»f»  +  >). 


_£-j/-W     1 


oder  endlich 

^^'^  (.<»■-  ^I  +  ^") +  /■«(»«•  + i> +  «•■)  =  c:c 

spiu,  wenn  (^,c'  nas  <p{0},  ^(l)  znBAmmeDgesetüte  imd  wie  die 
liehe  Constante  beseiirhneii.    Salzen  wir  nun 

Ax*  —  At.  +  A"=  A{x—a)[X  —  a) 
und 

B"  H'  +  Ba  +  Ila*  _B"+8t,- 

y       --      .^ 


lolegrsl  dieser  Uifferentialgleichnng 
rx  4-  c'.  rfa; 


/'(;r)  =  A- 


J(Ja:'— ^'jr+.-(").J-.y 


Die  UifTprentialquotienten  dieser  Function  nach  j* ,  dividiit  durch  di 
cultHt  der  Ordnungszahl,  für  x  =  D  alsn 
1     rfV{-r) 

y7  0o^>  *'  =  *" 

sind  die  swei  willkürliche  Constante  entliallenden  Lösungen  der  Kectti 
sinne  Tu  rntel  1«),  wenn  die  Integrationsconstante  so  genommen  wird,  dass 
Jena  Üifi'erentialquotienteu  endlich  eind.  Diese  DifTeienLialquotienlen  ha- 
bea  nur  einen  äioa  für  die  Werthr«Uie  r  =  0,  t,  a,  S . . .     Will  mui  dio  Lti- 


J 
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snngen  der  Formel  lo)  durch  Differentialqnotienten  für  die  Werthreihe 
w  =  —  1 ,  —  2  .  .  .  haben ,  so  braucht  man  nur  ebenso  die  Recursionsformel 
[B  —  An]  tp  (n  +  2)  +  [B'+  /{n  -  i)]  u^  (w  +  i)  +  [B^'  -  ^'\w-  2)]  t^  (w)  =  0 
zu  behandeln,  deren  Lösuqgen  t^  (w)  für  positive  ganze  «,  gleichzeitig  die 
Lösungen  <p(— w  +  2)  sind.  Will  man  endlich  die  Lösungen  der  Recursions- 
formel 1  a)  durch  Differentialquotienten  für  die  Werthreihe 

|ii,     yL  +  \,     ^  +  2,     fi  +  3... 
haben,   wenn  ^  beliebig  (complex)  ist,  so  braucht  man  nur  zu  beachten, 
dass  die  Lösungen  i  (;i)  der  Recursionsformel 

[r+  II r+  {n  +  2)  r]  x{n  +  2)  +  [B'^ ^  A'^ {n  +  l)  A']  %  («  +  l). 

+  (^4"/4^  +  w^)x(«)=0 
der  Function  g?  {n  +  /Lt)»gloich  sind. 

Da  die  Differentialquotienten  der  Function  75)  ziemlich  complicirt  sind 
für  grössere  w,  so  kann  man  es  umgekehrt  als  eine  Anwendung  der  uns  be- 
kannten Auflösungen  der  Recursionsformel  1)  ansehen,  die  Coefficienten 
der  Reihenentwickelung  der  Function  75)  durch  hypergeometrische  Reihen 
auszudrücken. 

Hallo,  im  Mai  18C9. 


^i.'cv* 


XV. 

Heber  eine  leichte  Construction  der  Curven  dritter  Oräe 

nung,  welche  durch  die  imaginären  Kreispunkte 

hindorchgehen. 


Trofessor  Dr.  H.  Dukege  iu  Pra 


Bekanntlicli  kann  eine  Caiva  dritter  Ordnnng  dndnrcL  erzeugt  werdei 
dass  mati  ein  Kegclsclinittbilscliel  mit  eiiicia  SlralilbüscUpl  in  prnjectivisi 
Bezlebmig  setzt    nnd  die  Dnrchsdraitle  jeden   Slrnliles  mit  dem  ibm  e 
sprechenden  Kegelschnilte  aufsnclit.     Die  Curve  dritter  Ordonng,  welch) 
den  gennietrisclien  Ort  dieser  DurcliscliDitte  bildet,   geht  Jnnu  darcb  dii 
vier  Unsispnnkte  des  Kegelscbnittbiiatbcis  und  den  Mittelpunkt  di 
büscheU  hindurch.     So  leicbt  sieb  diese  Cousliuctiou  tlieorclistb  auuspri 
eben  lüsst,    so  mUlievoll  gestaltet  sieb  aber  ilire  wirkliebe  Ausfübrung,  s»3 
das)«  sie  zu  dem  Zwecke,  vorkommenden  Falls  eine  Cnrve  dritter  Urdni 
KU  aeichiien,  kaum  anwendbar  erscheint. 

Wendel  mau  sich  zu  apecielleu  Curven  dritter  Ordnung,  so  bieten  sieh 
Kunfichst  diejenigen  dar,  welche  eiuen  Dnppel-  oder  ItUckkehrpunkt  be- 
siizen;  allein  bei  diesen  treten  in  Beziehung  auf  einige  der  wichtigsten 
Kigeuschaften,  insbesondere  solche,  welche  die  Polaren  und  die  Wende- 
punkte belretTen,  so  wesentliche  Modilicalitinen  ein,  das»  diese  speciellereB|; 
Curven  lu  dem  Zwecke,  der  Vorstellung  bei  Betrachtung  allgemeiner  Cni 
ven  dritter  Ordnung  zu  Hilfe  zu  kommen ,  nicht  geeignet  sind.  Viel  besser.' 
eignet  sich  FUr  diesen  Zweck  diejenige  specielle  Art  der  Curven  drilti 
Ordnung,  welche  durch  die  iiuaginfiren  Kreispuukte  liindurchge 
diese  acheinen  in  Beziehung  auf  die  oben  genannten  Etgenscbaf\eu  nichts 
Wesentlicbea  vor  den  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  voraus  zu  haben, 
gerade  wie  auch  der  Kreis  in  Beziehung  auf  seine  Polareigenscbaften  sieb 
nicht  wesentlich  von  den  Kegelschnitten  im  Allgemeinen  unterscbcideL 
Diese  Curven  dritter  Ordnung  lassen  sich  aber  auf  eine  ungemeiu  leicht« 
Weise  conatruireu. 


!eB|J 
serH 


I 
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Znnlchst  ist  klar,  dasa  man  jedesmal  eine  Carve  dieser  Art  erhält, 
'enn  man  zwei  Basiapunkte  dos  erzeagendea  KegelscbmttbüsehelB  in  die 
ifflaginüren  Kreiüpunkte  biDciiifallen  lässt.  Dadarcb  gebt  das  Kegelscbnilt- 
1>fi8cbel  in  ein  System  von  Cbordalkreisen  aber.  Dies  würde  zwar  scbon 
«inige  Erloichternng  genäbron,  indesHen  immer  noch  keine  beträchtliche, 
'Wenn  es  nicht  möglich  v/äre,  zu  jedem  Kreise  den  pirijectiviscb  entsprechen- 
den Strahl  auf  eine  leichte  Weise  zn  construiren.  Dies  gelingt  aber  mit 
Bilfe  aneier  Sätze,  welche  Herr  Eckardt  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
die  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  swei  imaginfiren  uneDdlicb 
entfernten  Kreispunkte  gehen,"*)  aufgestellt  und  bewiesen  hat. 

Der  erste  Satz  lautet  so:    Zieht  mnn  aus  den  Punkten  a, ,  a, ,   in  wel- 
chen eine  der  reellen  Asymptote  parallele  Gerade  die  Curve  schneidet ,  zwei 
Qerade ,  welche  die  Curve  aufs  Neue  resp.  in  /i, ,  b,  und  c, ,  c^  treffen ,  so 
liegen  die  letzteren  vier  Punkte  jedesmal  auf  einem  Kreise.     Wir  bähen 
Tnn  diesem  Salze  einen  speciellen  Fall   in  Anwendung  zu  bringen.     Lasst 
man  nämlich  die  Gerade  a^  o,  die  reelle  Asymptote  selbst  sein,  so  wii'd  der 
Punkt,  etwa  «,,   der  Durchschnitt  J  der  reellen  Asymptote  mit  der 
Curve,  der  andere,  o, ,  aber  rückt  ins  Unendliche.     Daher  wird  jetzt  die 
Gerade   (ij   6,   der  reellen  Asymptote    parallel,    und    man  bat  den  Satz: 
H-fiehneidet  die  Curve  eine  der  reellen  Anymptote  parallele  Gerfide  in  li,,  6„ 
^^■nd  eine  durch  den  Asymptotendurchschnitt  .4  gehende  Gerade  in  c,,  f^ 
H»  liegen  diese  vier  Punkte  auf  einem  Kreise.      HÜtt  man  die  Punkte  6,,  b, 
^Heat  und  legt  durch  dieselben  beliebige  Kreise,  so  geht  die  Verbindung^- 
^Bnie  der  beiden  anderen  Durchschnitte    c, ,  c,  irgend  eines  dieser  Kreise 
^nnit  der  Curve  jedesmal  durch  J.    Hieraus  folgt:  Wenn  mnn  zur  Erzeugung 
der  Cnrve  ein  System  von  Chordalkreisen  so  wählt,  dass  die  t'hordale  der 
reellen  Asymptote  parallel  ist,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Strahl- 
bfischels  der  Asymptotendurchschnitt  A. 

kZur  leichten  Bestimmung  desjenigen  Strahles,  der  einem  bestimmten 
reise  enispricbt,  dient  nun  ferner  Folgendes.  Da  die  imaginären  Asyrap- 
ten  der  Curve  einander  conjugirt  sind,  so  ist  ihr  Durchschnitt  reell.  Diesen 
Funkt  hat  Herr  Eckardt  das  Ceninim  C  der  Curve  genannt  und  von  ihm 
folgenden  Satz  bewiesen:  Die  Punkte  c, ,  c, ,  in  welchen  eine  durch  den 
Asymptotendurchsclinitt  A  gebende  Gerade  die  Curve  schneidet,  liegen 
stets  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  dass  die  die  Sehne 
e,  e,  senkrecht  balbircnde  Gerade  durch  C  geht.  Verhiudcl  man  nun  bier- 
uit  den  vorigen  Satz,  wonach  die  Punkte  c^,  c^  auch  immer  mit  den  Punk- 
ten b^,  hj,  in  welchen  eine  der  reellen  Asymptote  parallele  Gerade  die 
Curve  ncbneidet ,  auf  einem  Kreise  liegen,  so  gebt  die  die  Sehne  c^  c^  senk' 
recht  balhireude  Gerade  ancb  durch  den  U  «es  letzteren 


Kreises;  naA  daher  stellt  der  vcm  A  aasgehende  Strahl,  welofaei  den  Kr< 
(Af)  in  den  Corvenpniikleii  c^,  c^  schneidet,  senkrecht  auf  CM. 

Hiernach  ist  nun  die  ConstruclioD  einer  Curve  drittßr  Ordnung-,  well 
durch  die  imaginären  Kreispimkte  gebt,  Tolgende:  Man  nimmt  zwei  Pi 
b,,  b^  beliebig  an  und  setzt  Test,  dtijs  die  reelle  ABytiiptoto  der  Carve  d< 
Geraden  b,  h^  parallel  sei.  Sodann  nioiint  man  auuh  den  Asyraptol 
diirchsi-bnitt  A  mid  das  Centrum  C  beliebig  an.  Legt  man  dann  durch  A, 
einen  beliebigen  Kreis,  verbindet  den  Mittelpunkt  M  desselben  mit  C 
zieht  nuB  A  ftne  Gerade  senkrecht  auf  CM,  so  sind  die  Durchschnitte  c 
dieser  Senkiecbien  mit  dem  Kreise  (iW)  zwei  C.irvenpuiikto.  Indem 
durch  fi^,  bg  beliebig  viele  Kreise  legt  nnd  für  jeden  die  Construction  wie- 
derholt, kann  man  sich  so  viele  Curvenpunkte  verschaffen  als  man  will. 
Die  Wahl  des  Punktes  J  ist  nur  dadurch  beechrflukt,  dass  er  nicht  auf  der 
Chordale  ft,i,  liegen  darf,  weil  ev  dann  nicht  der  Asymptoten  durchschnitt 
sein  könnte.  Das  Centrum  C  kann  ebenfalls  im  Uebrigen  willkürlich  ge* 
wJlhlt  werden,  nur  darf  es,  wie  sieh  weiter  unleii  ergeben  wird,  nicht  auf 
der  Ceritrallinie  der  Chordaikreiae  (auf  der 'die  Strecke  h^b^,  senkrecht 
balbironden  Geraden)  liegen.  Uebrigens  lenchtet  ein,  dnss  es  glcichgittig^ 
ist,  ob  das  Sjatem  der  Chcrdalkreise  sich  in  zwei  reellen  Punkten  sehnet* 
de',  oder  nicht,  indem  auch  in  dem  letzteren  Falle  die  reelle  Asymptote  den 
Cherdale  parallel  wird ,  nur  ist  dann  die  Ausfllbrung  der  Construction  etwui 
umständlicher. 

Es  bleibt  nuch  die  Frage  leu  erörlern,  ob  auch  durch  die  gemachti 
Annahmen  eine  Cuive  driller  Ordnung  eindeutig  bestimmt  sei.  Sehen  » 
daher  Kti,  wie  viele  Punkte  der  Cnrve  dabei  als  gegeben  zu  belrauhten  sindS 
Da  durch  tl^.  b,  «ngleiih  die  Richtung  der  reollen  Asymptote  bestimmt  ist^ 
so  involvlrt  der  Punkt  A  drei  Punkte,  nämlich  A  selbst  und  die  beiden  1w 
dem  unendlich  fernen  Uerührungspunkie  zusammenliegenden  Punkte.  Di 
ferner  in  6"  die  beiden  imaginären  Asymptoten  sich  »schneiden ,  so  sind  mit 
C  zugleich  zwei  Punkiepnare  gegeben ,  die  in  die  beiden  imaginSren  Kreis- 
pnnkte  hinoInfaUen.  Der  Punkt  f  involvlrt  also  vier  gegebene  Curven- 
pnnkie,  und  mnn  hat  anmit  die  zur  Bestimmung  einer  Cnrve  dritter  Ord- 
uuug  erfofderlithen  neun  Punkte.  Es  fragt  sich  aber ,  ob  diese  neun  Punkte 
nicht  so  liegen  ,  dass  sie  die  Durchschnitte  von  zwei  Cnrven  dritter  ürdnnng 
bilden  und  dass  daher  unendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  durch  sie 
hindurch  gelegt  werden  köunen.  Nun  besteht  aber  der  Sat2:  Wenn  neun 
Punkte  die  Durchschnitte  von  zwei  Curven  dritter  Ordnung  bilden  ,  und 
drei  derselben  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  die  übrigen  sechs  auf 
einein  Kegelachnilt ,  und  umgekehrt:  liegen  von  neun  Punkten  einer  Cnrve 
dritter  Ordnung  drei  in  einer  Geraden  and  die  sechs  übrigen  auf  einem 
Kegel Hchni tt ,  so  gehen  nnendlich  viele  Curven  dritter  Ordnung  durch  die 
ticiin  Punkte  hindurch.  Nun  liegen  von  unseren  neun  Punkten  in  derThat 
drei iu  gerader  Linie,  uäuilich  A  und  die  Vieiden  m  UetäUtungs^) unkte  der 
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reellen  Asymptote  zusammenliegenden  Punkte;  daher  müssten,  wenn  die 
Curve  nicht  eindeutig  bestimmt  wäre,  die  Punkte  6^,  b^  und  die  vier  durch 
C  bestimmten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Unter  den  letzteren 
befinden  sich  aber  die  beiden  imaginären  Kreispunkte,  also  roüsste  der 
Kegelschnitt  ein  Kreis  sein,  und  da  ferner  in  jedem  imaginären  Kreis- 
punkte zwei  Punkte  zusammenfallen,  so  müssten  die  imaginären  Asymp- 
toten der  Curve  zugleich  Asymptoten  des  Kreises,  d.  h.  C  müsste  der  Mit- 
telpunkt des  Kreises  sein.  Aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise ,  die  durch 
bif  6,  hindurchgehen,  liegen  auf  der  Geraden,  welche  die  Strecke  6,6, 
senkrecht  halbirt.  Daher  tritt  die  Unbestimmtheit  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  C  auf  dieser  Centrallinie  liegt.  Wenn  man  also,  wie  oben  verlangt 
wurde,  Sorge  trägt,  dass  dieser  Fall  nicht  eintritt,  so  kann  man  sicher  sein, 
dass  die  Curve  eindeutig  bestimmt  ist. 
Prag,  7.  Mai  1809. 


Veber  das  an  Volumen  grösBeste  einem  dreiachsigen 

Ellipsoid  eiubeschriebeue  Tetraeder'*'). 


Professor  F.  Grelle. 


Werden  die  rechtwinkligea  Coordiaaten  der  vier  Eckpunkte  0,  1,2)1 
des  Tetrnedera,  bezogen  aur  die  Hnuptachaen  2a,  2b,  2c  des  Ellipsoidet 
mit:  «0,^0'-"'^"^"'''  ^"  **•  *''  -^s)  y«'  'i  beaoiohnet,  ao  ist  bekannl 
lieh  unter  den  BediDgungen: 


i-?i+iL- 


1=0, 


der  secbsfacUe  Inhalt  dee  Tetraeders  durch  die  Determinante: 
1,   ^0.  »0-  «o 
2)  ^=    ;■   '"  »" 

dargestellt.     Die  gesuchten  WertliQ  von  x^,  y^,  ig  u.  s.  w.  müssen  i 
swülf  partiellen  Abgeleiteten  von: 


zu  Null  uiachei 
Constanlen  Ag,  Ar, ,  A', 
Gleichungen  erhält : 


r  Bestimmung  dieser  Coordinaten  nnd  del 
,  ausser  den  vier  Gleichungen  I)  noch  die  swSlI 


")  Während  einige  Schriftsteller  mit  Tetraeder  i 
SUchner  beKcichncn'i  vctatelicu  andere  darunter,  wie  c 
dreiseitige  PjTaaiiäo. 


ir  den  re^olmämigen  Vier^ 
auch  bier  ^eBclicIieii ,  jej 
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fl+"- 

*=»■ 

II-* 

'i 

w--' 

-?•=«. 

1^-' 

1^-". 

^='. 

lf+". 

K+"- 

?-»' 

1^+"- 

1^-'- 

if=». 

1^+"- 

,^?+». 

4=». 

I^+". 

~i^ 

vorans  sich  weiter  durch  Elia 


nntjon  von  Ag,  A', ,  A,,  A,  ergiebt: 
dJ       z^  dd       Xo  dd 


Ml  — 


"'  2y„' 


8J       X,  d^ 


dx,       ö'  dyt       C*    dx,       a'    dz,' 
Nach  einem  bekaoaten  Satze  der  Determinanten-Theorie  iat  aber: 


dJ 


+  x,. 


'  Sy, 
'  dxt 


~=0, 


+  t. 


9«, 


'dz  dz  St  ' 

L  TOD  den  unter  einander  stehenden  Gleichungen  4)  ist  demnach  die  Summe 
I  irgend  dreien  identisch  mit  der  vierten  Gleichung  derselben  Gruppe. 
F  Die  Anzahl  der  Bestimmungsgleichungen  für  die  üwölf  Coordinaten  ar„ ,  y^, 
Lsg  a.  s,  w.  reducirt  sieb  also  auf  zehn,  womit  zunächst  bewiesen  iat,  dass 
ndlichviele,  ihrer  Lage  nach  verschiedene,  grosseste 
^Ellipsoiden-Tetraeder  giebt. 

Die    Gleichung    einer    durch    die    drei    Funkte    1,    2,    3    gelegten 


1,  X,  S,   » 

1.  '„!/„', 
1,  3:..yt.  U 

= 

I,  -.,».,.. 

1.       1 

Vi^y, 

t..^ 

374    lieber  das  an  Volnmeti  grosseste  einem  dreiachsigen  EiUipsoid 


oder  wenn  man  den  linken  Theil  entwickelt  and  der  Kttrse  halber: 


setzt : 
5) 


X 


dx. 


+  y  -5T-  +  « 


dz. 


+  V  =  o- 


0  ^Vo  -^  *• 

Wegen  der  beiden  ersten  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  aber  5)  auf  die 
Form  bringen : 


6) 


\dxj 


woraus  bervorgelit,  dass  jede  der  Seitenflftchen  des  fraglichen 
Tetraeders  der  Bertthrnngsebene  des  Ellipsoides  in  dem  der 
Fläche  gegenüberliegenden  Eckpunkt  parallel  ist. 

Aus  6)  erhiilt  man  weiter  ffir  die  Entfernung  E  des.  Punktes  0  und 
für  die  Entfernung  e  des  Mittelpunktes  des  Ellipsoides  von  der  Ebene 
dieser  Gleichung: 


1  + 


X. 


7) 


E  = 


/^  +  ?^+««' 


ar 


M 


'  /^ 


+ 


6* 


wo  der  Wurzelausdrnck  im  Nenner  mit  solchem  Vorseiehen  in  Anrechnung 
SU  bringen  ist,  dass  e  positiv  ausfüllt.     Demnach  ist  stets  E'^e. 

Verlängert  man  den  Halbmesser  des  Punktes  0,  dessen  Länge  i^  sein 
möge,  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Ebene  12  3,  und  bezeichnet  die 
Länge  der  Verlängerung  mit  j,  so  ist  wegen  7): 

A  — 5«  _v 


weshalb  aus  6)  wird : 
8) 


XX 


Wo 


«    "^  I.«    «^ 


^+4-=o. 


»I 


Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  erhält  man  als  Gleichungen  der 
drei  anderen  Seitenflächen  des  Tetraeders: 


0) 
10) 


W 


TCXr     yy^     zz^       f\ 

:T+-7;r+Tr+-  =  o, 


XX 

d 

XX 

ä 

ii\r 
ä 


yVi 
6»" 


,-  +  Tr  +  ^+^  =  o, 


c* 


p-inböBchriebene  Tetraeder. 
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'■>  (>  'ii  )1>  )?it  ^1  '^1  gBDz  tihnliche,  leicht  an  erkennende  Bedeutung  hsben, 
je  8  und  6,. 

Bcriicksiclitigt  man  ondUch,  dass  GCeicliung  S)  fttr  die  Coordinalen  der 
punkte  ]  ,  2,  3;  Gleiciiung  fl)  für  die  der  Punkte  0,  1 ,  3  u,  b.  w.  Btattfimleii 
luusa,  so  kuiiiiut  man  su  dem  Resultat: 

i  — -l  — 1  — * 

aus  welchem  durcli  i^enmetrisclie  Bnlraclitungen  abgeleitet  werden  knnii, 
dnss  die  verlUngorten  Radien  5,,  r, ,  i), ,  &,  die  Sei  t  onfj  Üclie  n 
123,  023,  013,  01-^  in  den  Scliwerpunkten  dieser  Dreiecke  Gi:  Im  ei- 
den,  dafiH  demnacb  drr  il  ittiil  pnnkt  'des  Kllipsoides  der 
Schwerpunkt  des  gesucliten  Tetraeders  nein  muss,  joder  der 

Quotienten  in   12)  folglicb  den  Werth  ^  hat. 

Hiernach  ist  es  leicht,  die  Ebene  HZ  festzulegen,  nachdem  der  Punkt 
D  irgendwo  auf  dem  Bllipsoid  angenommen  ist.  Die  Punkte  1,  2,  3  sind 
die  Ecken  eines  der  Ellipse,  worin  die  Ebene  133  das  Ellipsoid  schneidet, 
«inheschriebenen  griissesien  Dreiecks.     Das  Volumen  eiuea  so  construirteu 

Tetraeders   ist    —  j/3.  «bc. 

Es  verdient  noch  erwähnt  au  werden,  dass  die  vier  elliptischen  Kegel, 
deren  gemeinsame  SpiUe  im  Schwerpnnkt  des  besprochenen  Tetraeders 
liegt,  deren  Basen  dln  Ellipsen  sind,  worin  die  Flächen  des  Tetraeders  das 
EHipsoid  schneiden,  gleiches  Volumen  haben. 

Da  uRinlich  ein  grossestes  einer  Ellipse  der  Hanpiachson  2^nnd  2  ff 

ejnbeschriebeues  Dreieck  den  FlAobcninhalt  -~  {/ä  AB  bat,  wegen  der 
▼orbin  entwickelten  Wertho  aber: 


int,    eo  erhall 
Kllipsoii]  scliiK 


A  1.3=  |/3ai.  ^^+  ^;,'+-^' 
dm  Inhalt   der  Ellipsi 


u  die  Ebene  123  daii 


del: 


lin  Verbindung  mild 


folgandenHähedec 


;en  Kegels 


'y'^+¥+¥ 


TTeber  die  Identität  der  Brennlinien  mit  den 

'Fasepanktcnrven. 

Von 

Dr.  Emil  Weyr  in  Prag. 

(Hienu  Tafel  TU,  Fig.  I  bm  4). 


Wenn  die  von  einem  leuchtenden  Fanktc  0  ansgelienden  LichUtrd 
len  Ton  einer  ebenen  Carve  C  reflectirt  werden,  so  umhüllen  sie  die  BreuD' 
linie  B  der  Curve  C.     Uabei  wird  selbstverständlich  vcirausgeactzt,  das 
und  C  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  , 

Fallt  man  vom  Punkte  0  auTdie  Tangenten  von  C  Perpendikel,  so 
füllen  deren  Fusspunktc  eine  Curve  F,  die  Fusspunklcnrve  von  C  (bezüglich 
0  ala  Pol),  deren  Evolute  wir  kurz  mit  E  bezeichnen  wollen.  Die  Aargabe: 
„Punkte  der'  Brennlinie  B  zu  construiren",  wnrde  bereits  mehrfacli  be- 
handelt und  gelöst.  Wir  wollen  sie  in  aller  Kürze  geometrisch  lösen,  nm 
aus  der  Lösnng  einen  merkwürdigen  Zusammenhang  zwischen  der  Urenn' 
linie  B  und  der  Kvolnte  E  von  F  absnleiten. 


Wenn  der  leuchtende  Punkt  0  sich  in  einem  der  beiden  Brennpunkte 
eines  Kegelacbnilfes  S  befindet,   so  schneiden   sich  alle  von  5  reflectirten 
Strahlen  in  dem  andern  Brennpunkte  von  S.    Es  folgt  dies  nnmittelbi 
einer  bekannten  Brennpunkteigenschaft  der  Kegekchnitte. 

Denkt  man  sich  nun  drei  unendlich  nahe  anfeinanderfolgende  Punkte 
m,  m',  m"  der  Curve  C  (Tafel  VII,  Fig.  1),  so  bilden  die  von  ihnen  begrenr 
ten  CurvenelementB  mm',  mm"  zwei  unendlich  kleine  in  m  zusammeori 
stossende  ebene  Spiegel. 

AuB  0  fällt  auf  das  Element  mm    ein  Lichtstrahl  9,  welcher 
uad  auf  m'm"  ein  Liciitetrftlil  s',  weichet  aaulik  i  iB&««\i^  "Nud.  Di 


I 


IBtrahlen  s  und  s' sclmeiden  sich  als  zwei  niireinamlerfolgenda  Tangenten 
der  Brennlinie  B  \n  einem  Pnakte  p  derselben. 
Stellt  man  sicli  nun  einen  Kegelschnitt  5  vor,  welcher  0  zürn  Brenn- 
pnnkte    and    mit    der    Curve    ('    die    zwei    Elemente    m m,  m  m'   gemein 
bat,  d.  h.  sie  an  dieser  Stelle  osciilirt,  so  kann  man  diese  Stelle  der  Cnrre 
I    C  durch  jene  des  Kegelschnittes  S  eraetaen.     Die  Strahlen  s  nnd  s  sthnei- 
""den  sich  jedoch  im  zweiten  Brennpunkte  des  verwendeten  Kegelschuittea  S 
und  somit  ist  der  Punkt  p  der  swcite  Brennpunkt  des  Kegelscliuittea  S. 
Wir  erhalten  folgenden  Satz: 

Bleibt  der  eine  Brennpankt  eines  Kegelschnittes 
fest,  während  der  KegelscLniltdie  feste  CnrveCnaoh 
und  nach  in  den  anfeinan  d  erfolgenden  Pankten   ein- 
fach osculirt,   so   beschreibt  der  zweite    Brenupnnkt 
die    Brennlinie    B    die    Curve    C. 
Mir  ist  nicht  bekannt,  ob  dieses  jedenfalls  schon  lange  hekannte  Re- 
sultat in  der  Form  eines  Salzes  ausgesprochen  wurde  oder  nicht.     Wie  ich 
»UE  dem  Journale  von  Liouville  entnehme  (Band  1,  S.  101)  finden  sich 
diesbezügliche  Bntwickeluogen  in  Smi  tb's  Traiii  d'opHgue  liv.  2  chap.9  und 
in  i' Analyse  des  infinimeiils  peiils  de  rUfipUnl  section  VI. 

Indem  angiifühtten  Journale  BtütztAbel  Transon  auf  folgende  Formel 
eine  Construclion  der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte.  Ist  C  die 
reflectirende  Curve,  0  der  leuchtende  Pnnkt  und  m  ein  Punkt  von  C,  also 
ein  auffallender  Stralil  mit  dem  EinTallsvinkel  i,  sowie  mp  der  reflec- 
!  Strahl  und  p  der  Berührungspunkt  des  letzteren  mit  der  Brennlinie, 
iferner  r  der  Krümmungsradius  von  C  im  Punkte  m  und  bezeichnet  mau 
Icnrz  Om  mit  ^  und  mp  mit  p',  so  int  nach  Sniith-. 

PP'=yCe  +  p')"^'- 
Wenn  der  Kegelschnitt  S  eine  Parabel  wird,    so  rückt  sein  zweiter 
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Die  wirkliche  eenstructive  Bestimitinng  von  Punkten  der  Brennlinie 
gestaltet  sich  am  einfn«bsten,  wenn  mau  den  Krltmmungskreis  der  reflec- 
tirenden  Curve  C  in  jedem  ihrer  Punkte  zu  finden  weiss. 

Sei  in  Kig.  2,Taf.  VlI  m  ein  Punkt  der  refloctirenden  Curve  C  nnd  K 
Ait  KrUmmungskrois  derselben  in  diesem  Punkte.     Ist  nun  0  der  leuch- 
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toude  Punkt,  so  wird  der  Strahl  Om  in  die  Lage  mn  reflectirt,  welchB 
erliält,  wpnn  man  den  Radius  mc  des  KrEimmitiigskreiscs  zieht  nnd 

mnctit.  Dieser  reflectirte  Strahl  mn  ist  nun  eine  Tnngento  der  Brennlii 
iiDd  ninn  etlült  den  Berührungspiiokt  derselben  als  den  twelten  Brei 
punkt  des  Kegelachnilles  S,  welcher  0  zu  einem  Brennpunkte  hat  nnd  di 
Kriimmungskreia  A'  im  Punkte  m  osculirt;  denn  dieser  Kegelschnitt  oai 
livt  BelbstverstHndiich  auch  die  Cnrve  C  im  Punkte  m.  Für  ihn  ist  somit 
der  KrUmmungskreis. 

Füllt  mon  vom  Mittelpunkte  c  des  KrUmmangskreiaes  K  auf  den 
Strahl  Om  das  Perpendikel  fn  nnd  von  dessbn  Fusspankle  a  auf  die  Cor 
vennormale  mc  das  Perpendikel  nfr,  dessen  Fnsapnnkt  b  ist,  so  lierert  dl 
Verbindungslinie  von  0  und  b  die  Axo  .4  des  besagten  Kegelschnittes 
und  schneidet  den  reflectirten  Strahl  mn  in  dessen  Berllhrungspankla 
mit  der  Brennlinie.  In  dieser  Art  kann  man  nach  nnd  nach  beliebig  viel 
Pniikle  der  Brennlinie  conslruiren. 


Ich  erlaube  mir  in  diesem  Artikel  eine  auf  harmonische  Strableii 
büschel  gestützte  Betrachtung  derselben  Sache  vorzunehmen,  welche,  wii 
ich  hiernach  zeigen  werde,  auf  dieselbe  Construclion  führt,  wie  die  % 
Art.  3  ist. 

Zn  dem  Ende  belrachten  wir  zwei  unmittelbar  aiifeinaud erfolgend 
unendlich  nahe  Punkte  m  und  m  der  reHectirenden  Ourve  C;  T  und  3 
seien  die  Tangenten  und  A' und  N'  dieNormalen  der  beiden  Punkte  (Fig.3] 

Befindet  sich  nun  in  0  die  Lichtriaelle,  so  werden  die  awei  von  0  niM 
gehenden  und  in  m  und  in  auffallenden  Strahlen  Om  und  Om  nach  mti  um 
m  n  resp,  reflectirt;  ihr  Durchschnitt  p  nach  der  Reflexion  ist  ein  Punk 
der  Brennlinie  B. 

In  der  Figur  befinden  sich  nun  zwei  harmonische  Strahlenbüschel  n^ 
den  Scheiteln  m  und  m.  Erstlich  am  Scheitel  ra  das  Büschel  m  0,  mn,  T,  H 
und  aweitens  am  Scheitel  m'  das  Büschel  m'O,  mn,  T\  JV.  Diese  bw< 
StrahlcnbUschel  haben  also  gleiches  Doppelverlinltniss  und  schneiden  sie 
daher  in  vier  Punkten  eines  Kegelschnittes,  welcher  auch  durch  die  beidei 
Büschelscheitel  m  und  m'  hindurchgeht.  Es  liegen  demnach  folgende  sech 
Punlile  in  einem  und  demselben  Kegelschuilte;  I)  m;  2)  m';  3}  der  Schnitt 
punkt  '/  der  beiden  Tangenten  7"  und  T';  4)  der  Krümmungsmittelpunkt  i 
der  retlectirenden  Curve  C  als  Durchschnitt  der  beiden  unendlich  nahen 
Normalen  iV  und  A";  &)  die  Lichtquelle  0  nnd  6)  der  Punkt  p  der  Brenn- 
linie.  Diesen  durch  die  sechs  Punkte  m,  m\  i/,  c,  0,  p  gehenden  Kegel- 
,  und  es  ist  klar,  dass  wenn  wir  filnj 
die  anderen  tu  construiren  im  Stand) 
Miod.    Da  der  JC»geijolinilt  i  durch  awci  nnendlich  nahe  Ponkte  («,  ai') 


Cnrve  C^eitt,  so  wird  er  diese  Corve  berlilireii.  Br  ISsst  eich  nnu  leiclit 
zeigen ,  rlass  er  an  der  BerUhrungsstolla  eine  doppelt  so  groise  KrÜiuRiang 
besitzt  als  die  Curve  C. 

Der  Beweis  ist  seLr  cinC&ch.  Wir  babea  rom  Kegelschnitte  s  an  der 
BerUlirnngsstelle  die  drei  Punkte  m,  m  und  q.  Der  dtircb  diese  drei  Punkte 
gehende  Kreis  ist  der  Kriiininunghkreis  des  Kogelscbnittei«  s.  Man  findet 
seinen  Mittelpunkt  c  dadurch,  dnsa  man  in  den  Ualbrrungtipunkten  der 
Elemente  wi^,  m'q  auf  diese  Elemente  Perpendikel  erricbtet  oder,  was  das, 
selbe  ist,  zu  den  beiden  Normnlen  jV,  iV'  Parallele  zieht.  Auh  dieser  Con- 
stmction  Siesst  jedoch  nnmitlelbar,  daas  i/cs^  ^.  qc  ist.  Nnn  ist  i/c'  der 
Krümm ongsradiuB  des  Kegelschnittes  s  und  gc  bis  auf  eine  unendlich  kleine 
Grösse  jener  der  Cnrve  ß.  Der  erslere  ist  halb  so  gross  als  der  letztere, 
und  somit  ist  die  KrUnimun«;  des  Kegelschnittes  s  doppelt  so  gross  als  jene 
der  reflectirenden  Curve  C.  Will  man  also  den  Beriihrungtipankt  eines 
roHoctirten  Strahles  mn,  welcher  in  m  von  der  Curve  C  reflectirt  wurde, 
conatruiren,  so  erhält  man  ihn  als  SclinittpQnkt  des  reßectirtcu  Strahles  mit 
einem  Kegelschnitte  s,  welcher  durch  die  Lichtquelle  0,  durt-h  den  Krüm- 
ln uugsmiltelp  unkt  c  des  Punktes  m  gebt,  welcher  die  Curve  C  in  m  berührt 
nnd  daselbst  eine  doppelt  sii  grosse  Kritnimiing  besitzt  als  diese  Curve  selbst. 
■  Durch  diese  Daten  ist  der  Kegelschnitt  s  vollkommen  bestimmt. 

Hk,,     Weil  das  Viereck  {m/jm  c)  ein  Kreisviereck  ist,  so  folgt  nebenbei,  dass 
Hie  Axen  des  KegelschniClea  s  parallel  sind   zu  den  Halhiiungslinien  des 
von  der  Tangeute  T  und  der  Normale  JV  in  m  gebildeten  Winkels. 

Die  sich  aus  der  angeüteilteo  Betracbtnng  ergebende  Constmotion  des 
Phnktes  p  ist  identisch  mit  jener  in  Art.  3,  was  wir  jetzt  noch  beweisen 
wollen. 

Sei  abermals  m  Fig.  4,  Tafel  VII,  ein  Pnnkt  der  reüeclireuden  Curve 
C,  c  sei  sein  KrUmmiingsmittelpnnkt  und  folglich  A'  der  Kriimmungskreis 
der  Curve  C  im  Punkte  m.  0  stelle  din  Lichtquelle  vor.  Der  Strahl  Om 
wird  nach  mn  letlectirt,  so  dass  <X  Omc^<fC.emn  ist.  Beschreibt  man 
über  dem  Hndius  cm  als  Durchmesser  einen  Kreis  A,  so  ist  dieser  nach 
Bewiesenem  der  Kiümmtingskreia  des  Ke,^elschnittcs  s.  Von  diesem  Ke- 
gelschnitte wissen  wir,  dnss  er  durch  0,  e  und  »i  geht  und  in  m  den  Kreis 
h  zHui  Arümmungskreise  besitzt.  Dndnrcb  ist  er  vollkommen  bestimmt, 
Sein  Schnittpunkt  mit  dem  reflectirten  Stialile  mn  ist  der  Berührungspunkt 
des  letzteren  mit  der  Brennlinio.  Diesen  Schnittpunkt  p  kann  mun  leicht 
dadurch  heslimmen,  dass  man  den  Kegelschnitt  s  als  Collincnrverwandte 
des  Kreises  k  betrncbtet. 

Dabei  spielt  der  Pnnkt  m  die  Rolle  des  Collineationscentriims  und  die 
Gerade  mc  die  Holle  der  Collineationsaxe.  Dem  Punkte  0  von  s  entspricht 
perspectivisch  der  Punkt  u  von  k^  in  welchem  li  vom  Projectionsstrable  mO 
geschnitten  wird.  Dom  Schnitte  //  von  mn  mit  k  wird  auf  s  der  gesuchte 
j'anlrt  p  einsprechen.  Ka  entfprioht  also  der  Linie  ap'  dig  Linie  Cp,  welche 
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wir  leicht  finden,  wenn  wir  0  mit  dem  Schnitte  b  von  ap'  nnd  der  ColIineK- 
tionsaxe  mc  verbinden.  Die  erhaltene  Verbindungaltnie  trifft  den  refiecür- 
ten  Strahl  im  Punkte  p. 

Vergleicht  man  die  Fig.  3  mit  der  Fig.  4  (Tafel  VII),  so  erkennt  roan 
nnmittelbftr,  daBS  beide  im  WeseDtlichen  identisch  seien.  Nnr  bt  in  Fig.  3 
der  Kreia  k  und  in  Fig.  4  die  Linie  ca  nicht  gezogen. 


Die  Punkte  0  nndp, 
Art.  3  die  Brennpunkte  j. 
cnlirt.     Da  nun  C  und  S 
eine  doppelt  so  grosse  " 
Legt    man 
Schnittes  S  so 
den  ersten  in 
durch    das    Krü 
durchgeht,  so 
doppelt  80  gro 


irelchc  dem  Kegelschnitte  5  angehören,  sind  nach 


Kegelschnittes  S,  welcher  C 

dieselbe  Krümmung  besitxei 

lg  als  S.     Dies  giebt  folge 

die    Brennpunkte 


1    KQ: 


nem  Punkte 


elsch 
rüUn 


esitzt  er 
te  Krüm; 


imBertthrnni 
nnng,  als  dci 


n  IM  einfach  os- 
,  so  hat  j  in  M 
ideu  Satz: 
eines  Kegel- 
:tt  s,  das3  er 
■l  und  überdiel 
Punktes  M  hin- 
spnnkte  m  eine 
Kegelschnitts. 


Der  in  Art.  2  ausgesprochene  Satz  liefert  die  Grundlage  zn  einer 
merkwürdigen  Beziehung  zwischen  der  Brennlinie  einer  Curve  nnd  der 
Evolute  der  Fusspunktcnrve  derselben  Curve. 

Das  in  dem  erwähnten  Satze  Ausgesprochene  besteht  wesentlich  in 
Folgendem : 

Liegt  eine  refleclirende  Cutve  C  und  eine  Lichtquelle  0  vor  und  man 
conslruirt  einen  Kegelschnitt  S,  welcher  0  zu  eiuom  Brennpunkte  hat  und 
die  Curve  C  in  einem  Punkte  m  eiufach  osculirt,  so  ist  sein  zweiter  Brenn- 
puukt  p  ein  Puiikt  der  Brennlinie  B. 

Nnn  habe  ich  in  der  aui  31.  Januar  dieses  Jahres  in  der  kaiserlichen 
Akademie  zu  Wien  vorgelegten  Arbeit:  „Construction  des  Kriimmungs- 
kreises  für  Fnsspunktcurven"  gezeigt,  dass  der  Mittelpunkt  M  desselben 
Kegelschnittes  S  der  Krüramungsmittelpunkt  der  Fusspunktcnrve  F  von  C 
in  Bezug  auf  0  als  Pol  ist.  Fällt  man  nftmlich  von  0  auf  die  Tangente  der 
Cnrve  C  im  Punkte  m  ein  Perpendikel,  so  ist  dessen  Faaspunkt  P  ein  Pnnkt 
der  FuHSpunktlinie  F,  und  IV  ist  dann  das  zugehörige  KrttmmuDgscentrnm. 
(Siehe  Fig.  I,  Taf.  VII.) 

Weil  0  und  p  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  S  sind,  dessen 
Mittelpunkt  M  ist,  so  liegen  erstlich  die  drei  Punkte  0,  M,  p  in  einer  und 
derselbeu  Geraden  und  zweitens  ist  Jll  der  Mittelpunkt  der  Strecke  Op. 

Wir  gelangen  daher  icu  folgendem  merkwürdigen  Satze: 

Conetruirt  man  die  Evointe  E  der  Fusspunktlinia 
-feiner  gegebenen  Cttrve  C  bfcuttaUch  dea  Pookf«  0 
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als  Pol    und   verlängert  man  die  von  0  aas  nach  den 
Punkten    der    Evolute  gebenden   Radienvectoren   um 
ihre  eigene  Länge,  so   erhält  man  Punkte  der  Brenn- 
linie B  der   Curve  C  für   0  als  Lichtquelle. 
Oder  in  anderer  Fassung : 

Die  Evolute  der  Fusspunktcurve  und  die  Brenn- 
linie einer  gegebenen  Curve  bezüglich  eines  und  des- 
selben Punktes  als  Pol  und  Lichtquelle  sind  zwei 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven  bezüglich 
dieses  Punktes  als  Aehnlichkeitscentrum,  und  z  war 
ist  das  Aehnlichkeitsverhältniss  gleich  I  zu  2. 
Daraus  geht  hervor,  dass: 

die    Evoluten    der  Fusspunktcurven   und    die  Brenn- 
linien ihrer  Natur   nach  identisch   seien; 
denn  die  Einen  sind  ja  nur  Verjüngungen  der  Anderen. 


X0il*rhrin  r  Muht^mnlik  n.  Ph^*ik  XIV,  5. 
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TaatochroniBche  Corren  bei  Beibnngswidentand, 

Von 

K.  UopPE. 


Die  Cnrve,  anf  welcher  sicli  fi 
KrÄftft  ohne  Anfangsgpschwirnligke 
fosicn  Endpunkts  hin  bf^wegl,  ist,  wr 
die  Gleicliiiug  auEgedriickt: 


I  Punkt  nnler  dorn  Einflnss  gegebener 
t  in  ronslnnlrr  Zeit  J  T  nach  einem 
ern  Pin  Potential  (—  v)  exiHtirt,  darch 


wo   i  den  vom  Endpunkt  nn 
muss  die  Kraft  stets  nnrmal 
der  der  Punkt  Bich  bewegen 
Stimmung  der  Cnrve  hinzu.      ', 
Bewegung  in  Detracht  zn  ziel 
conalanten  Fnllzeit  heissen  kai 
verlängert,  entspriclit  niicb  eiiii 
und  iwar  kann  man  die  Oseilli 
8wei  ersten  Beziehungen  ist  sii 
Oscillationsdauer    hingegen    lä 


'rechneten  Bogen  beieichnet.  Im  Endpunkt 
iir  Bnhn  aeiu.  '  Ist  eine  Fläche  gegeben,  nnf 
>1U  so  tritt  deren  Gleichung  einfach  zur  Bo- 
Es  ist  daher  vüllig  aiisrciuliend,  nur  ebene 
len.  Dieselbe  Curve,  welche  die  Curve  der 
in,  der  Gleichung  gemäss  Übers^U  hinaus 
er  Constanten  Steigzeit  und  Oneillationsdaner, 
itiijn  von  jedem  Funkte  an  rechnen.  In  den 
e  dsrch  den  Tautochrouismus  bestimmt;  die 
n   Arm   der    Curve  willkürlicli  und 

mncht  nur  den  zweiten  davon  abhJingig. 

Giebt  es  kein  Potential,  so  genügt  nicht  mehr  dieselbe  Curve  in  alUn 

jenen  Beziehungen;  vielmehr  ist  die  Aufgabe  jedesmal  eine  andere,  wenn 

die  Bewegung  anders  begrenzt  wird. 

Als  ein  Beisjii«!  soll  hier  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  ansser  einer 

Kraft,  die  ein  Potential  (—  v)  hst,  ein  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 

proportionaler  Widerstand  wirksam  ist.     Hier  bleiben  folgende  UmslJinde 

in  unveränderter  Geltung: 

1.   In  einem  festen  Endpnukle  för  einsoilige  Bewegung  mnss  di( 

xar  Bahn  normal  sein. 
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2.  Die  Cnrven  der  constanten  Fall-  und  Steigzeit  sind  durch  diese  ihre 
Eigenschaft  bestimmt. 

3.  Deren  Gleichungen  lassen  sich  in  geschlossener  Form  darstellen. 

4.  Die  Relation  zwischen  v  und  s  wird  durch*  keine  hinzutretende 
Zwangsgleichung  alterirt. 

Dagegen  treten  folgende  Eigenthümlichkeiteu  ein: 

1.  Betrachtet  man  ausser  den  zwei  genannten  die  Curven  für  constante 
Oscillationsdauer,  einmal  mit  Begrenzung  durch  die  Umkehrpunkte,  das 
anderemal  durch  den  Indifferenzpunkt  der  äusseren  Kraft,  und  bezeichnet 
fi  den  Widerstandscoefficienten,  so  ist  in  allen  vier  Fällen 

wo  die  Coefficienten  für  jeden  derselben  andere,  in  sämmtlichen  rein  nu- 
merische, in  den  drei  ersten  rationale,  im  letzten  mit  steigenden  Potefizen 

von  —  behaftete  Werthe  haben,  und  in  den  zwei  letzten  die  ungeradstelli- 

gen  Null  sind. 

2.  Der  Tautochronismus  der  Oscillation  bestimmt  die  Curve  vollstän- 
dig, während  die  constante  Dauer  der  einseitigen  Bewegung  die  Hälfte  der 
Coefficienten  unbestimmt  lässt. 

Setzt  man 


dv 


s 


0  d^s^Y^^^^^^^' 

so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  längs  der  festen  Bahn  s: 

wo  das  obere  Zeichen  für  wachsendes^  das  untere  für  abnehmendes  s  gilt. 
Sei 

2)  r(?)  =  2«-'^^9(^), 

dann  giebt  die  erste  Integration : 

wenn  die  Geschwindigkeit  bei  5  =  6  Null  wird.     Nach  zweiter  Integration 
erhält  man: 

In  den  zwei  ersten  Fällen  ist  nun  die  Bewegung  begrenzt  durch  s  =0 

und  s  =b'y  das  obere  Zeichen  entspricht  dem  Steigen  von  0  bis  6 ,  das  untere 

dem  Fallen  von  6  bis  0 ;  jedesmal  wird  /  =  ^J,  also 

b 


h* 


2        J    1 
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Dieser  Bedingung  genügt  nun  der  Werth 

/'(?)  =  («**-!)*. 
denn  hieraus  erhSlt  man  t 

«*'""^ar=+a>^/'(^r). 
Nach  Gleicboog  2)  ist  dann 

Dies   in  Gleichung  1)  eingeführt  giebt  nach  Integration  als  Gleichungen 
der  Bwei  Curven  ftlr  eonstante  Steig-  und  Fallseit: 

Um  bie  flir  eonstante  Schwerkraft,  wo  y  =  ^«  wird ,  in  rechtwinkligeu  Coor- 
dinaten  darzustellen ,  setse  man 

dann  wird 

.      ^         masimtdr 
1  —  stnamsx 
und  nach  Mnltiplication  mit  co9  x  und  sin  x  und  Integration  findet  man : 

+  11  a:  =  cosx  +  -: —  /oo(l — sin  a  cost) , 
—  ^  stna 

+  fiLy  =  sinasinx  +  x-'2cosaarcig    'fl' t'^( V ■*" T )  " 

£!s  soll  femer  die  Bewegung,  darch  die  zwei  Punkte  der  Nnllgeschwin- 

digkeit  «  =  — a  und  5  =  6  begrenzt;  in  constanter  Zeit  T  erfolgen.     Dann 

ist  die  BedingQDg: 

b 

3)  « 

und  a  und  b  sind  dnrch  die  Relation 

von  einander  abhängig.     Ihr  zufolge  ist  die  Differenz 

f{l^l>)-ni*r)=n-(,a)-n(ir) 
divisibel  durch  {a  +  r){b--  r)  und  der  Quotient,  der  durch  fi^R  bezeichnet 
sein   mag,   durchgängig   stetig  und   einer  gleichen  Entwickehing  wio  die 
Function  f{q)  fähig.     Setzt  man 


/: 


«  +  6  (f-b 

r  =  51«  t , 

2  **  2 


so  ivinl 


bniig  3)  gellt  über  iu 


"=/"«- 


s  zur  sechsten  Potenz  entwickelt  sei 

0)  f  ('/)  =  (1  +  Pj  ?  +  Pa  9*  +  /'s  7°  +  P(  '/*)  «'■ 

Nimmt  msn  für  a  gleicbfalls  eine  Reibe  nach  Potenzen  von 
ickelt  den  Quotienten 

')  "  "-(»  +  .)  c-O 

■ch  Potenzen  von  ^,  so  ergeben  »icb  zugleich  mit  den  einzelnen  Termen 
von  A  die  Wertbe  der  Cffefficieaten  dev  Reihe  a  bedingt  durch  die  Aus- 
führbarkeit der  Division,  und  man  findet: 

U&ehdem  man  die  zur  ßechlen  der  Gleichung  5)  angedeuteten  Oporatioucu 
der  Ueihenform  vollzogen  hat,  wobei  nur  Poteazcn  von  r  nnch  £  zu  iute- 
iren  &ind,  mUaseu,  damit  die  Gleichung  unabhilQgig  von  b  erfüllt  wird, 
die  Coefficicntcn  nller  Potenzen  von  fxfi  verschwinden,  woraus  «ich  eiue 
gleiche  Anzahl  rccurrirender  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  p  ergehen 
Hier   tritt  jodocJi   der  Umstand    ein,   dass   die  Coeffioieuten   von  ft'*  und 

')''  nur  die  Elemente  pi,  p3,  . ..  pit  eothaltpn,  dass  folglich  P'ii,  +  i  un- 
bestimmt bleibt.  Km  ISöBt  sich  nämlich  bemerken,  dass  pjn^.i  (i'*  +  ' in  fi 
jittr  mit  ungeraden  Potenzen  von  r  verbunden  ist.  Denn  im  Verlaufe  der 
■Divieion  7)  tritt.das  Element  p^i^ ,  zuPist  ein  bei  der  (aA+l)""  Potenz, 
und  das  von  n  «nahhiingige  Glied  des  Divisors  6*  —  r*  enthält  keine  ni 

ide  Potenz  von  r.  Ferner  erkennt  man,  dass  die  Integrale  der  ungi 
roden  Potenzen  von  r  den  Factor  fi  haben,  weil  sie  für  a  =  6  verschwinde; 
Folglich  kommt  p-ti  +  i  nur  in  Coefficienteu  höherer  Potenaeu  von  (tb  vo 
Dieser  Umstand  hat  aber  zur  Folge ,  dasa  die  uugo  radstell  igen  Coofficiente 

Verfügung  bleiben,  um  einer  neuen  Bedingung  zu  genügi 
Dung  ergiebt; 


e  Kecb 


2,1 


I  '^^ 


-(.^|.K 


Nach  Einsetzung  diest'r  Wertbe  in  den  Antidruck  (6)  von  fy  liiidet  man 
folge  der  Gleichung  4}  folgende  Eutwickeluug  der  geaucbtou  l'unction : 
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■    432  -  .  «3     ,      21     .       /         21      \      I    , 

+  \l^-^Pi-W+jPi'-jP*-[^-  7P«)P»j  «*• 

Die  Carve  für  constante  Dauer  der  rückgängigen  Bewegang  wfirde 
man  hieraus  durch  Substitution  von  q>(^ — q)  für  (p{q)  erhalten.  Soll  also  die- 
selbe Curve  nach  beiden  Seiten  hin  tautochronisch  sein,  so  darf  die  Beihe 
für  q>  (q)  keine  ungeraden  Potenzen  von  q  enthalten.  Hieraus  folgen  die 
Werthe: 


4                   11 

8 

P8=g; 

158 

^*""4a5' 

nach  deren  Einsetzung  man  findet: 

Hiernach  hat  die  Curve  der  tautochronisch en  duirch  die  Umkehrpnnkte  be- 
grenzten Oscillation  folgende  Gleichung: 

Rechnet  man  statt  dessen  die  Zeit  vom  Indifferenzpunkt  der  Knsseren 
Kraft  bis  zur  nächsten  Rückkehr  in  denselben ,  so  kann  man  jeden  Arm  der 
Curve  für  sich  die  Bedingung  erfüllen  lassen,  welche  lautet: 

b 

e^    dr  e    '^   dr 


o  n  V 

j/fe''^^(p{iiq)qöq       }/ fe"^ '^ "^ <p {^i q)  q d qX 


0 
Die  Function  q>{q)y  die  sich,  wie  ersichtlich,  bei  Vorzeichenwechsel  von  q 
nicht  ändert,  hat  demnach  die  Form: 

Die  ersten  Integrale  stellen  sich  in  der  Form  dar: 

b 

2  \         *^* 

f  k={    *  ^"^ 

wo  die  Grösse 


2  b   — r 


r.  — 


k       k   b^-^r^ 

den  Werth   b  nie  übersteigt,  so  dass  die  ( — J)**  Potenz  des  Integrals 

sich  wieder  nach  Potenzen  von  fi  entwickeln  lässt.     Die  Bostandtheile  des 
zweiten  Integrals  sind  alsdann  von  der  Form 
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'  w'v    .^•^-f  ^  • 


/ 


h 


0 
wo  R  ein  Product  vou  Factoren  r  und  r,   ist.     Führt   man   die   Integration 

aus  und  erfüllt  durch  9^,  (p^,  ...  die  Gleichung  8)  unabhängig  von  6,  so 
ergiebt  sich: 

Dieselbe  Gleichung  muss  auch  für  den  negativen  Arm  der  Curve  gelten, 
und  diese  entspricht  daher  der  tautochronischen  durch  den  Indifferenzpnnkt 
begrenzten  Oscillation. 

Zur  Darstellung  beider  Curven  in  rechtwinkligen  Coordinaten  sei  für 
den  Fall  constanter  Schwerkraft  ihre  gemeinsame  Form 

zu  Grunde  gelegt.  Durch  umgekehrte  Entwickelung  und  Di£ferentiation 
ergiebt  sich  daraus: 

Ist  nun  a:  =  A  der  Werth,  für  welchen  ^—  verschwindet,  so  erhält  man: 

dx 

Setzt  man 
so  findet  man: 

+  —  Ä  (11  a«  —  5/5)  x^m-^  co«»d. 
4 

Sieht  man  von  der  vierten  und  den  höheren  Potenzen  von  x  ab,  so  erweist 

sich  die  Carve  als  eine  im  Verhältniss  1 : 1  —  3ax^  vertical  und  im  Verhftlt- 

niss  1  :1 — ~;:  ^^  horizontal  contrahirte  Cykloide,  von  derjenigen  aus- 
gehend ,  welche  der  widerstandslosen  Bewegung  entspricht.  Bei  Begren* 
zung  im  Umkebrpunkte  ist  aes  0,222222;  bei  Begrenzung  im  Indi£ferenz- 
punkte  a= 0,033504;  daher  im  letztern  Falle  die  Abweichung  der  Curve  weit 
geringer  als  im  erstem.  « 


XIX. 

Heber  ein  geometrisches  Kennzeichen  der  Art  des 

durch  fbnf  gegebene  Tangenten,  durch  fbnf  gegebene 

Funkte  u.  b.  w.  bestimmten  Kegelschnittes. 

Von 

Dr.  Fr.  Grelle  , 

Professor  der  ^Mathematik  ao  der  polytechnischen  Schale  sn  Hannover. 


(Hiersu  Tafel  VII,  Fig.  5.) 


Sind: 

1)  ö  =  0,     5  =  0,     c  =  0 

die  Gleichungen  der  Eckpunkte  eines  Coordinatendreiecks  in  der  Nor- 
malform, so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  zwischen  den  Drcieckcoordi- 
naten  der  Tangenten  eines  dem  Coordinatendreieck  einbeschriebenen  Ke- 
gelschnittes : 

2)  ab  +  Pac+Qbc^O, 

wo  P  und  0  beliebige  Constante  bedeuten.  Soll  der  Kegelschnitt  noch 
eine  vierte  Gerade,  welche  irgend  einen  Punkt  a,  der  Seite  ab  des  Coor- 
dinatendreiecks mit  irgend  einem  Punkte  b^  der  Seite  bc  desselben  Drei- 
ecks verbindet,  berühren,  so  muss,  wenn  die  Gleichungen  der  Punkte  Oi 
und  bi : 

^  I  6,  =^i6  +  C,c  =  0 

sind  ,  zwischen  den  Constanteu  P  und  Q  die  Bedingung: 

4)  ^oC,  -  PBo  ß,  +  Ö^o  ^i  =  0 

stattfinden,  durch  deren  Einführung  in  3)  sich  als  Gleichung  eines  dem  Vier- 
eck  aaj  6|  c  einbeschriebenen  Kegelschnittes  ergiebt: 

5)  B^ab+{Ci+kAo)ac  +  kBobc=:abi+kaiC  =  0, 
worin  der  Kürze  halber : 


etzt  vJTQ.     Ans  6)   erhIU  man  leiobt  ah  GUicliDDgen  der  vier  Beiäb- 
(feDgspnnkte:  (,  in  der  6,c, /,  in  der  co,  <,  in  der  ao, ,  f^  in  der  a,  &, : 


8) 
und  hie 


10) 


/,  =  B.b  +  (C,  +  k.4„)  c  =b,  +kJ^c  =  ü, 
t,  =  B,a  +  kB^c^O, 

r,  =  (C,  +kj^)  a+k  B^b  =  C, «  +  Art,  =  0 , 
/,=  C,So(i,  +  t^„S,  «1=0 
s  als  Gleichung  des  Mittelpiinktes  m  des  Kcgelsciinittes 


»enn  a\  =  0  and  b\  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte  a  nnd  b'  in  der  Nor- 
rmalform  bedeuten,  wiShrend  wegen  3}  die  Gleichungen  der  Pole  ^i, ,  J,,  J, 
ier  drei  Diagonalen  dea  »ervollstÄnd igten  Vierecks  ac6,(i,  auter  der  Form 
ergcbeiuen : 

Jl)      Ji  =  -JoP,u-  5„fl,6  -  B^C,c  =  j1aB,a  —  B,b,=0, 

12}      ^,  =  .*„B|ö+ßoß|6  — S„C,(r=ß,n,  — S„C,c  =  0, 

13)     Ji^A^B,a+B^B,b+B„B,e  =  B,a,  +  B^C,e~A^Bia  +  D^b,=0. 

Aus  den  Gleichungen  ß)  hia  Q)  und  11)  bia  13)  ergidbt  sieb  sofort: 
14j  C,  z/,  [^  Aa  B,  /,  — ii=  .*„  C,  (,  —  ßoC,  (, , 

15)  AJuJ,3=  — Ä„C,/,+^^— -^ot-Vi+^oß,',, 

le)  (C,+A^„)J,=  B^C,  f,  +^„fi,(,  =  //oC,/,+(,, 

Toait  bewieijen  iat,  dass  die  Verbindungsgeraden  je  eweier 
riihrungspankte  sicli  in  dem  einen,  oder  dem 
dem  dritten  der  Pole  schneiden  müssen:  1,1,  nnd 
1fl^  in  /J, ,  l,t^  nnd  /,!,  in  i^,,  (,(,  und  (,(^  in  ^,.  Ans  der  Lage  eines  der 
iTier  Beiührungs[)nnktc  folgt  also  die  der  drei  anderen  von  Kelbut. 

Dass  5)  noch  eine  willkürliche  Constante  —  k  —  enthält,  beweiset  die 
liekannten  Sätzo:  Es  giebt  unendlich  viele  ICegelschnitte,  welche  gleicb- 
leitig  vier  gegebene  Gerade  berühren;  ein  Kegelschnitt  ist  im  Allgemeinen 
idnrch  fünf  gegebene  Tangenten  bestimmt. 

Um  die  Kcgcl^ehnttlo  des  ersten  dieser  Sätze,  deren  Mittelpunkte  we- 
.gen  10)  auf  der  Geraden  liegen,  welche  die  Halbirungspnnkte  der  Diago- 
nalen ab,  und  c«,  verbindet,  zu  individualiairen,  muss  man  k  das  Intervall 
Ton  +  00  bis  ^  00  ,  oder  einen  der  Berilhrungspuukte,  etwa  (,,  seine  nach 
^beiden  Kichtungcn   hin   ins    Unendliche    verlängerte  Tangente  ac  durch- 

■'^ufen,  oder  auch  etwa  die  Gerade  id^l,!,  eine  voUstäudige  Umdrehung  um 
den  Punkt  Jt  beschreiben  lassen  und  dabei  die  Vorzeichen  bez.  das  Ver- 


scbwiudei 


(siehe    Salu 
^'I.  Auflat 


r  Ausdrücke: 


£^B,  +  C,  +  k{J^+  B^), 

£,^  —  B^P,k{C,  +  k^a) 
edler,     AnalyligcLe    Geometrie    der    Kegelscbuitte, 
—  845)  ins  Äuge  fassen. 

h  Gleichung  5)   iinf  in;  «,=0,  c  =  Oj  die  Punkte 
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roDgapankte  der  cn,  enaxinmeii;  der  Kegelschuitt  redaeirt  siftl 
anf  die   Gerade   co,. 

Für  aHa  LagPn   des  Panfcfes   U  zwisclieii  <■  und  q,   des  PuDkles 
zwischen  a,  und  a  mnss  wegen  7)  udJ  8): 
kB.  kB. 

sein,  müssen  also: 

gleicbzeitig  dasselbe  Vorzeichen  liaben.  Je  nnclidem  diese  drei  Ausdrfid 
^0  sind,  ist  £^0,  £,  ^0.  Es  haben  also  für  alle  KegelgcliniUe  dieser  Ai 
£uad  S,  entgegengeseute  Zeichen;  die  berubrenden  Cnrven  sin 
demnach    Ellipsen. 

Für  A  =  0  wird  aus  5) :  a  =  0,  b,=0;  l^  nnd  t^  fallen  auf  h, ,  (,  und 
anfuj  m  fällt  mit  dem  Halbirungüpiinkt  dem  6, 
schnitt    reducirt   sich    auf   die    Gerade    ab, 

Für  k  —  0  verschwindet  auch  £„  und  da  Z,=0  nur  einmal  die  Wursat 

k=0  hat,  BO  muss  £,  jetzt  das  Zeichen  wechseln,  wahrend  Z  das  frBber 

Zeichen  bis  zu  dcrLnge  des  Berlibrungspuaktes  f , ,  welche  dem  Werlha 

^1  +  c, 

entspricht,  beibehält.     Bis  hierhin  sind  die  berührenden  Curv»i 
demnach    Hyperbeln. 
Für 

'i^  +  B, 

verschwindet i',  istderfraglicheKegelschnitt  also  eine  Parabel 
was  auch  aus  10)  deshalb  folgt,  weil  diese  Gleichung  für  jenen  Wer 
des  Ar  einen  Punkt  im  unendlichen  repräsenlirt. 

Beim  Durchgang  des  Ar  durch  den  Werlh  17)  wechselt  S  das  Zeicbei 
die  berührenden  Corvon  sind  also  Ellipsen,  bis  £,  sam  zweiti 
und  letzten  Male  verschwindet  filr; 

'*)  '=-£• 

Für  diesen  Werth  löst  sich  5)  auf  in  ft  =  0  und  A,B,a~  B^C,c  =<i  —  d 
Gleichnng  des  Pnnktes  d  — ;    (,  und  /,  fallen  mit  i,  (,  und  l^  mit  d  zusam< 
men  nnd  m  wird  der  Ualbirnngspnnkt  der  tlb;    der  Kegelschnitt   xa 
ilucirt   sich   als»   wieder   auf  eine   Gerade,   die   lib. 

Jetzt  wechselt  endlich  X,  zum  lelzteu  Mule  sein  Zeiciion,  während  daf 
von  X  -  ein  nach  k  liuearer  Ausdruck  —  unverändert  bleibt.  Für 
Lagen  dox  Punktes  f,  zwificheo  d  nnd  n  sind  demnach  die  berUhrendna 
Jiegeluebuitto  if/perbnlu,  womit  da»  Gyklua  gegcbloflaen  iat. 
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WegCD  7]  nnd  17)  ist  die  Gleichung  des  Punktes  p,  worin  die  darcli 
r  gegebenen  Tangenten  ac,  cb,,  6,0,,  a,a  beBtimtnte  Parabel  die  ac 

berührt: 

B.  B,  +  C. 


woraus     le 

Proportion 

ap       B,  B,  +  C, 

^p~S^  A,  +  B, 

also  auch: 

19) 

ac  B,C,-A,B, 
Jp      B,{A,  +  B,) 

folgt.    Fern 

er  giebt  die 

Gteichang: 

bUo  auch : 


_  B„  C, 
"  A„B,' 


woraus  man  endlich  in  Verbindung  mit  19)  n 
der  Gleichungpn  3)  die  Proportion; 

rpjim, 


id  in  Rflcksicht  auf  die  erste 


I 


erbalt,  welche  eine  einfache  Art  der  Canatruction  des  Punktes^  zeigt. 

Es  seien  nun  die  fünf  Tangenten  ac,  cb|,  bjOi,  a,<t  nnd  ef  gegeben, 
welche  entweder  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  bKBtiramen  und  dann  nur 
eine  Parabel,  wenn  die  durch  irgend  vier  dieser  Tangenten  bestimmte  Pa- 
rabel auch  die  fünfte  TangPnte  berührt.  Um  au  erkennen,  welcher  dieser 
drei  FHlle  im  Gegebenen  eintritt,  construire  man  zuerst  den  Punkt  p  und 
darauf  die  fünf  Ponklo,  worin  der  fragliche  Kegelschnitt  die  gegebenen 
Tangenten  berührt.  Dieses  gRschinbt  am  einfachsten  in  Rücksicht  auf  die 
Belationen  15)  und  10).  Da  nämlich  einerseits  die  Verbindnngsgernde  der 
Berührungspunkte  in  der  ac  und  na,  durch  J,  gehen  mnss  (wegen  15),  in- 
dem acbfüf  ein  umschriebenes  Viereck  bildet,  und  andererseits  durch  g 
(wegen  16),  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  des  ebenfalls  umschriebenen 
Vierecks  cbfe,  so  ist  jdtg  die  Verbindungsgerade  selbst.  Diese  schneidet 
die  ac  und  na,  in  den  betretlendon  Berührungspunkten,  nach  deren  Fest- 
legung es  sehr  leicht  ist,  auch  din  drei  übrigen  Iteriihrnngspunkte  zu  be- 
Btioimeii.  Aus  der  Lage  des  Berührungspunktes  der  ac  erkennt  man  nach 
TorhorgoheDden  Ausführunguu  sofort  die  Art  doa  Kegel schnittea. 
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Sind  statt  der  Tangenten  fünf  Pankte  gegeben ,  so  constraire  man  mit 
Hilfe  des  Pascarschen  Sechsecks  zunächst  einen  sechsten  Punkt  aod 
darauf  unter  Benutzung  der  bekannten  Satze  über  Pol  und  Polare  die  Tan* 
genten,  welche  in  jenen  sechs  Punkten  den  fraglichen  Kegelschnitt  be- 
rühren. Die  gegenseitige  Lage  von  irgend  vier  dieser  Tangenten  und 
ihrer  Berührungspunkte  giebt  alsdann  wieder  wie  vorhin  den  gewünschten 
Aufschlnss  darüber ,  ob  die  gegebenen  fünf  Punkte  eine  Ellipse ,  Hyperbel 
oder  Parabel  bestimmen. 


XX. 


Die  cyklischen  Flftbhen. 


Dr.  A.  Ekkeper 


§1- 
Ein  Kreis  im  Ranme  kann  aia  der  Darchschoitt  einer  Ebene  mit  einer 
Kngelflüche  Angesehen  werden,  so  tiags  der  Kreis  nnd  die  Kngelfiäche  den- 
nlben  Mittelpunkt  hniien.  Bezeichnet  man  durch  9.  >;,  £  die  Coordinaten 
ihs  Mittelpunktes  und  durch  B  den  Radius  der  Ku^'cIliJicIie,  sind  ferner 
1,  m,  n  die  Winkel,  welche  die  Normale  znr  Ebene  des  Kreises  mit  den 
Coordioatenaxen  bildet,  so  sind: 

2)  (x  - S)  COS  i  +  (y  - ^)  cos m  +  (i  - 1)  co$  u=0 

die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Kreises  im  Räume,    Zwischen  den  Co- 
■inus  der  Winkel  l,m,n  findet  die  Relation  etatt: 
.)  co.-i'l  +  cos'm  +  cos'.,^l. 

Die  Gleichungen  I)  und  2}  enthalten,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
8),  sechs  beliebige  Parameter,  welche  eich  immer  so  bestimmen  lassen,  dass 
Äer  Kreis  gewisse  Bedingungen  zu  erfüllen  hat.  Soll  der  Kreis  z.  B.  mit 
JBiner  Curve  doppelter  Krümmung,  bestimmt  durch  die  Gleichnngen: 

4)  F{x,!/,z)  =  0,    F,{x,y,z)'^0, 
linen  Punkt  gemein  haben,  so  giebt  die  Elimination  von  x,y,z  zwischen 

'den  Gleichnngen  l),  2)  und  4)  ein  Resoltat  von  der  Form: 

5)  *  (I,  tj,  £.  a,  cna  I.  cos  m,  cos  11)  =  0. 

lUurch  sechs  Gloiciiungen,  wie  die  vorstehende  und  die  Gleichung 3)  sind 
j  Parameter  der  Gleichungen  1)  und  2)  vollständig  bestimmt;  man  kann 
also  im  Allgemeinen  einen  Kreis  bestimmen,  welcher  sechs  gegebene  Cur- 
I  achneidet.  Nimmt  man  fünf  Gleichungen  von  der  Art  wie  5)  an,  so 
giebt  die  Elimination  von  5,  ij,  J,  /{.  cost.  cosm,  cüs n  zwiKchcn  diesen  fünf 
Gleichungen  nnd  den  Gleichungen  1),  2),  3)  eine  Relation  zwischen  .r,  y.  :, 
d.  h.  die  Gleichung  einer  Flüche,  welche  der  Kreis  erzeugt.    Die  fünf  Be- 
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äiDgangsgleicIiaiigeo  und  die  Gleichung  3)  gestatten   in    diesem 

secba  der  Patsmeter  |,  tf,  J,  Ä,  cosly  cos  m,  cos  n  a 

anauselien.  oder  besser,  man  kann  die  slimiutlicben Parameter  als  Functioi 

einer  Variabeln  u  n^buien,  so  driaa  die  Klimiuntiou 

Gleichungen    1)  und   2)    die   allgemeinsie   Gleicüuiig   einer  Fläche  gii 

welche  durch  einen  Kreis  erzeugt  werden  kann.    Der  EinTachheit  hall 

iDÖge  sine  sulche  Fläche  cj^klische  Fläche  und  der  erzeugende  Kreia  il< 

selben  Generatrii  heisaen. 

Ein  sehr  einfachea  Beispiel  ciaer  cj'kliscben  Flüche  ist  die  Fläche, 
gebildet  aus  den  Krümm nifgskreiseQ  der  Norroalschnitte  in  einem  Punkte 
einer  beliebigen  Fläche.  Im  Punkte  (x„,  y^,  i^)  einer  Fläche  seien  r,  r" 
die  beiden  Hflnptkvümmungahalbmeaaer,  lerner  L,  .V.  It  die  Winkel,  welche 
die  Normale  mit  den  Coordinateaaseo  bildet.  Die  Wiukel,  welc 
Tangeuten  zu  den  Hauptscbnitten  mit  den  Coordinateuaxen  bilden 
Krümmungsradien  r  und  r"  sind  ,  seien  respective  L\  lU',  N"  und  L" ,  M", 
Die  Ebene  einee  beliebigen  Normalscbnittes  im  Punkte  (x^,  t/^,  z^)  schneit 
die  berührende  Ebene  in  einer  Geraden,  welche  den  Winkel  ii  bilden  ml 
mit  der  Tangente  des  Hauptschnittes,  dessen  Krünimungsbalbmefiser  r  ist, 
Sind  /,  m,  n  die  Winkel,  welche  die  Normale  des  bemerkten  NnrmaUcbnilli 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  hat  man  für  die  Co^inas  derfielbeu  fo 
gende  Gleichungen: 

!cos  I  =  cos  L"  .  cos  u  —  cos  L  .  sin  u, 
cosm^cosM"  .  coKU-cosM' .  sinu, 
cos  n  i=  CQS  y"  .  cos  u  —  cos  N' .  sin  u . 
Die  Coerdinaten  |,  i),  ^  des  Mittelpunktes  und  der  UadJ 
mungskreises   des  obigen    Kormalsclmittes    sind,    nach    e 
Theoreme  Euler's,  durch  Tolgende  Gleichungen  beslimmt: 
7)  i  =  Xg  +  R  cosL,    )j=j/y  +  Ä  cositf,    ä;=i„  +  Äcosff, 


1 


a  R  des   KrQl 
lern    bekannt« 


Mittelst  der  Gleichungen  R)  und  7}  ergehen  sich  Tür  den  Krün 
folgende  Gleichungen: 

,  {X  -x^~  tt  cos  L)^  +  (!/-y^-  neos  MY  +  (z-  z,-  Rc 

»)  <     [t*  -  a^o)  <^»  ^"  +  (y  -  !/o)  ""^  Jw"  +  C'  -  h) «« ^1  "■ 

/  =  l(x-ir^)  cos  l'  +  it,-  yj  cos  «'  +  («-  .„]  cos  JT)  «n 
Zur  Vereinfachung  setze  man: 

l  {a:  —  j  „)  cos  L'  +(y  —  pg)  cos  M'  +  (t  —  t^)  cosN'  =. 
.  {X  —  Xy)  COS  L"  -i-  (y  ~  y^)  eos.V  +  (t  —  z^)  cos  N"  = 
j  (j:  —  j-^)  cot  L  +(!/—  Jp)  COS  »  +  (i  —  r„)  coJ  JV  = 


mungskr< 


■'-'■,r+(s-t,f+i.'- 


■•>'■ 


Von  Dr.  A.  Knneper. 


Substilniit  man  für  R   seinBii  Werth  ans  S),  so  gehen  die  Gleidinngen  9) 
inittelat  10)  llber  in: 

(.!■!  ^  i-ä  +  zä,  ^^l^^*«  ^.  «!^*^  _  2  2_    j-  ^„^  „  _  _v  „.„  „_ 

^ie  ElioiiiiRtioo  von  u  swischcn  dieaen  OleicliuBgen  giebt; 

■  ii)  i.v'+  y'+z^){^y  +  K)  =  -iZ{x* +}-*}. 

lÄne  den  Gleitlrnngen  10)  folgt,  Anau  X,  7,  Z  als  die  orthogonalen  Coordi- 


Ane  den  Gleicim 

nalen  eines  Fanktes  nngesehen  werden  können,  wenn  man  den  Pankt 
[jTg,  pu,  :^)  zum  Anfangspnnkt  der  Coordinaten,  ferner  die  Normale  und  die 
Tangenten  zu  dpn  Haujjtsrhnitteu  zu  Coordinntenaxen  nimmt.  Im  Pankto 
(^0)  y«'  -0^  ^"'  '^'^  cyklisclie  Fläclie  11)  mit  der  gegebenen  Flftcbe  dieselbe 
Normale,  alle  ebenen  Scbnitte,  welcbe  durch  dieBs  Normale  geben,  haben 
für  beide  Flächen  im  Punkte  {Xq,  j/^,  ig)  dieselben  KrümmungsbalbmeBaer, 
weshalb  es  nicht  ungeeignet  scheint,  die  cj'kliaebe  Flüche,  bestimmt  durch 
die  Gleicbung  II),  als  die  oHculiitoriBche  FUche  einer  gegebenen  Fläche  im 
Punkte  (j-y,  y,,  :^)  anzusehen.  Die  Gleiclinng  U)  folgt  auch  durch  Elimi- 
nation von  y  zwischen  den  GleicbuDgen: 


x*+r*  = 


=  2Zci 


»V- 


Hieraus  folgt,  dass  die  oGcnlatorische  FUche  der  Ort  der  Scbnittcurven 
einer  Reihe  von  Kreiükegeln  mit  Paraboloiden  ist.  Für  einen  Urabilic  ist 
r  =r",  in  diBBem  Falle  geht  die  Gleichung  11)  in  die  einer  Kugelflächo 
über.  Setzt  man  in  der  Gleichung  II)  2A',  2  7,  2Z  statt  -V,  Y,  Z,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichnng  einer  Fläche,  auf  welcher  die  Miltelpnukle  der  oscula- 
lorischen  Kreise  aller  möglii'hen  ebenen  Schnitte  liegen,  welcbe  durch  den 
Punkt  (a-^,  y^,  :J  einer  Flache  gehen. 

Bewegt  sieb  der  Mittelpunkt  der  Gen^rstrix  einer  c^kliscbeu  Fläche 
if  der  Geradea: 


r 


~!/ü_^ 


■a  bat  man  die  Gleichungen: 

12)  i^x^+tcoslg,    ii=yo  +  (cosm„.    J=lo  +  '«5«o. 
wo  (  eine  Unbestimmte  bedeutet.    Setzt  mim  sar  Abkürzung: 

13)  rosd=:caslcosl^  -^-cosm  cosm^-\-cosn  ro«n„, 

so  geben  die  Gleichungen  1}  and_2)  nach  einigen  einfachen  ßedu( 
aber  in: 


{x  —  x^)cogi  +  (s  —  ya)c: 


n  +  i'.-:^)c, 


n^lcosS, 


■+[(' 


[(j-  -  !.)■  +  VJ-  J/,)'  +  (.t  -  i,V]  a,'» 


"'+(»-».)£. 


„+(<• 


-  !  [li  -i.)  «.(.+  (j/-v,)™!»,+  (;-i.)c, 


r,)»."? 


[[x-.r 


g+ 


II  +  (i  —  Ig)  cot  <l]  COi  Ä 
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NimBt  warn  m  den  Gleiebimges  14)1,  wt^m  eooctast  and  unterwirft  die  6e- 
neratrix  der  Bedinginig,  eise  gegebene  Corre  zn  schneiden,  so  ergiebt  sich 
zwischen  te^S  und  Reöäi  eine  Relatioa.  Die  Gieiehnng  der  re^oltirenden 
Fliehe  ist  dann: 

—  2[(x  — ^^e»sl,  +  (jr— 3ro)«'^  +  (*— S)<»»<I 
[(x  — x^cftf/  +  (jr  — 3^  «is«+(z  — z^a>s«](röjd 

=  l^[(x— xJiref/  +  0— njcs#«  +  (z  — z^^cM«]. 
diese  Gleichmg  ein£Kh  dnzch  /=  0,  so  ist 


(coz/£o#/^-|'^>^*^^»«  +  ^^>''"  ^^>^"o) 


9f 

a/' 

az 

CMl 

CM* 

eu« 

»-f« 

«-*• 

3/" 

as 

cmI 

CM* 

CM» 

cw/. 

«w*» 

eM% 

[(*— «J  »«'+(»— fs)»»«+(2—2j«WJl] 


die  partielle  Differentialgleichnng  der  ejkfischen  Fliehen,  for  welche  die 
Ebene  der  Genemtrix  einer  festen  Ebene  pnmilel  bleibt ,  wänrend  ihr  Mit- 
telpunkt eine  Germde  dnrchUlnft.  Die  Gleichung  15)  lisst  sich  leicht  anf 
die  FUchen  zweiten  Grades  anwenden. 


Die  Winkel 


§*. 


«; 


.  «'; 


seien  zu  drei,  gegenseitig  orthogonalen  Bichtnngen  gehörig,  so  dass  zwi- 
schen den  Cosinus  derselben  die  folgenden  Gleichungen  stattfinden : 

IC©  J*  /  +  COJ*  fli  +  COJ*  it  =  1 , 
CO^  (  +  COJ*  wi  +  CM*  »"  =  I , 
cof  r  +  cofnT  +  cofn  =  1 , 
IeotX cotC  +  cotm  co$m'  +  cosn  cosrT  =  0, 
cos  l  cos  f  +  cos  m  cosrnt*  +  cos  n  cosnT  =  0, 
cos  l  cos  t  +  cos  m  cos  m  +  cos  n  cos  n'  =  0 . 
Die  Winkel  U  m,  n  seien  Fonctiooen  einer  Variabein  u\  zar  Abkürzung 


wcr«le  gf.ielzt: 


^) 


-4C-^::')+(-;r)+c-f=)T 


1 


cosl      cosm      cosn 
d  cos  l   0  cos  m    d  cos  n 


du         cu         du      I 
d^cosl  c^cosm  d^cosn  ; 
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Die  Oleichong  cof^/  -|-  cos'm  +  ^05' ;>  =3 1  nach  u  differentiirt  giebt: 

Bcosl  ,  dcosm  .  d'Cosn 

cosl    -    -  +  CO* m  — r +  cos n  —r —  =  0. 

du  du  du 

Mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen  1)  bis  3)  kann  man  setzen: 


5) 


dcosl 

du' 


=:pfOSl', 


dcosm 


cosn 


du 
dcosm 


=  p  co^  m\ 


dcosn 


=:pC05n  • 


1" 


du 


dcosn 
—  cosm  —z —  =pcosl  , 
ou 


6) 


,  d  cosn  d  cosl  „ 

cos  l  — cos  n  —z —  srspcosm  , 


cosm 


du 
d  cosl 


du 

,  dcosm  „ 

—  cosl  — T — SS p cosn  . 
du 


Die  Gleichungen  6)  nach  u  differentiirt  geben: 


tff 


d^cosm  d^cosn       dp        .„  .      dcosl' 

cosn—^-^ C05  m  —  — =- t=a -£1  CO*  /    +p—z , 

du*  du*         du  du 

,  d^cosn  d^cosl       dp         „  .      dcosm 

cos  l  -^-ji cos  n  =  —  cosm  +p  —^ , 

du*  du*         du  du 


cosm 


d^  cos  l 


cos  l 


d^cosm      dp 


=  5--co*«"  +  /> 


dcosn 


9t 


d\^  ""  '      dv^         du  '  '^      du 


Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  5),  bildet  die 
Summe  der  Producte,  so  folgt: 
cosl     cosm     cosn 


dcosl  dcosm   dcosn 

du         du         du 
d^cosl  d^cosm  d^cosn 
"du^       d^       ät?" 

d.  i.  nach  4): 


2  /        .dcosl 

=  ö*  l  cosl    —- 1-  co*»i 

V  du 


äff 
cosm 


+  COS 


,  dcosn'\ 
du  ./, 


cosl 


,  dcosl'' 


+  cosm 


,  d  cos  ni 


ff 


'■\-cosn 


,  dcosn 


tf 


=  ^ 


du  du  du 

Die  Gleichungen : 

cos  l  .  cost  +  cos  m  .  cosm'  +  cos  n  .  cosn  =0, 
cos  V  .  cosl'  +  ^os  m' .  cos m  +  cos  n  ,  cosn  =  1 , 
cosl",  cosl'  +  cosm",  cosm'  -^cosn' .  cosn  =0, 

nach  u  differentiirt  geben  mit  Rücksicht  auf  5)  und  7): 

,  dcost  .  dcosm'  .  dcosn 

cos  l  —7: —  +  cos  m  — ■ h  cos  n  — r =  —  p , 

du  du  du 

^,dcosf  ,  ,  dcosm'  ,  -  dcosn 

cosl V-cosm     -■ — +cosn   —5 =  0, 

du      ^  du      ^  du 

.,dcost  ,  ,,  dcosm'  .  „dcosn 

cosl       -     +cosm    — ^ j-cosn        ■       =  — ^, 

du  du  du 


^IlMhrin  f.  Mallifmnlik  u.  Physik  XIV,  5, 
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folglich : 


8) 


dcosV 
d  cos  m' 
d  cos  n 


=  —  p  cos  l  —  q  cos  /", 


=  —  pcotm  —  qcosm 


==  —  p  cosn  —  q  cosn 


tt 


Diflferentiirt  man  die  Gleichungen: 

cos  l  cos  /"  +  cos  m  cos  m"  +  cos  n  cos  n"  =3  0, 
cosl'  cos /  '  +  cosm  cos m"  +  cos  n  cos n"  =  0 , 
cosl*'  cos  / "  +  cos  m"  cosm'  +  cos  n"  cosn"  =3  1 , 

nach  f/,  berücksichtigt  die  Gleichungen  5),  7)  und  8),  so  folgt: 


f* 


ff 


,  dcosl"  .  dcosm"  ,  dcosn' 

cosl    —;: \- cos  m  ^;- \- COS  H    — :q— —  =  0, 


du 


du 


du 


f# 


,,dcosf  ,            fdcosm     ,           ,  dcosn 
cosl  — :z +  cosm  — r \- COS  n  — 5 =  g, 


du 


..dcosT  . 

cosl    — :: 1-  cosm 


also : 
9) 


d  cos  f 


du 


=  qcosl'j 


du  du 

„  d  cos  m"  .  ,,  d  cos  n" 

-T \-cosn    —r =0, 

du  du 


dcosfn' 


=  q  cos  m  , 


dcosn" 


=  qcosn . 


du  du  du 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  8)  6ndet  man  durch  Differentiation  nach  u: 

d^cosl      dp        .,         ^  .  .  ,,,. 
5—  =  ;r—  cos l  —  p  (p  cos  1+  q  cosl  ) , 


du^ 


du 


d^cosm      dp  ,         .  ,  f,^ 

.   ^    =;r^  cosm — p (p cos m-^- qcosm  ), 
du*        du 

d^  cosn      dp         ,         ,  , 

^   ^    =-^cosn  —  p(pcosn  +  qcosn  ). 
du^         du 


10) 


=  -1. 


Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  und  5)  geht  die  Gleichung  4)  über  in : 

cosl  cosm  cosn 
cosl'  cosm'  cosn 
cos  l     cos  m     cos  n 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  fürp  =  0  die  Winkel  l^m.n  constant  sind. 
In  diesem  Falle  kann  man  setzen: 

Icosl  =0,  cosm  =0,  cosn  =1, 
C05/"=l,    OOÄm"=0,    C05w"=0. 

Eliminirt  man  cos l\  cosm'^  cosn    zwischen  den  Gleichungen  5)  und  9),  so 
folgt- 
et cos/         dcosl"  dcosm         dcosm"       dcosn         dcosn" 


du 


—P 


du 


=  0,   q 


du 


—  P 


au 


du         ^     du 


0. 
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Die  GleichüDg  cos^l  +  cos^m  +  cos^n  =  1  nach  u  differeDtiirt  giebt: 

,dcosl  .  dcosm   .  dxosn 

cosl \-cosm — I-C05W— TT —  =  0. 

du     -  du     ^  du 

tf ft  Räcksicht  anf  die  Gleichungen  1)  bis  3)  kann  man  setzen : 


5) 


dcosl 


dcosm 


Tv —  =  p(:osl\    —T =  p  co^m, 

ou  du 


dcosn 
TU 


^=pcosn  • 


dcosm  dcosn 

cos  n  — cosm  — ;; —  =pcosl  , 


tf* 


du 


du 


6) 


,  d  cosn  d  cosl  „ 

cos  l  — r ^  cos  n  —z —  s=apcosm  , 


cosm 


du 
d  cosl 

~dV 


du 

,  dcosm  „ 

—  cosl  — r — ssiOCOSn  , 
du 


ie  Gleichungen  6)  nach  u  differentiirt  geben: 


d^cosm  d^cosn       dp        ,„  .      dcosl 

cos  n  —TT-^ cos  m  — ^— ^-  «=>  -i-  cos  /    +  p 


ff 


du^ 

,  d^cosn 

cos  l     ^  q cos  n 

du^ 

d^cosl 


du^         du 
d^cosl       dp 


ff 


.   ,    =  ^-  cosm  +p 
du^         du  '  '^ 


f 


du    ' 

dcosm" 
du     ' 
dcosn 


,  d^cosm      dp         ,,  . 

cosm  -^-g ros  /  -— -^=  —  cosn   +p 

du^  du^         du  du 


lUnltiplicirt  man  diese  Gleichungen   mit  den   Gleichungen  5),   bildet   die 
Summe  der  Producte ,  so  folgt : 

cosl     cosm     cosn 
d  cos  l  d  cos  m   d  cos  n 

du         du         du 
d^cosl  d^cosm  d^cosn 
Tm«        dli^        d^ 
d.  i.  nach  4): 

7) 


o  /      ,, dcosl     .  fdcosm     .  ,  dcosn  \ 

=  p*  l  cosl  — r h  cosm  — ;r 1-  cosn  — r —  I 

V  du  du  du  ./, 


,,  dcosl     .  , dcosm    .  ,  dcosn 

cosl   — v-cosm  — hcosn  — r =  o. 

du  du  du 

Die  Gleichungen: 

cos  l  .  cosV  +  cos  m  ,  cosm*  +  cos  n  .  cosn  =0, 
cos  V  .  cosl'  •\-  cos  m  .  cos m  +  cos  n  .  cosn  =  1 , 
cosl" .  cosV  +  cosm" ,  cosm'  +  cosn" .  cosn  =0, 

nach  u  differentiirt  geben  mit  Rücksicht  auf  5)  und  7): 

,  dcost  ,              dcosm'  ,            dcosn 
cos  l  —;: 1-  cos  m  — 1-  cos  n  — r =z  —  py 


cosl 


cosl' 


du 
,  dcost 
~dZ~ 
dcost 


du 


du 


,  dcosm'  .  .  dcosn 

+  cos  m    — ;^ 1-  cos  n    — :: s=3  0 


+  cosm 


du 
„  d  cos  m 


du      *  du 
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du 

,,  dcosn 
+  cosn    -— — =  — ^, 


du 


•n 
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folglich : 


»cotl'  ■  .,. 

— sss-—  pcosl  •^qc&il  , 

du 


.                             I  dcosm  M 

8)  \  —z =  — pcotffi  —  qcosm  , 

dcosn  ^  , 

— ;; T  —  P  cosn  —  g  eosn  . 

du 

Differentiirt  man  die  Gleichungen: 

€08 1  cos V  +  cos m  cos  wT  -{-cosn  cos n'  =»0, 
cosV eosl'*  +  cosm  cotm*  +  cosn  cosn"  =  0, 
cosl  cosl  -^cosm  cosm  +cosn  cosn  ==il, 

nach  ti,  berücksichtigt  die  Gleichnngen  5),  7)  und  8),  so  tblgt: 

,  dcosl"  .             dcosm"  ,  dcosn" 

^       cosl  -—^ ycosm — r +€oin 


du                       du  du 

^,dcosf  ,           ,  dcosm"  ,  ,  dcosn" 

,„dcosr  ,          ..dcosm"  ,  „dcosn'' 

du                      du  du 

also: 

^^          dcosf             „     dcosm"               .  dcosn"              , 

9J  —5 =sqcosly    — :r — stfco^iii,     — ^ =sgcosn. 

du                          du  du 

Aus  den  Gleichnngen  5)  nnd  8)  findet  man  durch  DifTerentiation  nach  ti: 

d^cosl      ^P       ,'        ,         ,  ,            ,/»v 
———z=^cosl  ^p  ip  cos l  +  g  cosl  ), 
ÖM*        du 

d^cosm     dp         ,        ,  ,             ^,, 


> 


^  a    =5—005«  — pCpco^n  +  ^co^n  ). 

Otr  vU 


Mittelst  der  vorstehenden  Gleichnngen  nnd  5)  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

cosl    cosm     cosn 

cosl'   cosm'    cosn 
,tf  '#    ff 


10) 


cosl     cosm     cosn 

Die  Gleichung  3)  z^igt,  dass  fttTp  =  0  die  Winkel/,  m,  n  constant  sind. 
In  diesem  Fallo  kann  man  setsen: 

icosl  =0,  cosm  =0,  cosn  s=i, 
co5/'=0,  co*m'=l,  cosn=sOj 
co*/"=l,  cosm"=0,  cosn'=0. 

Eliminirt  man  cos l\  cosm\  cosn   zwischen  den  Gleichnngen  5)  nnd  9),  so 

folgt: 

dcosl        dcosl"  dcosm        dcosm"       dcosn         dcosn" 

^-^r P -^ =  0,  g~-T p-r- ,  q~- p --- — =»  o, 

C7U  du  du  Ott  du  du 
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d 


Ist  nun  ■-'  =  colöf  wo  d  eine  Constante  bedeutet,  so  geben  die  vorstehenden 
P 

Oleicbungen : 

—  lcosöcosl  —  sin8cosVj=:0,  —  l  cosö  cos  m—  sind  cosn'Y 

—  Icosöcosn^sin8cosn']  =  0, 

oder  integrirt: 

.   J  ^^^^^^^^  —  sind  cosV'  =  cosIq,  cosö  cosm  —  sinöcosm"  =  cosniQy 
j  cos  6  cos  n  —  sin  d  cos  n'  =  cos  n^ , 

wo  /q,  m^,  Wq  constante  Winkel  sind,  welche  der  Bedingung  genügen 
cos^Iq  +  co^m^  +  cos^n^^  1.  Die  Gleichungen  12)  respective  mit  cosl,  cosm, 
cosn  multiplicirt  und  addirt  geben: 

13)  cos  ö  =  cosl .  cos  Iq  +  cosm  .  cos  iiiq  +  cos  n  .  cos  n^ . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  —  constant,  die  durch  /,  m.  n  bestimmte 

Richtung  den  Kanten  eines  Kreiskegels  parallel  ist.  Nimmt  man  die  Axe 
des  Kegels  zur  Axe  der  z,  so  hat  man  cosIq  =  0,  cosmQ=^0,  cosw  =  l.  Die 
Gleichungen  12)  und  13)  geben  dann: 

cos  ö  cos  l  =  sin  8  cos  l ",  cos  8  cos  m  =  sin  8  cos  m\ 
cos  n  =  cos  8,  cos  n"  =  —  sin  8, 
Bezeichnet  d  eine  beliebige  Function  von  ti,  so  kann  man  setzen: 
cos  l  =  sin  8  ,  cos 6 ,    cos  /'  =  —  sin  6 ,    cos  /"  =  cos 8  cos ö , 
cos m  =  sin 8  .  sin 6 ,    cos m  =  cos 6 ,        cosm'  =  cos 8  sin  ö , 

14)  \  cos  n  =  cos 8 ,  cos  n'  =  0,  cos  n"  =  —  sin  8. 

pTzzstnS^-,    q=scos8:r-. 
du      '  du 

n 
Ist  ^  =  0,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  14)  nur  ^=3—  zu  setzen,  um  un- 

mittelbar  cosl,,,  in  Function  eines  variabeln  Winkels  d  zu  erhalten. 

§3. 

Mit  Hilfe  der  in  §  2  entwickelten  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  einer  cyklischen  Fläche  sehr  einfach  in  Function  zweier 
Variabein  u  und  v  darstellen.    Zu  den  beiden  Gleichungen: 

2)  (a;  — I)  cosl-\-(y'-rj)  cosm'\-(^z^  f)  cosn  =  0, 

nehme  man  die  Gleichung  der  Ebene  einer  successiven  Generatriz.     Der 

Durchschnitt  der  Ebene  2)  mit  der  eines  successiven  Kreises  ist  durch  die 

Gleichung  2)  und : 

._  dcosl  ,    ,  ^  dcosm  .   -        ^.  dcosn 


==— ^  COSl+-r-^  COSm+  r— C05W, 

du  du  du 


^* 
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',^^*-^*i'^- -■.--»  -.-•  *^^^  ^  ^  ^■^■^^.^ 


oder: 

i(x  —  {)  cotV  +  (y  —  1?)  cQtm  +  («  —  t)  CO«« 
p  \du  du  du        / 

bestimmt.   Fitllt  man  Tom  Punkte  (S,  i},  {)  ein  Perpendikel  anf  den  Durch- 
schnitt der  Ebenen  2)  nnd  8) ,  so  sind  die  Oleichnngen  desselben : 

eesm       cosn 

Dieses  Perpendikel  schneidet  den  durch  die  Gleichungen  1) ,  2)  bestimmten 
Kreis  in  swei  Punkten,  deren  Coordinaten    - 

sind.  Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  das  untere  Zeichen^ 
Terbindet  die  beiden  Punkte (Xjffj  z)  nnd  (£—  Ecosl\  fi—Rco8m\  (—  Rcosn'y 
mit  dem  Punkte  ({,  ti,  Q  durch  Gerade ,  beseichnet  durch  v  den  Winkel , 
welchen  diese 'Geraden  mit  einander  bilden,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
1)  und  2)  durch  folgende  ersetsen: 

a:  =  6  +  Ä(— CO«/'  co«p  +  co«/"  «wir), 
4)  Iff  =^+Ä(— co«iii'co«r  +  co«»i"«wip), 

«  =  J  +  Ä  (—  CO«  ii'  cotv  +  cot  iC  tmv). 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  sei: 

-T-  COSl    +  7--'  CO«  W    +  :r-  CO«  »I  =  P, 

du  ^  du  ^du  ' 

•;r-  cos  T  + -^  cos  m  +^  cosn  =zP  , 
du  du  du 

TT-COSl    +-T-^COSm    +;r-CO«ll    =r    , 

o  y 

r-5  =  P  COW  +  />'  CO«  /'  +  P"  CO«  /", 

6)  <  1^  =  f  <^o*  m  +  P*  CO«  m*  +  P"  co«  m", 

'  du 

P=  Pro««  +  P' cosn  +  P"  cosn'. 
du 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  und  die  Gleichungen  des  §  2  gicbt  die 
erste  Gleicimng  4) : 

dx  (         dR  \ 

j-  =  (P  +  p  Äco«i;)co«/+( /^—  --  cosv-\'q  Rs\nv\cosl' 


6) 


oder: 


+  (  '^'+  ö~  *'"  ^"V  H  R  ^os  V  ]  cos  t\ 
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7) 


+ 


[l?-"'+(-l^+''ll)~"-(«-''-?-3""K. 


-— =z  Ä  (co*/'  5f>if;  +  co5/"coÄ«;),      --^  =  B  (cosl'  cosv —  cosl"  sinv). 

0  f>  ÖVr  ^ 

^ — TT-  =  —  pR  sinv. cosl  +  g  R  (cosl  cos v  —  cosV*  sin v) 

+  TT—  (cosl'  sin  V  +  cosl"  cosv). 

du  ^  ^ 

Durch  VertauscliUDg  von  /  mit  m  and  n  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
OleichuDgen  unmittelbar  die  entsprechenden  Differentialqaotienten  von  y 
Und  r.    Wegen  der  Gleichung  (§  2,  10)  ist: 


dy  dz       dy  dz 
du  do       dv  du 


10     0 

dic  dy  dz 

du  du  du 

dx  dy  dz 

:  du  du  du 


cosl    cosm     cosn 
cos  t    cos  m     cos  n 

cosl''  cosm'  cosn 


// 


Durch  Ausführung  der  Multiplication  der  beiden  Determinanten   auf  der 
rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 

i    1   (dydz       dydz\       ( ^.,  .  „,  .   ^^\.    , 

8)  }   R  \du  dv        dv  du)       \  du) 

1  -J-  {JP^pRcosv){jcosl' cosv^cosl"  w\v\ 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleiciiung  successive  /  mit  m  und  ;i,  so  ergeben 
sich  die  entsprechenden  Gleichungen  für: 

'RKdüTv"  dv  du) 
and 

2  (dx  dy  ^djf^  dx\ 
'RKdudv       dudvj' 

Mittelst  der  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  die  fol- 
genden Quantitäten  berechnen : 

dx  dx       dy  dy   ^   dz  dz 
du  dv       du  dv       du  dv 
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=  .^, 


d'^x  d^y  d'^z 
du^  du^  du^ 
dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  dv    du 

d^x     d^y 


Man  findet: 


d^x  d^y  d^z 
dv^  dv^  dv^ 
dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  df>  dv 
d^z 


5T.    ^     ^      =^, 


dudv  dudü  dudv 
dx      dy       dz 
du      du       du 
dx      dy       dz 
dv       dv       dv 


=  (7. 


{E=(P  +  p  Rcosvj^  +  (p'^sinv-  P^  cosv  +  y^y+{P^'co8v+P^sinv+qR)\ 
I  G  =  R^^    F=R(P''cosv  +  P'sinv  +  qR). 

+  {P  +  pRcosv). 

-{- pcosv  {P  +  pRcosvY, 


10) 


^  =  g  [P  +  pRcosv)  —  p  IP"' sinv  —  P' cosv  -{-  -^  j  sin v. 

Bezeichnet  man  durch  r\  r'  die  Hauptkrtimmangshalbmesser  einer  Fläch» 
im  Punkte  (rc,  y,  z),  so  finden  für  dieselben  die  Gleichungen  statt: 

AB'-C^         1 


AG  +  ßE''2CFi   ,    1 

(EG  —  F^)i  r       r 


r  r 


Substituirt  man  hierin  für  A^  B,  C,  E^  F,  G  ihre  Werthe  aus  9)  und  10),  so 
ergeben  sich  für  eine  cyklische  Fläche  folgende  Gleichungen: 

Ä  (4  +  4)  [  {P+P  RcosvY+  {P'^sinv  -  P'cosv  +  1^^]' 
z=2pRcosv  \(P  +  pRcosby^  +  (p"swv  —  P'cosv  +  —J  1 
+  r(  Positiv- P'cosv+^)  (^^  +  p  P'  +  R^  cosv  +  pq  Rsinv) 

\  OhJ    \0U  Oll  / 

+(/'+p«c«*«)[/»+/"+r'+(|^^J-/?|^+fi(^^^-+pf+^p") 

-  R {^~  -qA  sinv+  2  {p"smv-  P  cos  v\  |^)1 , 


•1) 


COS  V 
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•-^  -  .rf-rf  - 


/       __^,.,  [(^P  +  pRcosvy  +  (p'^sin  V  -  P^cos  v^  ^^V  1  * 
z=  Rp*cos^v[{P  +  p  R  cosvy  +  (p'  sinv  --  P'tosv  +  ^)  ] 
+  {P+pRcosvy[f^  +  pP  +  qP^'\cosv     - 

+  {P+pRcosv)(p"sinv-'P'cosv  +  ^^  . 

[K'-'"'+(4:+''l!)'»"+"«'*"] 

'    —  P*  Ä  ( P"5i>i  V  —  P'cos V  +  —  j  . 

Sind  die  Generatricen  einer  Festen  Ebene  parallel,  wird  dieselbe  zur  Ebene 
der  X  und  y  genommen,  so  hat  man,  mit  Rücksicht  auf  §S(^  11): 

p=o,  ,=0,  />=|1,  P'^p,  P"=|i. 

ÖM  Ötl  ^M 

Die  Gleichung  11)  wird  in  diesem  Falle: 

'■(^+'")[(M)'+(H--I2»'"+I-ST 

""  Idudu^     dndu^     R   dududu] 

'  ]  L^w  ou^     du  cur      R   du  du  du  J 

_    /at a«Ä _ aÄ a*| \ 

\du  du^      duduV 

§4. 

Die  Gleichungen  11)  und  13)  von  §3  geben  mit  Leichtigkeit  die  Lösung 
des  folgenden  Problems : 

Welche  Fläche  kann  durch  einen  Kreis  erzeugt  werden, 
für  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser verschwindet? 

♦ 

Setzt  man  /  +  r"  =  0,  so  muss  in  der  Gleichung  11)  von  §  2  die  rechte 
Seite  identisch  verschwinden,  welchen  Werth  auch  v  haben  möge.  Dieses 
giebt  zuerst  p  =  0.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (§2,  13)  die  Factoren  von 
$invj  cosv  und  den  von  v  unabhängigen  Term  einzeln  gleich  Null,  so  ergeben 
sich  die  folgenden  Gleichungen : 
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du  dt/^      du  du^      i?  dt/  dti  dti' 
du  3m*     du  du^      R  du  du  du^ 

Die  beiden  ersten  Gleicbnngen  integrirt  geben: 

^  \du  du       du        *      du 

^^9i  9i  beliebige  Constanten  sind.     Aas  den  beiden  vorstehenden  Glei* 

chnngen  folgt  durch  Elimination  Ton  12*  —  die  Gleichung : 

di      dti    ^ 

folglich 

wo  Qt  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Cnrve,  welche 
der  Mittelpunkt  der  Generatrix  beschreibt,  in  einer  Ebene  liegt,  welche 
senkrecht  auf  der  a;y- Ebene  steht.  Nimmt  man  der  Einfachheit  halber 
diese  Ebene  zur  Ebene  der  x,  z^  so  hat  man  ^,  =0,  ^t  =  0,  i}  =  0.  Von 
den  Quantitäten  £,  {;,  iZ  kann  eine  als  unabhängige  Variabele  genommen 
werden.    Setzt  man  il'^ti,  also: 

MI  di 

"^  ^  du  du 

so  geht  die iGleichung  2)  über  in; 

oder: 

l;("M)+Kr.+«')("ll)*- 

Diese  Gleichung  integrirt  giebt: 


(.|i)v,(,.+.,-i). 


wo  f  eine  Constante  ist.    Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt,  in  Verbin- 
dung mit  4) : 

du 


J 


-  V     Vu 


y(g»~U^+Vfu-\)' 


5) 


"o 


u 


t^,  f      _j"ia« 

*J     Vung*u*  +  2fu-l] 


«0 
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In  den  Oleichungen  5)  setze  man : 

*  ^  *  strro      ros^q) 

und  nehme  für  Uq  die  Gleichung: 

.   ^  l  —  cosö 

Die  Gleichungen  5)  gehen  dann  üher  in : 

9 


^^      V     l^(l-^os8  4d5m«'9)' 


«I  =  lang  ^6  J  _,-^^^____ 


u 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  folgt  durch  Elimination  von  (p  zwischen 
den  Gleichungen: 

Da  nun 

[jt  COS  ^  0  cos  q>y 
80  hat  man  mit  6)  die  Gleichungen  2  =  J  und 


7)  ^  =  ^±j/  \r — ,  \ <,  -  y' ! 

'  y      \{acos\hcos(py      "   J 


Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung 6)  ^=?.  so  folgt:  (p^^^amaz.   Die  zweite 
Oleichung  6)  wird  für  q>  =  am  az: 


i==iang\ö 


/    cos^amaz' 


0 
Ftlr  diesen  Werth  von  |  und  q)  =  am  az  wird  die  Gleichung  7): 

z 

8)    X  =  Iflw/7l6    /    — ^.--^^^ +  7/    ) ,. --i -5  — y»  i . 


0 

Setzt  man  mit  Jacohi: 
n 
7 


J    y^l-^cos^Ösin^q))  '       /    y(i-sin^iÖsin^g>)  ' 

0  0 

ff 

2  Ä- 


0 


-*Ä- 
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60  giebt  die  Gteichuug  8)  vollständig  entwickelt: 

Ist  jI^D,  flo  findet  man  mittelst  der  Gleichung  cosam  (^ni,coi^d)cosa^ 
(azy—l.sm\ä)=l: 

Die  GKicbung  »)  giebt  in  dieocin  Falle: 

«an  die  lekaniite  Gloiclinug  der  Korntinnaflüclie  einer  KcUeiillnie  ist. 
voräti-liende  Gli-ii^ljuiig  ergielit  aii:1i  aiicL  leicht  direct  huk  den  Oleiebongen  S 
fUr  J7  =  0.  ■!/■=. ,K    Mnn  liai  dann  »p  awiacben  den  Gli-MiLuiig* 


2U  elimiutren. 


|5. 


Bewegt  aicb  der  Mittelpunkt  einer  Kugelfläcbe  von  variabelem  Raditu 
nur  einer  beliebigen  Cuive,  so  wird  die  Kugelflüche  von  einer  Fläche 
gehiiltt,  deren  allgemeiue  Gleichung  das  Resultat  der  Elimiustion   von 
swischen  den  folgenden  Gleichungen  iiit: 

i  (»  -  W  +  &-•!,)■  +  C=  -  £,)■  =  «■". 

WO  g,.  i)j.  ti'  A,  Functionen   von  u  sind.     Die  Fläche,  reprSsoutirt  dnri 
die  Gleichungen  1),  ist  DtTenbar   eine  cykli^che  Fläche.     Setzt  man  in  di( 
Gleichungen  1)  für  x,  y,  :  ihre  Wertbe  aus  den  Gleichnugeu  4)  §  2,  so 
müssen  die  Gleichungen  1)  identisch  werden,  was  folgende  Kelatiouen  giebt: 


J 


:""■  +  ; 


ii, 


.'■•+? 


JA. 


Jt,. 


=  0. 


l(S-S,)  ""■  +  (■! -iiJ^'^'  +  tt-W  "<»■  =  «. 

«-S,)'+(l-1,)'+«-S.)'  =  «i'-«'. 
JA. 


ff-ÄJs!; +oi- 1')  ^: +Ö- w  ii"-*' 


'an' 
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Die  Qleichnng  4)  nach  u  differentiirt  giebt  mit  Rücksicht  anf  2),  3),  5): 

6)  (I  —  SO  cosl  +  (n  —  Vi)  cosm  +  (J—  f,)  cosn  =  —  -  — . 

Die  beiden  Gleichungen  3)  nach  u  differentiirt  geben  wegen  2)  bis  6) : 

7)  />/>'+pä|^=o,  r=o. 

Dieses  sind  die  Bedingnngsgleichungen ,  welche  stattfinden  müssen ,  wenn 
die  cyklische  Fläche  die  Enveloppe  einer  Kugelfiäche  sein  soll.  Finden 
die  Gleichungen  7)  statt,  so  erhält  man  aas  den  Gleichungen  11)  und  12) 
von  §  3  ftir  einen  der  Hauptkrümmungshalbmesser  den  Ausdruck : 


/{ 


-HV^Ji 


welcher  unabhängig  von  v  ist.    Hieraus  folgt : 

Ist  eine  cyklische  Fläche  die  Enveloppe  einer  Kugelfläche 
von  variabelm  Kadins,  deren  Mittelpunkt  eine  beliebige  Gurve  be- 
schreibt, so  ist  in  jedem  Punkte  einer  Generatrix  einer  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser der  Fläche  constant. 
Es  lässt  sich  leicht  zeigen ,  dass  die  Gleichungen  7)  umgekehrt  auf  die 

1  dcosl 

Gleichungen  l)  führen.   Da  P"  =  0  und  cosf  = —  ,  so  ist: 

p     du 

■;—  =  Pcosl+rco$f=Pcosl'\ ;;*— , 

du  ^  ^  p     du  ' 

folglich : 

8)  ^=:^co8l+  1  \p=^  —  \cosldu. 

Analoge  Gleichungen  erhält  man  für  ij  und  i.    Setzt  man : 

(P-^ )cosl  =  ^,    (P-^ )cosm  =  -^, 

V  .\        dupj  du      \        du  p  J  du 

V-ruj) ''''''- Tu^ 

10)  ^-f-  =  ^ 

du  p       du 
80  geben  die  Gleichungen  9) 

^  dSi  '    ds^  '  dSi 

Die  Gleichungen  8)  und  die  beiden  analogen  für  ij ,  2;  werden  nach  0) ,  10) 
und  11): 

Substituirt  man  diese  Werthe  |,  17,  2;  und  von  cosly  cosmy  cosn  aus  U)  in 
die  beiden  Gleichungen: 

(o;  —  I)  cosl  +  (y  —  1?)  cosm  +  («  —  {;)  cosn  =  0, 
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80  gehen  dieselben,  nach  einer  leichten  Transformation,  ttber  in: 

(*  -  {.)• + (y  -  fi,y+(.z  -  &)•  =  Ä« + (0\ 


12J 


Setzt  man : 


(._„g+(,_„)»^+(.-„i|=f 


80  ist: 


oder ,  da  nach  7) : 


80  ist  aneh: 


d.  i.  nach  10): 


^«•  =  ^  +  ©' 


du  du      p  du  p 

€U  p 


Ä.^  =  _£:|fi     oder    ^=-Ä.i^. 
dti  p  ou'  p  ou^ 


Die  zweite  Gleichung  12)  folgt  also  einfach  dnrch  Differentiation  der  ersten 
nach  5|.  Nimmt  man  wieder  ti  als  unabhängige  Variabele,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  1). 

Die  Ebenen  der  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  seien  die  Krüm- 
mungsebenen einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt  und  die  Tangente 
der  Generatrix  gleichzeitig  Tangente  der  Curve.  Ist  (|, ,  i^i ,  {^i)  ein  Punkt 
der  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

13)  Ut  -  S)'  +  (i?i  -  1?)'  +  (fi  -  0*  =  Ä«, 

14)  (§1  —  I)  co$l  +  (lyj  —  ti)  cosm^  (fi  —  J)  cosn  =  0. 

Ist  die  Ebene  der  Generatrix  Krümmungsebene  der  Curve,  so  finden  die 
Gleichungen  statt: 

15)  .^^—cosl-^  -T^  CO*  m  +  TT^  CO«  n  s=  0 , 
'                         du  ^  du  ^du  • 

16)  ^cosl  +  ^cosm  +  ^cosn  =  0. 

dir  du*  dir 

Hat  die  Curve  im  Punkte  ($1 ,  171 ,  {"i)  mit  der  Generatrix  dieselbe  Tangente, 

so  steht  dieselbe  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (§,  rj^  {) 

nnd  (£,,  1},,  {;,),  was  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt  wird: 

Die  Gleichung  15)  nach  u  differentiirt  giebt  mit  Rücksicht  auf  16) : 

r~  co$l  +  TT-  cosm  +  ^  cosn  =0. 
du  du  du 
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»*»*-^^>"^-^' 


-■-      *--^     -       -'.'V    rf-.^w*    *»-i^.^.  -.rf^.^^     >•       '       "       *     ^      ^      ^    -^    ^  .^    ^^     ^.^.^.^.^^ 


An«  dieser  Gleicbnng  und  15)  folgt : 


18) 


du  cost'       du  cosm"       du  cosn" 
Mittelst  der   vorstehenden  Gleichungen  lässt  sich  die  Oleichnng  17)  anch 
schreiben : 

Da  -^  =  Pcosl+  P^cost  -\-  P"cosf\  so  geben  die  Gleichungen  13),  14)  nach 
du 

u  diflerentiirt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  14)  bis  19): 

,  o  u 

p 

(li  —  k)  cos  f+  (ly,  —  ri) cos  m'+  (f ,  —  J)  cos n  =  -. 
Diese  beiden  Gleichungen  geben: 

/>/>'+ pÄ  1^  =  0. 

OU 

Bildet  m^n  die  Summe  der  Quadrate  14),  19)  und  der  zweiten  Gleichung  20), 
so  ist  diese  Summe  nach  13)  gleich  Ä*.  Hieraus  folgt  jP*  =  p*Ä*.  Die  bei- 
den gesuchten  Bedingungsgleichungen  sind  also: 

/>«  =  p'Ä%     />i>'+pÄ|^  =  0, 

du 

oder: 

21)  P=±PB,     P'=  +  l^- 

Es  lässt  sich  leicht  umgekehrt  zeigen ,  dass,  wenn  die  Gleichungen  21) 
stattfinden,  die  Ebene  der  Geiieratrix  Krümmnngsebene  und  ihre  Tangente 
ebenfalls  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  (g,,  iy,,  f,)  ist,  wo  g,,  rj^y  f,  durch 
die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  sind : 

22)  ^^=^+^ItcosfJ     rit=^ri+,Bcosm\     j;i  =  j;+Rcosn. 

Enthält  die  Ebene  der  Generatrix  die  Tangente  der  Curve,  auf  wel- 
cher sich  ihr  Mittelpunkt  bewegt  und  hat  die  Generatrix  im  Punkte 
Oll  ^1»  tt)  dieselbe  Tangente  mit  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt, 
so  finden  die  Gleichungen  statt:  P  =  0 

23)  «.-l)'+U-i;)'+a,-0'=Ä*. 

24)  ■  (5i— l)cos/+(ij,  — i,)co«m  +  (j;,-t)co««=0, 

26)  :^cosl+  J^  COS  m+^  cos  n  =  0. 

OU  du  du 

Wegen  26)  und  P=0  giebt  die  Gleichung  24)  nach  u  dififerentiirt : 

27)  (5,  —  y  cos  f+  (rji  —  ri)  cos  m  +  (f,  —  J)  cos  w'=  0. 
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Hit  Räcksicht  huF  diese  Gleichung,  die  Gleichnng  2S)  and  P=Ogiebt 
die  Gleichtrag  23)  nnch  u  differentiirt: 

M)    (I,- ö  "■  t'+  Ci, - n) ™  »•■■+  «. - 0  <■»>  »"=  -  « li^  ■  j^ 

Bildet  man  endlich  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleiclinugen  24),  Zljl 
und  28),  so  ist  dieselbe  naeh  23)  gleich  R'.     Hieraus  folgt 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  direct  zu  zeigen ,  dass  die  Tangente  im  Punkt« 
(i\>  In  ii)  piner  Curve,  bestimmt  durch  die  Gleiclinngen: 

20)       I,  =  |  +  Äcosr,     j,,  =  t,  +  flfoäm".     £,  =  £+ Al- 
dis Generatrix  berührt,  wenn  die  Bedingungen  stattfinden: 
/.  =  0,     P=  +  ^. 


Die  snccessiven  Gencratricen   eiDer  cjklischen  Flftche  schneiden  sio( 
im  Allgemeinen  nicht,  da  die  Gleichnngen: 

I)  (»-8'+(s-i)-  +  (j-y'='!'. 

und  zwei  weitere  Gleichungen,  welche  sich  durch  Uifferentintion  nach 
aus  1}  lind  2)  ergeben,  durch  Etiminalion  von  x,  y,  z  eine  UeUtion  geben, 
welche   nicht  identisch  verschwindet.     Die  Gleichungen  1)  nnd  •)  oach  ■ 
dilTerentiirt  gehen: 


.■■"' 


"du 


(i-l)  ™.  1+  (j-,)  ™.  m  +  (j-9  CO.  »■=  - 

Sollen  die  vorstehenden  Gleichungen  gleichzeitig  mit  den  Gleichnnges 
1)  und  2)  bestehen,  so  Inssen  sich  dieselben  durch  folgende  ersetzen; 

_/PP' 


3)    P-|(»-S)™.r+(j,-,)«.m"+(.— Öec...   ,_      ^^ 
(rc-B  M.  r+  (s-,)  cos  m'+  (:  -£)  co.  »  =  ^. 


+  »» 


4) 

Die  drei  Ebenen  2)  bis  4)  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  soll  derselb« 
tiifder  Kugt^IHnche  1)  liegen,  so  erhält  man 


(,'n'-P-)/'-=(/>A+p«?^)'. 


Schneiden  sich  also  zwei  snccessive  Generalricen  in  einem  Punkt,  an 
findet  die  Gleichung  5)  iitntt.  Die  drei  Ebenen  3)  bis  4)  kCnnen  Eich  nicht  in 
rselben  Geraden  schneiden,  wgiT ,aynit|_ jij  pfltgEPl-ill8!l*6 
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I     C05/     cosm     cesn       ' 
cosf    cosm     cosm'      j 


j     COS  f   cos  m     cos  n 

TersehwiDdeii  mfisste ,  was  nicht  möglich  ist.  Sollen  xwei  sscccMre  Ge- 
nermtrieen  nch  in  swei  Pankten  schneiden ,  so  kann  dieses  nnr  gesckeken, 
wenn  tob  dm  Gleichnngen  3)  nnd  4)  eine  identisch  Tersch windet,  oder  eine 
der  Ebenen,  welche  dnrch  diese  Gleichnngen  bestimmt  sind,  die  Kngel- 
fliehe  beriihit,  die  andere  dnrch  den  Ifittelpmikt  derselben  geht.  Dieses 
giebt  folgende  Annahmen: 

^)     ix^Qcosr+(y^^)cosm+(:^i)cosn-=0,     PF+pB^^^^^ 

8)  («— Ö  cos  r+  (jf—  iy)  cos  m  +  (r— 0  cos  n  —  O,     />  =  0. 

Die  Gleichnngen  l),  2),  4)  und  7)  geben  ^=:f^B^,   Hierdnich  werden 
die  Gleichnngen  7)  ^nfacher: 


Auf  ihnUehe  Art  gehen  die  Gleichnngen  8)  &ber  in: 

10)  />=•,     p-p^  +  Z^. 

—  du 

Die  Gleichung  5)  wird  dnrch  jede  der  Annahmen  6)«  9),  10)  identisdi, 
wts  selbstverständlich  ist.    Mit  Eückaieht  auf  die  in  f  5  gemael^en  Beraer- 
.  kangen  föhnA  die  Gleichnngen  6),  8),  9)  so  folgendem  Eesnltat: 

SchneideB  mth  die  i^^j^tMmiron  Generatricen  einer  qfklisdban 
Flache  in  swei  Paukten «  so  ist  die  Fliehe  die  Enveloppe  einer 
Kngelfl&che,  deren  Mitt^dpnokt  eine  beliebte  Corre  beschreibt 
Fallen  die  beide»  Hchuittptinkte  sttsammen ,  so  ist  die  Tangente 
xnr  Generatrii  gl«icba^ttig  Tangente  einer  Cnrre,  welche  aof  der 
Fläche  liegt ,  ihre  Kbene  «st  dann  entweder  die  Krttmmnngsebene 
dieser  Cnrve,  oder  dieselUe  gebt  durcb  die  Tangente  der  Corre, 
welche  ihr  Mittelpunkt  besebr^^U«       • 

Da  die  succesfdven  Generatricen  einer  ejrklisebeo  Flkebe  sieh  nicht  all- 
gemein sehneiden  nnd  die  Distan«  a^weier  Punkte  derselben  nicht  allge- 
v^eio  constant  ist,  so  eutstebt  die  Frag«;  nach  solchen  correspondirenden 
PaokteD  derselben,  für  welche  die  Distant  ein  Maximum  oder  MinifP^wm 
ist  Die  Lösung  dieser  Frage  ergiebt  sieb  am  einfachsten ,  wenn  man  von 
zwei  beliebigen  Kreben  im  Eauuie  ausgebt  und  dieselben  nachher  mit  swei 
snecessiren  Generatricen  identifieirt. 
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•^^^^^^t^^'^i^^i^^^i^^'^^i^*^^^^'^'^^ 


Die  Gleichungen  zweier  Kreise  im  Räume  seien : 

i  (*— O  «ö#r+  (y— 1?')  ^w/+ («— O  co«Ä'=  0. 

Bezeichnet  m^an  darch  (2C,  y,  z)  einen  Punkt  des  Kreises  1),  durch 
{x\  y\  z')  einen  Punkt  des  Kreises  2),  so  lassen  sich  für  dieselben  folgende 
Gleichungen  aufstellen: 


«) 


X  =  |  +  Ä 


icosf — cosfcosi  .  coshcosg' — cosh'cotg  ,      l 


3)    <  »=iJ+Ä    - 


cos  g'^  cos  g  cos  8 


cosiit-^ 


sinS 
eosf  cbsK—cosf  cosh   . 


«m^ 


m  d  ^  *  sin  i 

^.  ^1     cos h'^- cos h cos 8          .  cosgcosf^-cosg' cos f  .    . 
zt={;+Ä{ -^— 5 co5^H .    ■> wi^ 


}• 


sin  8 


sin8 


x^S+f 


cosf — cosfcosi         .,  coshcosg' — cosUcosg ^.^,{ 
stn8  sm8  ) 


-vi»      '.r>f\     cosg — cosg'cos8         ,,cosfcosU — cosfcosh   .     J 


r'=|'+Ä'{- 


COS  A — cos  K  cos  8 
sin  8 


IUI  0  I 


«) 


^=iD  .H    sin  8. 


In  den  Gleichungen  8)  und  4)  sind  i(;,  ^'  beliebige  Winkel  und 
5)  cos  8  =  cos  t .  C05  /*'+  cos  g .  co«  ^'+  cos  h  .  co«  V. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

n(r-i)*+(v-i?)'+({r-o*i=^, 

({'-!)  c<»«/'+(i,'-i,)cc.«8i'+(j:'-Ofo«A=z)(i5rco»  a+i?' «««), 

r-s  ij-tf  r-t 

C05/^    co«^'    co*ä' 

cos/*     cosg    cosh 

Das  Quadrat  der  letzten  Gleichung  giebt: 

i>*  D{ffcos8+B'sin8)     DB 

D{Hcos8+H'sin8)  1  cosd 

/>^  ^  cos  8  1 

oder^einfach: 

7)'  l  =  Ä*  +  //'»  +  Ä"'. 

Mit  Kücksiebt  auf  die  Gleichungen  6)  geben  die  Gleichungen  3)  und  4): 

=2>»+Ä*+Ä'*+2/?Ä'(cosdco«t/;cosi/;'— smt^smtl;') 
+2/>Ä'{  — (Ä«>id— Ä'cosd)co5t|;'+Zr"sf/iV;'j 
+2D  R{B'  cosif—  H"  sin^). 
Soll  die  Distanz  der  beiden  Punkte  (x^  y,  !^),  {x\  y\  z)  ein  Maximum 
oder  Minimum  sein,  so  müssen  die  beiden  Dififerentialquotienten  nach  t// 
aad  riß'  der  rechten  Seite  derGleic\\ui\g  ft^  e^mx^ln  verschwinden.   Hierdurch 
ergeben  sich  für  ifß  und  t(;'  folgende  6\e\e\i\xTi^«kTi\ 


=  {DH"sin8)\ 


8) 


Von  Dr.  A.  Bnnepeb. 


413 


Diese  Glekiiiinj^^eii  enthnlien, 
Bedingauj;,   dnsa  rilr  eiu  Maximum  oderäüoiD 
Pankle    (:c,  y,  i),  {x,y,:)  ihre  Verbindung! 


ff'co»a)  — ÄcosäcnsiVi=0, 

etriscli  iiiterpretii't,    ttie  bekannte 

äliDimtim  lier  Uistanz  der  beiden 

chzeitig  senkrecht 


steht  auf  den  Tangenten  zu  den  Kreisen  l)  und  2)  in  den  bemerkten  Punk- 
ten,    Aas  den  beiden  letzten  Gtcichnngen  folgt: 

—3inSsv,^{DHcusS+Rrosil>sinS+l>H'siitS)\coSii' 

I  Ä'|ßC//'Vosv+Ä's.*"-(i) 

—  giiiSsintt,{DJffosS+Iti'osHismS+DB'smS)\  sin^' 
=  —  ß{ff"iusi/+JI'siiitl,)lDB''~nsin^\, 
iJieae  Gleicliungen  quadrlrt  und  addirt  geben  für  ip  folgende  Gleiclinng: 

—sinaaiiiil.'{Ifffcosa+Ileos'^)sine+Dn'iini)\* 

■^ß'{H"rns^;j+f/'sin^yiß{ffsm6-/i'cosä)—licüsS'!oii,l' 
f         +fl•(Ä"«■..^■v^-Ä's^«^/<)'(/>//"— fljwtf-)'. 

Mit  Rücksiebt  ant'  die  in  7)  aurgeHtellte  Gleicliung  lüsst  sich  die  vor- 
Hclende  Gleicljuug  nuf  fnlgendo  Furni  bringen; 

j  ft'-A'*+2Öß{Ä'c-üSJ/v4-Ä'V«if.)  +  £'' 


S) 


10) 


!«') 


l) 


={DJIeusd+0Ilsin5  +  r{( 


i/  It' sin  V  XIII S         \*) 


Subatitiiirt  man  in  die  Gleicbnng  8)  fllr  cos  w'.  *'"  *'  ibre  Wertbe  ana 
I,  80  folgt,  niii  KückMcht  auf  10): 
(a:'-i)'  +  (y-y)'+(:'-2)'=ß*-Ä''+2flÄ{/'Wic+Ä'V«t)+0' 

■ob  II)  wird  diese  GlniciiiiDg  eiiiTBciier; 


=  {lfJJro^ä  +  £iJl'siHi+Jl<-W^s 


»'(l+.V) 


ai 


CC+^V) 


ä=S+.-7.    1-1+>i;.    t^-S+'ä;;.- 


.■"t 


•«  geben  die  GleicJjiiDgeii  j)  und  ö) : 


Die  cyklieclien  Fliicher 


DH=tP,     DH'=tP',     DH"=iP", 

D=ey(P'+P'*+P'''),, 


Die  GteichiiDgcn  11)  und  12)  werden  bierdurcli: 


c'll\         P+pRcasy+ipI'' 


15) 


(  =  (/•+?«£»!♦  +  <»  P7)l+, 


•(«+-^)' 


Subütitoirt  luan  die  Werltie  von  cosf,  cosf'. . .  ans  13)  in  die  Gleic 
gen  I)  und  2),  eo  ist  leicht  ersiclitlicli ,  dass  dieselben  für  ein  anrn 
kleines  c  zwei  successive  Generatriceu  repr3seutiren.  Lftsxt  man  in 
Gleichungen  U]  nnil  la]  t  unbegrenzt  abnelimcn,  beznichnet  durcb  di 
Distanz  der  beiden  Pankto  {:£,  y,  z),  {x ,  y',  z'),  bo  folgt: 


u» 


^f  "«<♦+(' «»♦)(f»mt-f™*+^)=pÄ.,»»(/'+fÄ, 


)pj?  ..>.♦(/>  +  PÄTO»)  ( 


Die  zweite  der  vorstebenden  Gleicbnngen  lüBKt  sieb  nach  tS)  einfwsb 
folgende  Weise  schreiben : 

Setzt  Dinn  in  den  Gleichungen  3)  x„  y,,  z,  statt  x,  y,  z.  so  erhUlt 
mittelst  der  Gleichungen  18): 

!jr,!=  !+/?(— cos  /'fo*ic+''öS  I"  sinif),  ^ 

S,=Tl  +  fl(-ro»mVost|.+cosm"«i,Fv),  j 

Der  Punkt  (i, ,  y, ,  r,)  gehört  einer  Curve  der  cyklischen  Flflch 
für  deren  succesBive  Punkte  die  DiblanK  zweier  Bucce*siven  Generat 
Clin  Maximum  oder  Minimum  ist.  F[ir  den  Fa!I  eines  Masimums  mög 
Cnrve  Eloiigntionslinie ,  für  den  Fall  eines  Minimums  Strictionslini« 
cjkl'itehen  F)äche  heiKsen,     Setzt  man  in  der  Gleichung  10)  fang  J^ 
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P"(p'+~')w'+2(p-''-F^'-p'/r+pBP-P-^^'\H^~iiP'P"f^ 

+2(- /'■■•+;•■'+;.'/;'+,, /fP^ /*•'—)«■  +  /"'■(/'■- ^)=0. 

Mittelst  ciicBer  Glcidiung  ergeben  sich  für  sin  ij/  und  mg  ifi  vier  Weilhe,  s« 
is  also  allgemein  auf  ciuer  cytilisclien  FISche  vier  Ciirven  ezistiren, 
lebe  Jie  Eigeiiscbafi  liabeu,    ein»  Striciioiis-  üder  ElongalionKlinie    za 

■ein.  Sclineideii  sicli  zwei  sncueGsive  tieneratncen,  so  iiinhs  in  17)  die  reclite 

Seite  verBchwindeu,  d.  h.  es  ist: 


P+pItrosil'=0,      P"iimiH—P'fosi^-\.—- 
visuheti  diesen  Gle 


=  0. 

1  erliält  I 


edei 


Durch  Bliiuination  von  V  : 
die  Gleicliung  5)  von  §  6. 

Sind  die  Generalricen  einer  festen  Eliene  —  derxj-Ebena  —  pa- 
mllet,  BolaHsen  sich  die  betrefTeiideu Gleichungen  entweder  leicht  direcl  Iid- 
den  oder  einfaclier  au§  den  Gloicbungen  10)  und  17)  für  p  =  0  nblciten. 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen 


3£ 


P'= 


B(i  folgt; 

In  der  Gleichung  20)  kann  der  zweite  Factor  nicht  verschwinden ,  weil 
tonst  nach  19)  —  constnnt  sein  niüitste,  was  offenbar  nicht  allgemein  dnr 
Pallist.    Man  hat  also: 

21)  licos^  +  |^s,-H,|.=0. 

Durch  diese  Gleichmig  und: 

K)  x,  =  H-fisi"i(',    y.  =  »,— Äcosif;.     ;,  =  £. 

tat  die  Slrictions-  und  ElongntionsHuie  einer  cyltliachen  Fltche  mit  pa- 
tallelen  Generatricen  beslimmt.  Der  Kijifachheit  halber  soll  im  Folgenden 
unr  der  Ausdruck  Strictionslinie  allein  gebraucht  werden. 

§«■ 
Ist    (X| ,  y, ,  z,)  der  Punkt  einer  SErictionslinie,  welcher  nuf  der  Ge- 
netatrix: 

,,  l    (^~l)'  +  (i'-r,)'  +  (;-r)'=/'*. 

'J  )    (.r_|)ro./  +  (s-^),-.m  +  (=-:).os»-0 

liegt,  au  hat  mnn  nach  %  7  fiir  denselüea  folgende  Olsiehnagen; 


' 

~^^ 

416 

Die  cykliac'hen  Flüchen. 

....^^ 

(  r,  =  l+Ji{~  com'  eo^tlt+ cot  f  limti), 

^1 

•') 

■ 

De.  W 

nltel  t;»  i 

t  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

^ 

Z)(P 

\-os^+Fsin^)(^p-.iH^~P\:,^,+  i^'j^plt.u, 

,.(/>+,  «c.,.|Ä 

Be 

zeiclinet 

man  durch  /,,"'(.  "i  die  Winkel ,  welche  die  Tangente  s^H 

Genera 

rix  im  Punkt«  {x,,  j/, ,  i,>  mit  den  Coordinntennx 

en  bildet,  ao  li^B 

ina»  fU 

die  Cos 

nus  derselben  die  Gleichungen; 

Rci>3l,=co!m  (:,— £)-c,.sn(j/,  — (?) 

Ä™<.,,_™..»(x,-i)-c..  ;  (-•,-£! 

Ära.,,  =  co!  (  (i,,-,)-co.»(i,-i) 

j 

oäev  u.cl,  1) ; 

C'jtl,=cos  fsinij  +  cot  froEV, 

^^^^^1 

«) 

.■».m,=™.  ,«•„■„,.  +  <■.,„"  cest, 
eoi  n,  —cos n  sinv+eas  n" costfi. 

■ 

U 

e  Glciclmngen  2]  und  4)  DHcb  u  dilTeieDtiii't  geben 

^1 

/ 

djr. 

=  (P+pItcot^)cotl+(p"fiii^-f'cotii, 
(-C0.lV«,t  +  C0.r..-nt) 

+'rf)^ 

-1- 

.«.+  f™*+Ä(,  +  y')j{™ /•;,■«♦  + 

..r».v),     fl 

'i- 

=  C''+pAms*)coJ..»  +  (/>".i»»-no.*  +  |^)                ^ 

5)     < 

(-™»™'co<*+™»»"<(«i» 

■ 

-h 

.♦+/'.ini(.  +  *C5+|^jj  (coim'>iny+ 

■■"-    I 

dz, 

du  " 

=  (/>+() /ifo.(,)cti.»  +  (/'"sini(.-/'f.*  +  *"j                ^1 

( — cos  neos  tu+co^  n'iiii  i(>) 

« 

B 

^h 

.1.+  /''„»,|,+  /l^,+gM  („««•.™,'  + 

.■,,<.,•>.,«.  s 

■ 

'  ^eottii—coi  1" fiiiii' 

(«+!-:)•  1 

L 

b 

.».«0.*-™.™  si..v)(^«+^j,      ^B 

Von  Dr.  A.  Knnkpkh. 


itHilfa  der  Gleicliungeu  i)  und  G)  ergeben  sicli  leicht  die  Tnlgeaden : 
£         3n        St 


CO»/,     Co»m| 
dcotl.  Scntm 


ti  f  (/'"«iVii/---  P'r. 
3  g  iiv 


fo»  ('    eos  m 


^)-C'>+P««.^)(.  +  ^-^). 


a»    /f    du   n    I 


'  cosf     cosm 


-  i*  (7  + 1^) +  ;"■"■■"('(  f  s""!' +  />"  ^ 


."^). 


In  den  beiden  vorstellen ilen  Olnichungen  verschwinden  die  rechten  Seiten 
Dicht,  woraus  fol^^t,  dass  die  THugeiilen  zu  den  GeoeTAtiiccn  längs  einer 
Itriciioasliuie  fine  windschiefe  P'lHclie  bilden,  ehenso  bilden  die  Verbin- 
lUDgslinien  der  Mi'tuipunkte  der  Generalricen  mit  den  correspondirenden 
punkten  der  Striflionglinic  eine  windschiefe  Flache. 
Uie  Gleichungen  2—0)  geben: 


I  colli. 


A. 


egen  der  Glcicliung  3)  iHsst  Dich  die  leiste  der  vorstehenden  Gleichungen 
L-b  schreiben; 

\t  reelite  S'-iti'  dieiier  Glfichiin^  ist  gleich  dem  Product  der  rechteu  Seiten 
Ir  beiden  ersten  Gleichungen  9),  hiernas  folgt: 


Dorch  dio  vorstehende  Gkichnng  ist  eine  Strictionsli&ie  «iier  cykliBchcM 
Fläche  cbatakterisirt.  Die  Gleichung  10)  ist  der  nnalog,  durch  welche  dii 
Striciionslinic  einer  winHscliinfen  Fläche  beMtimmt  ist.  Ist  (x^,  y,,  ij  eil 
Punkt  einer  windscLisfen  Flächo,  sinil  /j.  m,,  «j  die  Winkel,  welche  dii 
GenerAtrix  mit  den  Coordinnten&xen  bildet ,  welche  den  Punkt  {x^ ,  y^ .  z,^ 
enthSU,  so  hat  man  die  Gleichung: 


") 


du 


Diese  Gleichung  folgt 
It,  m,,  «j  die  Winkel,  - 
und  (x^,  y,,  ij)  mit  de: 
die  Gleichungen  sUtt: 

12)  ^l^  =  co»l. 

Da  nun  cusl^,  cosm^,  cosn^ 

für  ein  nnhegrenzt  wachsei 

giebt  sich  dann  unuittclbaT 

Soll  die  Strictbnalinie 


Im  ^  du  du  ^  du  , 
mch  nnmitlelbar  aus  10). 
felohfl  die  VerbinJnngalin 
L  Coordinatennxen  bilden, 


Bezeichnet  man  durch 
B  der  Punkte  (|.  i,,  Qf 
so  linden   für  dieselben 


hJT 


R 


mer  endliche  Werthe  haben,  so  verschwindet 

s  R  die  linke  Seite  der  Gleichung  10),  es  er- 

e  Gleicitnng  11). 

ner  uykliachen  Fläche  gleichzeitig  Strictions- 
linie  der  windschiefen  Flüche  sein,  gebildet  ans  den  Tangenten  so  den 
Generatcicen  längs  der  ersten  Cnrve,  so  müssen  die  Gleichungen  10)  nnd 
II)  gleichzeitig  statttinden.     Man  hat  dann  entweder 


oder 


'     f!" 


-i  dx 


.V,  —  V    ' 


?+-s 


■8» 


ii?i.=«. 


Hieraus  folgt: 

Wenn  eine  Strictionslinie  einer  cyklischen  FISchc  gleichzeitig; 
die  Strictionslinie  der  windschiefen  Flüche  ist,  gebildet  «ua  dstt 
Tangenten  zu  den  Gener&tricen  der  cyklischen  Ftilche  längs  dei 
ersten  Carve,  so  schneidet  dieselbe  entweder  die  Tangenten 
thogonal,    oder  sie  ist  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Verbin- 
dungslinien ihrer  Punkte  mit  den  entsprechenden  Mittelpunkten 
der  Genoratricen. 
Die  Winkel,  welche  die  Tangente,  Hauptnormale  und  Binorraale  im 
Punkte  (x^,  y, ,  z,)  einer  Strictionslinie  mit  den  Coordinalenaxen  bilden, 
seien  respective  a,  p,  )f;   i,fi,  v;    a,  ft,  c,  ferner  3s,    das  Bogenelement, 
1/  der  Krümnmngshalbmeseer.     Nimmt  man  u  =  s^  und  bezeichnet  durch  a 
den  Winkel,    welchen  die  Strictionslinie   im  Punkte  {x^,  y,,  t,)  mit  dar 
Tangente  zur  Generatrix  bildet,  so  ist; 


ds. 


'">+^ 


costt  colli  +  CMp  eoi  »Y-V  CMy  cotK^=  eotat 


Von  Dr.  A.  Knnkpeu. 


Hit*HUfe  der  Gleiuliuogeu  5)  und  6)  ergeben  sieb  Inieht  die  fnlgenden 


,^(^l'-sinS>-P'co^V  +  ^^^)-(P  +  pRcoff)(<l+~y 


^ 


i      R      du      R      du     R      \      , 


'i^ft-^p'-cosif). 


In  den  beidcD  vorRtelieDden  Glpichungen  verschwinden  Hie  rechten  Seilen 
Qiclit,  worniia  folgti  dass  die  TiiDg<;iJteD  zu  den  Generfltricon  längs  einer 
Strictionalinie  eiun  windschiefe  Kirche  bilden,  ebenso  bilden  die  Verbin- 
daofslinien  der  Miitelpunkle  der  Genoratricen  mit  don  correspondirenden 
Punkten  der  Strinionsünie  eine  windscbiefe  b'lücbe. 
Die  Gleichungen  2—0)  geben: 


(IX, 


'i+^^^-f- 


-f.' 


Weg,, 

■uch  Bl 


ifT  3)  iHsst  dioli  die  letzte  der  vorstehenden  Gleichungen 

_      /^cosl,^x^      dcotmidy,      ^l■osn^^^^\ 
~"V  0"     Tä"^     du       du  "''     du      du) 

Die  rechte  Seit«  dieser  Glnichuni,'  ist  gleich  dem  Prnducl  der  rechten  Seilen 
tücr  beiden  ersten  Gleicbnngr'n  *l),  hieraus  folgt; 

V     R     du^     R     d»^     R     dti) 


\     \     R     du   '      R 

t'^  su    'du    "^  du 


42«) 


T>ie  i-ykli»clieii  FlfichPii. 


Seien  n,  /7,  zwpi  Funkle  von  r,  T,,  welcbe  auf  dorselbi 
T&trix  'liegen.     Legt  man  dnrcli  den  Funkt  U  nnJ  die 
zur  Curve  /',  im  Piiiikle  77,  eine  Ebene-  bescbreibl  in  derBelben 
nm  n  einen  Kieis  mit  ilem  Itadius  77  //, ,  s"  giebt  die  Ge^ainmthcit 
aller  tlieser  Kreise  für  die  beideu  Cuiven  Fund  7*^  die  allgemeinst« 
oyklisclie  FlHcIie,  wetulie  die  Eigenschaft  hat,  daes  sieb  swei  sa«- 
ceüsive  Kreise  derselben  in  ctmun  Punkte  sclineiiien. 
Sind  die  Generatriceu  der  cykllächeo  Flitche  einer  festen  Ebene 
xtf   Ebene  —  parallel,  so  bat  man  nacli  §  7  folgende  GleiL-hnngen : 


Iben  Gen»«  -^f 
e  Tangente  ^| 

«•it 
it« 

i 


17) 

X- 

=  |+Ä...»*,    V 

=  (j  — flfojtl',     j,  =  ;. 

19) 

|i„.,+ 

Sind  wiede 

«■  'l.  " 

,,  n,  die  Winkel,  welcbe  die  Tangente  nur  Generatnx  im 

I'nnkte  (x^ 

-Vi. 

J  mit  den  Cooidin 

lenBxen  bildet,  so  finden  di 

e  Gleicban 

gen  statt: 

1«)     . 

om/j^c«««-,     <-üj 

,n^^sin^,     ro.in,=0. 

Set«t  man 

/!(«/+ 

(f^rhfj. 

g 

SU  giebt  tli 

e  Glei 

cbung  18) 

I      dt)                 ba 

1 

Mittelst  dieser  6 

eichimgen  erbült  n 

nan  EQB  18  bis    10): 

fl 

( 

^-'.  +  1!'- 

— 1!. 

V 

2(1) 

R      du^     R 
dx.deotl.      dy.dc 
■/u  "dir +17," 

1)  ßy,      /SB      da\ 
"  3^^\3«     a«j' 
osm,          /dR      So\Sv 

Aus  den  vo 

rstebenden  Gleicht] 

ngeu  erhillt  man  wieder  dt 

Gleiclinn 

10)  für  den  besonderen  Fall,  da* 
linke  Seite  der  Gleichung  20),   so 


1  I,  =  j;,  co»n,  =  0  ist.     Verschwindet  d 

,      dR      da     ,      d^ 
ist  entweder  5—  =  s^  oder  t— =0     Fttj 


:=0  ist  1^  conslant,  die  Gleichutig  IS)  giebt  dm 


a  k  eine  Conatante  hedei 
.tricen  aof  die  :c^-Ebeii( 
ner  Ebene,  welche  auf  de: 


dR 


-5=  ^_  statt, 


.  folgt  Ä- 


tet.  Die  Projection  der  Mittelpunkte  der 
ist  eine  Gerade,  die  Mittelpunkte  liegen  a 
■T^- Ebene  Hcnkrecht  steht.  Findet  die  Gleicbuii| 

*  Projection  d 


-  Äjj  =  a  —  Oji ,  wo  «  —  «0  die 

{■POS  der  Ciirve  der  Mittelpunkte  der  Genoralricen  auf  die  ry  Ebm 
Aus  dem  Vorstehenden  schliestit  man: 
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-^^^^•^•'^^-^^^ . 


Ist  eine  Strictionslinie  einer  cyklischen  Fläche  mit  parallelen 
Generatricen  gleichzeitig  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche, 
gehildet  aus  den  Tangenten  zu  den  Generatricen  längs  der  ersten 
Curve,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  Generatricen  entweder  iu 
einer  Ehene,  welche  die  Ebenen  der  Generatricen  orthogonal 
schneidet,  oder  die  Projection  des  Bogens  der  Mittelpunktscurve 
zwischen  zwei  Generatricen  auf  die  Ebene  einer  derselben  ist 
gleich  der  Differenz  der  Radien  dieser  Generatricen. 
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/' 


XIV.  Veber  drei  Integrationen  innerhalb  des  Gebildes: 

(f)'+(«'+(7)'+--- 

Von  Dr.  R.  Most  in  Stettin. 

1.  Besieht  sich  das  Integral: 

[-(f)'-(7)-(j)T'"'[-(i)'-e)r-'[-6)'j"" 

dx  dy  dzdu 
auf  alle  Werthe  von  o?,  y,  z,  ti . . . ,  die  der  Bedingung  genügen : 

(f)'+(i)'+(^)'+...<.. 

so  ist  dasselbe  gleich: 

a  p.q.r.s      \q )      \r )      \$/ 

\p       ^  J     \P      g       r  J     \  P       g      r       S  »      ri   I  /i        y 

für  a|=/?|=:^,  =  1  geht  dies  Integral  in  das  bekannte  Di  rieh  let'sche  über. 

Folgende  Methode  scheint  bei  dieser  und  allen  ähnlichen  Integrationen 
am  schnellsten  zum  Ziele  zu  führen: 

Es  ist 
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für 

9 

also  wird  das  Integral: 

a-ft"  r(^)r(«+«.) 


1)        y«"~'/~*(»--f-)"'     ^dxdy  = 


für 

a        h 
Geht  man  nun  über  auf  das  Integral: 

für 

a         0 


d.  h.  für 

X 


+  ;,/      ,<1, 


a  (1  —  z)  *  6  (1  —  z) 

so  lässt  sich  die  Integration  furo;  nnd  y  nach  Gleichnng  1)  ausführen;  der 
Werth  z=l  veranlasst  kein  Bedenken,  da  für  denselben  a;und  y,  also  auch 
das  darauf  bezügliche  Integralstück  nach  x  nnd  y  der  Null  gleich  sind. 
Man  erhält  also: 

0 

z 
führt  man  die  Integration  nach  z  aus  und   setsBt  dann  —  für  z  ein,  so 

erhält  man: 

«  ^'^^^'^V(«+/J+«,)r(«+/j+y+«,+ft-i) 

für 

X        V        ■? 
a         D         c 

In  derselben  Weise  schreitet  man  zur  Bedingung: 


flf(l  — ii)^6  (l  — m)      c(1— ii) 

vor  nnd  gewinnt  schliesslich  den  allgemeineren  Ausdruck  durch  bekannte 
Substitutionen. 
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r.^^^^^^^^r^^^^^^-'^'^'w^^^'K^  tm-^^^^ß^^^^  ,  «kf*««^--^  •^•v  ^  .^ii^^Jt  ^^^ 


2.  Ist 


Tdr 


80  ist: 


a        0         c 

JP    1  i— ,        5 ~,       ^ ...  1  ^(tl)  <fll, 


«i 


wo  das  erste  Integral  in  dem  Gebiet : 

genommen  ist;  für 

geht  dieser  Ausdruck    in   einen  von  Schlömilch  aofgestellten  über*). 
Man  setse : 

^  — a,a:  — /i,y  — y,z... 
so  wild  : 

1  —  ^tl  1  —  QU  1  —  QU 

denkt  man  sich  ti,  also  auch  q>{u)  constant,  so  kann  für  das  darch  3)  ange- 
deutete Gebiet  das  Integral 

//(x,  y,  «...)  dxdydz  ... 
durch : 

U  — «iw'     ß  —  ßi^'     y  —  Y^u"/ 
intogrirt  werden.  ♦ 

Es  ist  also  in  dem  allgemeineren  Integral  ./jedes  (p  (t/)  mit  dem  zuge- 
hörigen Increment 


-—  du 
au 


zu  multipliciren,  also: 


CiL 
J    du 


"i 


*J  Ver^L  Schlömilch  j  Cumpeudium  der  höUiircn  .Viialysi^ ,  Theil  il,  p.  480. 


für 
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3.    Die  Gleichung  nnter  2)  gestattet  noch  folgende  Erweiterung: 
Ist 

f  f{x^  y,  z  ...k)  dx  dydz,,.=  0{a,  6,  c  .,.k) 

T  +  T-  +  -r  +  --<>' 

a        0         c 


80  ist: 


/^l  ^1  y»  2:  ...  ~ ' )  dx  dy  dz  ... 


"i 


wo  im  zweiten  Integral  nach  dem  Differentiiren  k=^u  gesetzt  wird  und  das 
erste  Integral  in  dem  Gebiet: 

Q—atX—ß^y^YtZ  ... 
genommen  ist. 

Nach  der  Gleichung  3)  wird,  wenn 

I  — ax  —  ßy — ... 
Q-^atX  —  ßty—... 

constant  gedacht  wird : 

/n„„....*,=.(J£f„,  JE^.  i£-^V..*)> 


=  M 


das  zu  ti  =  A:  gehörige  Increment  ist  also: 

du    la — a, ü       p— /3, w         J 
also  ist  das  allgemeine  Integral  gleich: 


«t 


r^'l}—^'-,      ^-^'^        k]         du. 
J         La  — «im'     ß  —  ßx^         Ik^H 

Setzt  man 

/(« ,  y,  z . . .  Af)  =1  ;j  (jj,  y,  z . . .)  <jp  (Ar) , 

so  geht  die  allgemeine  Gleichung  in  die  unter  2)  entwickelte  über. 


XT.    Anfldannff  einoi  Byatema  von  Olaiohnngen ,  worunter  eine 

qttadrBtiaah ,  die  anderen  linear. 

Zweiter  Artikel. 

NKChdem  im  erstea  Artikel  die  Bemerkung  gemacht  worden  ist,  daj 
der  gemeinschaftliclie  Nenner  der  Ausdrücke  fUr  die  Unbekannten  durch  f 

angegeben  wird,  erhobt  sich  die  Frnge,  wie  tii'h  die  Auflösnng  gestaltfC 
wenn  dieser  Nenner  verschwindet.  Mau  findet  in  diesem  Umstand  dns 
Kennzeichen  dariit,  dass  die  Gleichungen  1)  und  2)  abhängig  von  einander 
nnd  also  zur  Bestimmung  der  Uabekannten  untauglich  werden.  Es  zeigt 
flieh  nun  aber,  dass  in  diesem  Falle  anstatt  der  Gleichung  l)  eine  andere 
von  jeder  zweideutigen  Wnrzelgrösse  freie  lineare  Gloichuiig  in  x  aufgeatellt 
werden  kann,  welche  mit  den  Gleichungen  2)  in  Verbindung  zu  bringen  ui 
nnd  mit  denselben  nur  ein  Werthsyateni  der  Unbekannten,  tind  nur  dann 
ein  unbestimrates  oder  gar  keiu  endliches  liefert,  wenn  dies  wirklich  in  der 
Natur  der  Aufgabe  liegt.  Denkt  man  sich  nämlich  für  einen  AugenblickjJ 
es  rerGcbwinden  sämmtliclie  y,  so  geben  die  Gleichungen  2) 


a  dnlicr  die  fragliche  Bedingung  erfüllt  ist,  so  verschwindet  r 


ich 


r  auf,  so  niuss  sich  eine  Gleichung  von  folgend*! 


Treten  daher  die  y  wj. 
Form  aufstellen  lassen 

19)  ^■=s',*i  +  yi*»  +  ..-  +  y. 

wo  die  Fncinren  :  Ausdrücke  des  ersten  Grades  bedeuten,  welche  die 
selbst,  jedenfalls  aber,  wenn  die  Aufgabe  nicht  unbestimmt  oder  unpiöglicÜ 
sein  snll,  wenigstens  Eine  der  Unbekannten  x  enthalten  ratlssen.    Wir  wer- 
den die  sicherste  Voibereiluiig  zur  Herstellung  dieser  Gleichnng  treffen, 
itittelst  2)  alle  x  in  einem  derselbei 
ir  machen  zu  diesem  Zwecke  die 


i  wir  darauf  nnsgrhen , 
und  den  y  nuszndriicker 
,  dass  die  Summe 


r  den  Werth  «„m  "<^er  - 


oder 


3«r* 


1 


k  oder  ti 


oder  Null  aunimoit,  je  nachdem 
t  keinem  von  beiden  identisch  ist.  Es  werden  nämlich 
die  mit  a,^  nnd  a„^  behafteten  Glieder  der  Determinante  o,  in  welcher  jetit 
die  Glieder  der  ersten  Uorizontalr^ihe  ganz  beliebige  Werthe  haben  können, 
durch  die  beiden  Seiten  der  Folgehden  Gleichung  angegeben: 


\ 


■2'("H:;::::I) 


-'?'\ 


i|ilung  reclitfertigt  sicli  ans 
liiie  Determinante  mit  zwei 
eine  von  m  and  A  verschia- 
o  ist  auch  der  dritte  Theil 


■  erale  uud  der  zweite  Theil  der  Beb; 
dieser  Gleichung  unmittelbar;  da  ferner  a\„  in 
gleichen  Vertionheihen  übergeht,  wenu,  unter 
dene  Ziibl  verstanden,  Ort^Ori  gesetzt  wird, 
erwiesen. 

Addirt  rniin  daher  die  Gleichungen  2),  nachdem  sie  der  Keihe  nach 
mit  den  im  nachfolgenden  Rei<u)tnt  ersichtlichen  Facloren  mulli]j|icii't  wor- 
den sind,  so  erhalt  mnn  anter  glcii^hzeitiger  Einfüliiung  einer  Abkäixung; 


an) 


^-^'('■'|:;:::l)=- 


Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  alle  x  in  jr^  ausgedrückt  in  F  ein- 
zQsetseD ,  dnB  Ergebuiss  wäre  eine  unreiue  quadratische  Gleichung  nach 
Zn,  in  welcher  aber  der  Coefficient  von  j:*„  der  Voraussetzung  gemäss 
verüchwiadet,  es  würde  sich  also  auch  auf  diesem  Wpgn  zeigen,  daas  der 
wesentliche  Charakter  des  vorliegenden  Fallea  in  der  Identität  der  zwei 
Werlhsysteme  der  Unbekannten  liegt,  durch  welche  im  Allgemeinen  die 
Aufgabe  befriedigt  wird.    Wenn  nuu    der  oben    angezeigte  Weg  für   den 


f 


:k  der  Bestimmung  der  Unbekani 
ST  keine  Kliminalion  mehr  erfordert. 
Gründen  die  Gleichung  20)  in  der  Weii 
«ich  beransstellendcn  Gleichung  It))  ke 
Die  Addition  slimnitlicher  Gleichungen 
Hit  Aik  dadurch  entspringen,  jlaas  k  t 
liefert: 

21)  2'  ■*'*  '"t  =  -  '-  ^*  -^i*  "'=*  + 

Desgleichen  gieht  die  Addition  earamtliclier  GI( 
luicb  Multiplica(i>in  mit  a'^i  entspringen,  wenn 
daruhlAuft: 


ofern  der  kürzere  wäre,  als 
HO  werden  wir  doch  aus  anderen 
le  benützen,  daas  die  Factoren  i  der 
ine^,  sondern  nur  die  x  enthalten. 
,  welche  aas  20)  nach  Multiplicaliou 
lle  Werthe  von  0  bis  n  durchläuft, 


-2'' •<■."• 

[lungen,  welche 
lUe  Werthe  Ton 


22} 


^'y 


.>„.) 


,  In  dieser  Gleichung  verschwindet  der  Voraussetzung  gemäss  das  erste  Glied 
Mulliplicirt  mau  noch  21)  mit  ;«,  und  läsat  Wieder  i'  alle  Werthe 


Hier  ist  die  leUte  Doppelsumme  nichts  snderea  als  F,  die  rorleUt«  nl 
scheidet  sich  von  der  letuten  in  22)  nnr  durch  die  Schreibart,  diu  ElimiBi^ 
derselben  zwischen  22)  uud  2'i)  ^ielii  daher: 


2'(.-..^*-'.. '..)+"■..  ^C-^'-..»-..! 


LäsHt  man  jelat  alle  ij  nUMCr  y,  verachwinden,  so  redueirl  sifh  F  aiir 
jffi,,  setzt  man  daher  auch  für  f'™*  dpn  Werth .  auf  den  es  sicli  vermüge 
20)  reducirt,  so  erhRh  man  nach  Absonderung  des  Factors  y,: 


26) 


111  dieser  Formel  in  Beiiehung  auf  das  Vorkommen  der  x  3« 


pser  F. 

soDBl  obwaltcndR  Symmetrie  zu  geben 
von  0  bis  n  durchlaufen  und  nddirt, 
achreiben: 


f  das  Vorkoi 
Usst  man  aach  r»  alle  Weilhn 
Krge^iiiss    iKsst    sich    dann   bii 


20)   ' 


=2-h^["'.^'(.*i; 


:i--;:;:::D] 


Die  Symmeirie  ist  jetzt  flbrigena  auf  Kosten  der  Einfachheit  hergestellt, 
Dasa  bei  der  Ausführung  nus  dem  Cnefficienten  von  Jo  die  Coefficienlen 
aller  folgenden  .i ,  und  ebenso  aus  ^^  alle  folgeuden  t  durch  die  geeigueleu 
cyidischeu  Vertausch.ingen  hergesrelit  w  erden  können,  i«l  selhstver»täudlich. 
Ebenso  mag  im  Vorbeigehen  bemerkt  werden  ,  dass  der  Coefficlent  von  r, 
unter  Annahme  der  Bezeichnung  ^'"  n,„  n,„  =  ö,,  iu  die  D  et  er  min  au  le 
■^'i  («iiÄ-i  -..  a-„)  iibergcht. 

Schon  der  ganze  CJang  nnsfrer  Enlwlckclnng  der  Formel  25),  welcher 
die  Wahl  von  m  frei  läast.  zeigt ,  dass  die  Coel6cieolen  z  in  Gleichnng  10). 
auch  wenn  sie  nur  x  ohne  >j  enthalten,  durch  die  Aufgabe  nicht  vollslXndig 
hesiimmt  werden;  es  ergiebl  «ich  dies  zugleich  mit  einem  Miilel,  aa» 
eiuer  Bestimmung  der  z  alle  möglichen  anderen  abznleileD,  unmittelbar 
aas  jener  Gleichung  selbst.  Wählt  man  nSmIich  ein  System  von  ConstoaUj 
*■„  *,(...  *,™. 
/.„  k-     .  ..  A„, 
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einmal  getroffenen  Bestimtnnng  der  z  unbeschadet  der  Richtigkeit  der  Zer- 
legung angebracht  werden  dürfen. 
Beispiel.    Mit 

F=  —  x^^  +  Sx^x^  +  4a:j*  +  12a:gd:Q  +  Zx^^+  Ux^x^^ 
and 

yi  =  ^o+2a:i  +  3ar2;    y2==ZaoQ'^x^  +  2x^ 
erhält  man 

Die  Voranssetzung 

0  =  Za'oiHAik  a  0*  =  49  (—  1  —  8  +  4  —  12  +  3  +  14) 
trifft  also  hier  zu.    Nach  26)  erhält  man  nun: 

2lF=^y^{SlXQ  +  b0x,  +  bx;i+y^{--MXQ+l6x^  +  24x^) 
oder  mit  Arjj  =  —  13: 

21  F=  y^  [81  J^o  +  öOiTj  +  5  J-g  —  13  (3^:^^  —  a^i  +  2^:^)] 
+  yA-  34a'o  +  löar^  +  243?^  +  13  {x^  +2x^  +  Zx^)] , 
^=^1  (2a?o  +  3a^i  -  ^2)  +y«  (- ^0  +  2«!  +  Zx^, 
^  7F-5j/,«  +  4y,y,^      ^  ^  7F+ 7y^«- I8y^y,  +  6y,^ 
«  I4(3y,-y,)      '        *  14(3y,-y,) 

^  ^  -7F+11y,H6yiy,-^ya' 
«  14(3^1 -yj        •    ' 

Die  Werthe,  welche  die  z  für  ein  und  dasselbe  Werthsjstem  annehmen, 
sind  in  der  Weise  von  einander  abhängig,  dass  in  einem  derselben ^  etwa 
Zr  jeder  andere ,  etwa  z,  bestimmt  werden  kann.   Die  Gleichungen 

«*  =  fr.O  a^o  +  &•!  ^X  +  •  .  .  +  ^*«  Xn 

liefern  nämlich  mit  den  Gleichungen  2)  nach  Elimination  der  x: 


28)  <  ^  , 

OsiOak 


wovon  später  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Es  Hessen  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  auch  die  Bedingungen  angeben, 
unter  welchen  die  Gleichungen  2)  und  10)  von  einander  abhängig  werden, 
und  also  keine  bestimmten  oder  gar  keine  endlichen  Werthe  der  x  liefern. 
Auf  die  Gefahr  hin,  mehr  allgemein  Bekanntes  zu  wiederholen,  als  viel- 
leicht durch  die  übrig  bleibenden  Eigenthümlichkeiten,  welche  die  Methode 
für  sich  beanspruchen  kann ,  entschuldigt  werden  darf,  mag  die  Unter- 
suchung auf  den  Fall  n  =  2  beschränkt  werden,  in  welchem  sie  eine  geome- 
trische Bedeutung  erhält,  insofern  sie  die  Erörterung  der  Hjperboloide  auf 
Grund  der  in  der  Form  19)  aufgestellten  Flächengleichung  darbietet.  Wir 
verstehen  dabei  unter  a^o»  ^i>  *«  cartesische  CoordinÄtexi^\Wi\.<i\^F'^^V^^>V>j^> 
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('))'  (*i)  ^'^  belreffeDdpn  Aasdrücke  in  x,  nnler  F,  y, , 
Werlhe. 

Wir  ticliinen  aUo  an.  es  seien  die  Gleicliaii|;en  gegeb 


r,,   Zf  ilire 


^=(n=i;--.-2;* 


.V* = {yO  =  "w  ^0 + "ii  *i  +  "«'!■ 

deren  Coeriicieiiten  iiiil  Aiinaliinn  der  BezeicLnang: 
die  BtJiiigung  betnedigen : 

=«)  0^2' "■•'2'*  ■'"'■■"• 

Nach  2b)  oder  !ö)  lasspti  aicli  dann  die  Copfficienten  b  in: 

so  bestimmen,  dnss  identisch; 

(f)  =  (!/.)(■■.) +  (».)(■•.)• 
Ea  findet  demnael]  der  Schnitt  der  FlSclie  (f^  =  F  mit  der  Gernden  : 

31)  'C-. •(!/,)  =  »,,     (S,)=.V, 

in  der  Ebene 

statt,  Denkt  man  sich  für  einen  Augenblick,  dosa  vAn  den  drei  Wertben 
F,  Vit  ffs  ""'"  ^^^  ''*^'  l'"s"P*"en  verschwinden,  so  rückt  der  Schnitt  tob  G 
mit  £'  oder  mit  (^)  ins  Utiendliclie,  die  Geraiie 

ist  somit  eine  Asymptote  der  Fläclie,  und  die  geomelrincbc  Bedeutung  der 
Vorotissetzitng  30)  lif'gt  darin,  dnss  b  einer  Asj-niptntc  pitrallel  ist.  Eben- 
sowobl  wie  A  zvigt  sich,  wenn  man  (/')  =  f  mit  (r,)  =  .-,  (.-^)  =  i,  cotnbinirt 
und  ;, ,  r^  verscIi winden  lässt,  ela  eine  Asymptote  nucli  die  Gerade: 

überhaupt,  da  identisch 

CO^  (y,)  !(^)  + *(j/,)t +  {^.)  1(-Vi  -  *(».)! 
=  WKM)  +  *('s)H-t(y,)-ACyi)!('.). 


jede  Geradfl 


(*.)  +  *(»,) 


(«.)-*(¥.)  = 


I 


^ammtliclie  Gersde  dieser  Art  befriedigen  aber  die  Gleicliung: 

{yM',)+i!/t){z,)=o. 

El  ist  dies  aUo  die  Gleichung  eines  Asymptnlenkegrls,  der  seine  Spitze 
Jgj  Urspiuae  hat  und  dureh  dio  y'mc  Ger«dei 
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(».)  =  ».     («.)  =  «. ■.(»!)  = 


(-•■)  = 


v.)  =  «-(; 


Diese  Gleichung  niril  nach  beffioiligt  von  oiner  Gernili»  -f,  welche  d 
SchDitt  der  dorcli  C  und  den  Urspiung  gelegten  Ebene 

(y,)  _  (ff.) 


K... 


.Vi 


uiil  einer  diirtli  B  gelegten  Ebet 

■£'oO  =  y.(r,)  +  !'.{'.) 
bildet.     Es  sind  also  die  beiden  iu  der  Ebene  E  liegenden  Geraden  A  und 
J'  Asymptoten  der  Fläche  (F)    oder  der  Scbniltcurvo  der  durch  C  und  den 

Ursprung  gelegten  Ebene  f:  mit  {/').  Da  nun  der  Schnitt  von  D  mit  C^') 
in  E"  oder  in  der  Spur  von  £'  auf  Ä'  stattfindet,  E"  und  i'^  aber  parallel 
sind,  also  auch  auf  j^  parnllele  Spureu  geben,  so  besteht  die  Uestimmung 
lies  Schnitts  yon  G  mit  (F)  lediglich  darin,  dass  durch  die  zur  Asymptote 
J  parallele  G  und  den  Ursprung  eine  Ebene  £  gelegt   und  darin  diejeuige 


D  Scbnittcurve  gezo 


wird  der  Sei 
I  die  Spui 


Parnllele  zur  anderen  Asymptote  A'  der  entstehe 
wird,  welche  durch  den  verlangten  Schnitt  gebt. 

Unbestimmt  oder  iu  endlicher  Entfernung  unmöglich  v 
d.  h.  G  liegt  gauz  auf  der  Flache  oder  trifft  sie  nicht,  we) 
^  auf  E  mit  G  zusammenföllt  oder,  ohne  mit  ihr  zusammen  zu  fallen,  pa- 
rallel dazu  wird.  In  beiden  Fällen  wird  dann  auch  a'  parallel  C,  d.  h.  da 
schon  A  parallel  G  ist,  die  Asymptoten  A'  und  A  fallen  zusammen ,  E  berührt 
den  Asymptoteiikegel ,  G  ist  nicht  nur  parallel  einer  Asymptote,  sondern 
liegt  auch  in  der  darin  an  den  Kegel  gelegten  BerUlirungsebooo.    . 

Das  analytische  Kennzeichen  für  beide  FSUe  musa  dadurch  dargc- 
tel«u  werden,  dass  die  durch  B  gelegte  Ebenn  f^,  welche  in  ihrem  Schnitt 
mit  dem  Kegel  die  A'  gegeben  hat,  unn,  da  a'  mit  A  »usainraenflüll,  auch 
J  enthalten  soll.  Werden  die  Gleichungen  von  A  in  der  Form  geschiieben: 


ao  wird  unter  Annalimu  der  Abkürzungen: 

32)       Z,=6,o«'«,  +  *ii%i  +  ^»«'m.     2,  =  *»"'«)+ 6«!  "m +  *»"'«.. 
da  .Tq,  X,',  a-,  die  Gleichung  von  E'g  befriedigen  sollen,  die  verlangte  Be- 
dingung durch  die  Gleichung: 


33) 
■ngegebet 


ind  di< 


0  =  !/,Z,  +y,Z, 
Bllgemeino  Gleichung  von 

„      (s,)_W 


31)  0=(s,)2,  +  (»,)Z, 

«h  Gleichuijg  Her  Heiühruiigsebene  &u  den  Kegel  Dach  der  Asyinplotc 
(v,)  =  0,  (y,)  =  0.  DcsgleicbeD  ist  eelbstversläedlicb,  weiiu  den  Abltbr- 
|4Ä* 


gesetzt  wird,  die  Gleicliaog  der  Berüfarangscbene  aa  den  Kegel  nach  AI 
86)  ü  =  (.-,)l-, +  (.-,))-,. 

EiDe  wesentliche  Consequctiz  Onr  Gleichung  33)  besteht  darint 
der  Geraden  G  entlang  'ler  Ausdruck  {yi)(i,)  +  (s«)('t)  einerlei  Wertb  te- 
hSlt.  Versteht  man  nJimlich  imlor  x^,  x,,  x,  nnd  x^,  +  ^-r^,  ;r,  +  j1x„ 
a-,  +  ^.r,  die  Coordinsten  zweier  Punkte  P  und  P*  auf  C  und  unter  i, ,  =, 
und  Z|  +  ^z,,  t,+  ^i,   die  Werlhe,  welche  dnselbst  ^r,)  und  (i,)  anofll 


r  Defriedigung  der  Gleicbungen  von  C  folgt 


1  (!,)  ano^H 


3«) 

und  nimmt  somit,  wenn  g  den  gpmeihschaftlichen  Wertb  dieser  t^uotiäuleu 
beepiebnet,  der  Ausdruck  (yy){z,)  +  (ji)(i,)  in  P'  den  Werth  an: 
y,(ti  +  ?Zi)  +  !/a(*»+?^»)  =  yi^,  =  yjr«  +  9(!',Zi+!/,2()  =  S'i-. +*,-r 
Der  Werth  in  /''  ist  also  dersplbe  wie  in  P.  Ob  nun  C  auf  der  Flüche 
liegt  oder  sie  nicht  tri€t,  hSngt  also  jetst  davon  nb,  ob  dieser  conalante 
Werth  gleich  F  ist  oder  nicht.  Um  dies  zu  entscheiden,  suchen  wir  ihn 
für  einen  bestimmten  Pnnkt  auf  G  zu  ermitteln,  und  zwar  für  den  Schnitt- 
punkt Smit  der  fierabrungsebcne  35)  des  Asymptotenkegels  nach  der  Man- 
tellinie  ß.  Wir  gehen  zu  dieaem  Zweck  auf  Gleichung  26)  zurück ,  welche 
im  vorliegenden  Falle  die  einfache  Gestall 

annimmt  und  die  Beziehung  angicbt  xwiscben  den  irgend  einem  beli 
Punkt  entsprechenden  Werthen  von  (tf,),  (i,),  {y,),  (:^).  Sie  zeig 
anderem,  das»  die  Gleicbungen 

0  =  (Vi)  J"!  -  (tfi>  n  i«"!  0  =  {=i)  2.  -  (■»)  2| 
ideutiach  aind,  also  beide  der  Ebene  .^£  angebären.     Ebenso  sind 
Gleichungen  ; 

38)  0  =  {ff,)  n  +  {*,)  2»  "-"1  0  =  iVt)  I'i  +  (■*)  ^1 . 

nnd  gebCrep  somit  der  Ebene  an ,  welube  durch  die  Geraden 

{yi)  =  0,     (:.)  =  0  und  (ff,)=0,     (.,)=0 
gebt.     Ans  der  Befriedigung  der  Gleichungen  38)  folgt  anch 

0=  y,z,  i{yi)  n+ (^)2.i+ -^,2,  i{y,)y,+{-,)Zi\ 

=  !'.>■. !(y,)z,  +  {.v=)2,!+z.Zs  l(t,)i'i  +  ('.)ni. 

ist  alBo  ansfierdem  noch  eine  der  Gleichungen  34)  und  35)  befriedigt 
SB  auch  die  andere,  d.  h.  auf  jener  Ebene  findet  anch  der  Schuill  d( 
ßerlib  rnngsebenvn 


I 
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■'iVct>^reinstjmiDang  mit 

Zur  Beiitinimang  rii 
I  die  GleicLi 
9  Beziclinngi 
I  ani)  den  li( 


pkannten  SäUcn  filier  Ciirvon  und  Kügcl  zweiten 


Werthea  yon  (y,)  (i,)  +  (j/,)  (;,)  in  S  gobi^u  nu.i 
■,ei\  34)  und  35),  welclie  in  S  bet'iiedigt  suid  mflsseu,  l'iil>;i-iid<.- 
zwiscfaen  den  der  g&nzpn  G  angetiiirignn  WerlliPR  ^,  und  </^ 
uders  dein  Punkt  S  angphörigpn  t,  und  ^  von  (t,)  und  (r^l : 


A"-- 


._?i' 


"*':'. 


^*     z,*         fj  z,        r,  z, 

Der  verUogte  conslante  Wcrtb  iet  nlso : 


i',2,+  J',Z/ 


nachdem  derselbe  gleich  /*  ist  oder  niclit,  liegt  (i  unnx  mii  der 
I  ^lücbe  oder  schneidet  sie  nicht,  Durch  eine  mit  Gleichung  33J  veilrüg- 
gliche  ModificatioiJ  der  Werihe  von  j/,  nnd  y^,  d.  h,  eine  I'arallelverBuIiiehung 
von  G  iu  der  BerUhrungsubeue  des  Kegels  iinch  der  Aeymplute  A  kann  der 
oben  gefiiudeDe  Wertli  6' iu  letztorem  Falle  immerhin  nur  dan 
einHtiiomnng  mit  f,  d.h.  G  in  der  Flüche  {F)  gebrncht  nerdeu 
1\Z^+  y^Z.j  entgegeugesetaten  Vorzeichens  sind,  mit  andere 


Uebei 
Worten :  iu 


r  Unterscheidung  dea 


und  des  zweimanteligen 


ist  das  Kennzeicl 
Hyperboloids  gcj 

Die  Bedingungen  y,Z,  +  y,Zj  =  0  und  F=C  gp\ten  TermSge  der  Form 
des  Ausdrucks  für  C  autb  för  die  Gerffl.de  (ff,)^  ~  Sj '  (S«)^~.Vi>  i'^^ 
BerübrungHebf^ne  des  Aeymp  toten  kegeis  acbneidet  die  Fläche  dns  einman- 
teligen  Hyperboloide  in  zwpi  parallelen  gleichweit  von  der  Spitze  abatehi^U' 
den  Geraden.  Dass  diese  Bedingungeu  »Is  diejenigen  für  die  Unbestimmt- 
heit der  AnflGsung  der  Gleichungen 

auch  aus  dem  Verschwinden  zweier  Determinanten  ohne  alle  geometrische 
Betraubtung  abgeleitet  werden  können,  braucht  kaum  erinnert  mi  werden. 


Vi,     (»it!/!  +''nyt  . 
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i.Si  +  *isj'i-    '',sy,  +  *ssyj 


lu  Schlüsse  möge  nocli  die  bekntinte  metrische  Be: 
i  den  Erneugcnden  beider  SyBteme    auf  einande 
unseren  Gleichungen  eniwicfcpit  werdi 
Nachdem  sich  gezeigt  hat,  dass  die  awei  Geraden 
fffi)=yi.     (S'a)  =  S'j  »"'1  (0  =  ^i.     C^i 
■L  auf  der  Flüche  liegen,  wenn: 


e  metrische  Beziehung  zwischen 
i    auf  einander  abg08cliniltaii|Ak 
:kF^lt  werden.  ^| 

ei  Geraden  ^H 

,/—->■-  I 

auch  in  fnigender  Form:  |H 

■,)l!W-*(Si)!  =  0+i*)» 


so  schreiben  wir  die  Glcicbuiig  der  Fläi^lin 

i(»,)+U',)nw+'(!/.)i  +  i(s.i-u>,)iiw-*ii/,)i=(i+")S 

In  Folge  dessen  treten  an  die  Stella  der  Coefficif^nteii  0|(,  hu,  «ii. 
6ii  die  folgenden:  (i,i  +  lbii,  iii  +  Anj.-,  "i;  — i6i,-,.  &](  — A:«|,-,  und  der 
Ausdruck  K,  ist  durch  folgende  Determinante  zu  ersetzen:  ^_ 

l-'M-fA''».     «u  +  i'-«.    "u  +  ii«!  ^ 

6,0  +  *««,     6u+Ä«s,.     6,,  +  *"«    -  ■ 

I    *M  — *''io>     *!i— *''ii.     *sa  — *"i»  I  ™ 

Durch  bekannte  Dmwandlungsmethoden  reducirt  sich  dieselbe  auf  den 
ersten  der  vier  folgenden  Ausdrücke,  welche,  noch  mit  \  +  Ik  multiplicirt, 
die  anstatt  }',,  Z^,  V^,  Z^  anftretenden  Werlhe  angeben,  und  deren  leiste 
drei  sich  ans  dem  ersten  leicht  dnrch  die  geeigneten  Vertanscbüngen  ent- 
wickeln lassen: 

F,  +  iZj,     Z,-flF,,     V^  —  kZ^,     Z,  — ir,. 
Zu  dem  Änsdmck  J"iZ,+ r,Z»  gesellt  sich  noch  djr  Factor  (1  +  ii)». 
Zwei  Gerade 


_5» 


-i^i    — z. 


auf  der  FUcbe,  wenn 


-*(»,)  =  £, 


{^iZ^+rs 

nnd  man  erhält  zur  Bestimmung  c 
sprechenden  Werthö  jf,,  jj,  i^,  : 
Wertb  am  Scbln^a  der  Gleichung 


',z,)i,"i+uf    ~  r  r 


r,z^  + } 

Schnittpunkt  P  von  @  und  $  0 
von  (Vi).  (y,).  (i,)  ond  (:,),  wenn  j 
it  7  abgekilrtt  wird: 


Z,  —  ii'i      ~Zi~  kr^      —  F'g-f  A-Z,        Ki  +  lZ,      '' 
Durch  geeignete  Combination  des  ersten  und  des  vierton, 
iwüUen  und  des  dritten  (Quotienten  Qndct  sich: 
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r,(l-fi*) 


-A/,)+r,  +  lZ, 


tZ,  —  1  r,)  —  1  ( r,  +  i  2 J       A-  ( Z. 

yiO+i*) .__! . 

— (z,ir,)  +  i(_)'j  +  AZ,)     A(z,  +  ii',)  +  (_  rJ  +  kZ^)    ■*' 

le  Gloichiingen  geben  die  W^rt.Le  an,    welclie  (y,),  (jg),  (t,),  (ij) 
gewissprmBBsen  durch  seine  Cnordiatit^n  ;i  und  A  bestimmten  Klä- 
abenpiinkt  nuuelimen. 

it  k^  statt  ft  trete  stdtt  §  die  Gerade  Jpj  und  statt  P  der  i'Iiicbenpaiikt 
Schnitt  von  @  mit  §^  auf,  so  erbält  man  zur  Bpstimmung  der  Zu- 
nahme J^,  welche  (y,)  auf®  von  P  bis  />,  erführt,  die  Gleichntig: 

■^(l+i*)  (1  +  A*()  =  (Z,-1>', ■)!(*  —  *,) 

+  l{r,  +  *Z,)  (I  +  4*,)  -  i(>-,  +  A,  Z,)  (1  +  kk]    - 
=  2k{k—k^){Z^—XF^). 
Ebenso  erhält  man  für  die  Zunabme  d^,  welche  lf^  nnr  @  von  P  bis 
in  Schnitt  /*,  mit  einer  Geraden  $,  erfUiirt,  die  mit  kj  stutt  Ar  au  die  Stelle 

II  $  tritt: 

— *  (1  +  kk)  (I  +U,)  =  2i  (/.  -  A,)  (Z,  -  i  I-,). 

Aus  beiden  G1pic!>ungen  folgt; 

J,    l+Xk,_k—  k^ 
7l'T^fXk^~k—  k,' 
Hier  ISsst  Rieh  für  das  Verhaitniss  der  Zunahmen  J^  und  J,  der  linea- 
1  Function  ,v,  auf  den  Strecken  PP^  und  P/*,  das  Verhältnisfl  der  Strecken 
selbst  einführen. 

Endlich  trete  aber  mit  i'  statt  i  für  @  eine  Gerade  ©'  auf,  wekhe  §. 
§1,  in  f,  fii  /'i  schneidet,  so  erhalt  man  ebenso: 
P'P^   l  +  t'^g_A— *,_/*/*,     ]  +  AA^ 

P^/ t~+TA,  ~  ft^^ ~  P^  ■  r+TÄ/ 
P  P^PP^     i+i.*a  ^  i  +  ;i'  *, 

PP^'  PP^  \-^\k^  ■  i+i'Ai' 
auf  der  Rechten  k  nicht  mehr  vorkommt,  ho  ändert  »ich  auch  da» 
lisH  links  nicht,  wenn  man  mit  k^  statt  k  die  Gerade  Q  durch  eine 


«•> 


welche  <k 


in  P„  und  P.  schneiden  soll,  d.  b.  i 


Kndere  ^g'o  6 
Jat  aQch: 

PPf    PPf      PjPa.  PpPj 
~PP\''PP^^PaP\'  P^Pi 
die  bekannte  BeKiehnog  des  gleichen  DoppeUchnitlverhHltnissefl. 
Stuttgart,  Februar  1860. 

C.  W.  B*UR. 
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zn.  Beweis  eines  Hilfssatzes  in  der  Theorie  der  bestimmten  Intl 
grale.     Von  IlERMiNN  üankel. 

Kürzlicb    hat  Herr  PbuI   Du  boi  s  ■  It  eymond  (CreÜe,  Jot 
p.  78)  einen  neuen  MiitelwertLsalz  aufgestellt,  der  sieb  in  der  Theorie  i 
beetiuimten  Integrnle  an  verschiedenen  Orten  sehr  brauchbar  erweist, 
betouderc  aber  tliei>iricblet'sche  Begründung  derFourier 'sehen  KeitH 
und  Integrale  in   überraschender  Weise   vereinfacht.     Er   besteht  i 
Formel : 

fnx)  V  (^)  d^^rwfv  w  d^  +  \r(b)-nn)\f<p  {x)d.x, 

n 

woriu  1*  einen  unbekannten  Mittelwerth  zwischen  a  and  b  bedeutet,  nai 
splüt  ausser  der  selbstverständlichen  Bedingung,  dass/'(x)  nnd  <p  [x)  inner- 
halb der  IntegrsiionsgrenzeD  überalt  endlich  sind,  voraus,  d&s&f{x}  von 
x^ a  bis  x=^b  entweder  nur  sn-  odpr  nnr  abnimmt, 

Herr  Dabois  selbst  bat  zwei  Beweise  dieses  Satzes  gegeben. 


erste  von  ihnen,  der  auf  cinorTransformation  des  Integrales  ff{x)  tp  (*), 

durch  integralio  per  parles  berahl,  setzt  die  Existenz  eines  überall  endlichen 
Differentialquotienten  von  f(x)  vorans  «nd  führt  daher  bei  der  Ableitnng 
derFourier'schen  Reihen  eine  Bedingung  ein,  die  ihnen  nach  Dirichlet'a 
Untersuchungen  nicht  wesentlich  ist.  Der  andere,  von  joner  Voransaelz- 
nng  unabhängige  Beweis  ist  umständlicher,  als  man  bei  der  einfachen  Natur - 
des  Satzes  selbst  wünschen  sollte. 

Um  den  werthvollen  Hilfssatz  in  meinen  Vorlesungen  anwenden  i 
können,  sab  ich  mich  genotbigt,    einen  einfachen  und  direclen  Bewüs  d«i 
selben  2u  suchen;   vielleicht  wird  die  Miltheilnng  eiqes  solchen  ancli  vm 
weiteren  Kenntnissnahue  des  Satzes  selbst  führen. 

Wie  der  ältere  Mittelwertbsatz  ih  der  Theorie  bestimmter  Integral^; 

Jf{x)  V  (x)  dx  =  f{^)Jqi  (x)  dx, 

wo  (A  einen  Mittelwerth  zwischen  a  nnd  6  bezeichuet,  und  ip  {x)  innerbali 
der  Integrationsgrenüon  immer  positiv  ist,  ans  dem  Salze: 

0  "-  ".  +  ".  '■i  +■  ■  ■+  "«  •>-  +  ("o  +  '\  +■  ■  ■+  ".)  Jtf  (") 

abgeleitet  eu  werden  pflegt,  so  Cnlgi  jener  neue  Satz  mit  Leichtigkeit  rd] 
einer  ideniisclien  Transformation  jener  Summen. 
SetEt  man  nämüch: 


.  +  '■„ , 


=  '.  +  '■,+.-.+  ', 
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so  sieht  man  leicht,  dnsH  identisch  : 

BMen  nna  die 

entwedci  eine  immer   Kteigeu'le   oder  immer  fallende  Reibe,   bo  dass  die 
Differenzen; 

immer  ein  und   desaelbeu  ZeicIieuH  »ind,    so  hi  nach  dem  älteren  Mitiel- 
werthsatze  1): 

S-(".-"„-l)  +  Ä.-l("„-I-««-l}  +  ...+.'.(",-«o) 

-a"n-"«-i)+("»-i- "«-.)+■  ■.  +  s"i-"o)].ww 

wo  M  (s)  einen  Mittelwerth  üwischen  dem  grö«»ten  und  kleinsten  s  bezeich- 
net, fllso: 

«, ü^-H"! «'!  +  .- ■  +  «."»  =  «0*0 +  C"--"o)^(^)- 
Ist  nun 

u^f(a:),     »o-rW,     u„  =  nb),     v  =  ,p[x)dx, 
also: 

s  =  J(p(,a.-)dx, 
wenn  n ,  wie  leicht  verstüDdlich ,   ins  Unendliche  wächst ,  so  lindet  man 

ffix)v(x)dx  =  f{o)f.p{^)d.-c+\f[b)-r{<')\f<p{-^)<l-r. 

wo  (i  ein  Mittelwerlh  Kwinchea  a  und  b  ist    und  die  Function  f  (j-)  iener- 
halb  der  IntegrationBgreuzen  entweder  immer  wachsen  oder  immer  nbneh- 

Tühingen,  6.  Juli  1860. 


XVIL    Aufgaben  übei  dia  aohiefe  Ebene. 

In  einem  unter  der  Fresae  hefindlichpn  „Lehrbuche  der  Physik  für 
höhere  Schulen"  habe  ich  jedem  kleineren  Ahachnitte  eine  Reihe  von  Auf- 
gnben  folgen  lassen.  Bei  den  Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene  habe  ich 
wegen  Mangel»  an  Raum  ans  einer  Gruppe  von  Axifgaben,  die  dem  Werke 
von  Whowell:  „an  elcmenlnry  treadsc  nn  mechanics"  entnommen  sind,  nur 
einige  gegeben,  die  Uhrigeu  angedeutet.  Weil  mir  diese  Art  von  Aufgaben 
in  deutschen  Lr>brbücbern  und  Aufgabensammlungen  nouh  nicht  aufge- 
Btossen  ist,  so  theile  ich  hier  die  ganze  Grnppe  rollstHndig  mit,  in  der  Vur- 
ausBetxuiig,  daus  die  Aufgaben  für  den  einen  und  anilureu  meiner  Jieritu 
(Jtrllegeu  tod  IntetesMe  sind. 
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XIII.    Von   einem 


Kreise    nach    einem    aaesorhalb 
gelegenen  Punkte. 
Man  verbinde  ilen  gegebenen  Punkt  mit  dem  tiefsten  Punkt  des  Krei- 
ses.    Diese  Vprbindungslinie  mit  ihrer  Verlängerung,  genommen  bis 
zweiten  Durvhschnitt  mit  dem  Kreise,  ist  die  gesucbte  DurehgckniltGttme. 


XIV.   Von 


I  Kre 

>»elb< 


se  nach  einem  andern  ausserbalb 
n  gelegenen  Kreiae. 


Man  verbinde  den  tiefsten  Punkt  de»  Kreises,  von  welchem  der  Punkt 
ausgebt,  mit  dem  hüchslen  Punkt  den  andern  Kreises  und  verllingere  diese 
VeTbindDOgslinie  über  beide  Endpunkte  binans  bi»  sum  abermaligen  Durch- 
schnitt mit  dem  Kreise.  Die  Verbindungslinie  mit  dieüen  Vorlüngerungea 
ist  die  ge^uubte  Durclischaiitslinie. 


Duisburg,  den  2a.  Februar  18ö«. 


Dr.  W.  KUUMME. 

Oberlehrer  an  der  BeuUL-hulc. 


XVnL  Ztir  Demonstration  dei  fortgepflaniten  Sohwin^ngsm- 
standei.     Von   A.  Kunz. 

Die  von  Zei;b  im  Jahrgange  1866  dieser  Zeitschrift  beschriebene  „Mo- 
lecUlreihe"  (aus  halbpfüudigen  Bleistüekpn ,  welche  in  gerader  Linie  auf- 
gehängt und  uDtur  sich  durch  federnden  Draht  verbunden  sind)  habe  ich 
kurz  vor  meinem  Abgänge  in  Speicr  nnd  alsdann  in  Augsburg  im  pbysika- 
lieclien  Cabiuetc   der  Maschiueuhauachule  angebrachL 

Mit  dem  Vorzuge  der  Nachbildung  der  Litngenscbwiogangen  wett- 
eifert derjenige,  dass  die  erste  FortpSanznng  dieser  und  noch  mehr  der 
Qnerschwingungen  m  langsam  und  d^her  leicht  verfolgbar  ist.  Zech  giebt 
als  Geschwindigkeit  beider  ,,etwa  4  Fürs"  au.  Ich  habe  in  Speier  mit  li 
Bleic^lindern  von  280  gr.  und  Oftll  Abstand,  wobei  die  Federn  von  2  auf  Z 
gespannt  und  die  äussersten  ßleistücke  durch  eben  solche  Federn  mit  festen 
Endpunkten  verknüpft  waren,  beobachtet:  Zeitdauer  der  Fortpflanzung  der 
LSngenschwingnngen  vom  1.  bis  zum  11.  BleiRtücke  2  Secundcn  (4  halbe 
des  Motronoffis),  woraus  die  Fortpflnozungsgeschwindigkeit 

c,=  — '~^—  =  3'^i      (Fehler  0.4) 


utid 


ebcuHu  flir  die  Quorschwingungen  3%  Secunden,  bezi 


In  Augabuig  betrügt  die  Gesamintlänge  Elf75  von  dem  einen    : 
dura  featea  Jäaiie}   dioso  in  17  Theile  geüieili  machte  is  Bloikugela  voi 
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Abstände  -^—  oder  0^57  nötbig;  da«  Gewicht  derselben  nahm  ich  grosser, 

zu  300  gr. ;  iIbr  Streckiingsverbältniss  der  Federn  blieb  vorlünfig  2  zu  3. 
Gefundmi  wurde  als  Mittel  ans  je  zwölf  zn  verecbiedenen  Malen  go- 

niacbten  Beobacbtangenr 

e,7&  — 2.0,57 

v,=  -^— — ^  =  2fä 

3,5 

(Fehler  0,"4 ,  wenn  beiBpielsweiae  etatt  7  Ualbsecnnden  8  gezählt  wurden)  ; 

_9.75  — 2.0,67         _ 

'(Fehler  0?!  hei  13  stall  12  IlBlbseonDdenV 
Man  sieht  die  Uerabminderung  beider  v  dui'cb  die  Erhöhung  des  Ge- 
wichtes,  und    zwar  in  gleichem  Grade.     Die  Theorie    der    schwingenden 
Sniten  lieTert  c;  gleich  der  Quadratwurzel  auH  ElaatlcitJltsmndul  durch  Masse 
der  Längeneinheit  und   v,  proportionnl  der  Quadratwurzel  aus  Spannung 

/28O  2  G  14 

durch  diese  Masse.     Nun  stimmt  T/  — ■  oder  0,8  mit  _-^  und  -^ ,    so  dass 
r       3Vu  '6,1  l,o 

mau  also  unter  obigeu  ümsiänden  unsere  Molecülreihe  mit  der  Saite  iden- 

tificiren  kann,  deren  Mnttsu  gleichheitlicb  auf  die  gauxe  Länge  vertheilt  ist. 


—  herabsetzte,  also  längere  Federn  anwendete,   und   fand,  celerix  yaribut 

»(  =  2^5,     ii,=  lf2     (15  Blalt  vorhin  12  Halbsccunden). 
Diese  ConstanK   von  si  stimmt  wieder  mit  der  Theorie;    ebenso  dase 
Vf    kleiner  geworden  ist.     Das  Verhjlllniss  der  beiden  letzteren  f,  mftsste 

hiernach  sein  j/  —  •  —   oder  1,06,  wahrend  -^^^1,17.  Diese  Abweichung, 

nach  welcher  die  Theorie  »',  =  1,3  statt  1,2  verlangt,  int  entweder  den  Bcob- 
acbtnngsfehlcru  znzuschroiheu,  oder  aber  es  hat  mit  dieser  geringeren 
Spannung  diu  Erlaubtheit  der  obigen  Idcntificirnng  aufgehört.  Immerhin 
war  mein  Zweck  erreicht,  das  Verhältniss  der  beiderlei  Geschwindigkeiten 
zu  erhüben,  indetu  jetzt  v/  doppelt  au  gross  wurde  als  v,. 

Erregt  man  die  erste  Kugel  im  Azimute  it",  so  kann  man  ganz  deut- 
lich die  Längen-  und  Querconipnnente  nach  7  und  nach  12  resp,  15  llalb- 
fiecnnden  bei  der  letzten  Kugel  anlangen  sehen.  —  Mit  solchen  Versuchen 
der  ersten  Fortschreiluug   und    der  ersten  ReÜesion  des  Schwingongszi 
Standes  zahlt  der  Apparat  seine  Auschaffungskosten  von  etwa  fUnl'Thalei 
gewiss;  hernach  wird  die  Erscheinung  unentwirrbar.     Zur  rascheren  Au: 
einanderfolge  jener  Versuche  kann  eine  Baruhiguugsstange  mit  Schälchc 
dienen,  in  welches  die  Kugeln  pasjien. 

Nach  dem  Lösen  der  Verbindung  mit  dem  TeBten  Ende  wird  die  Ä; 
fangaspannung  in  der  MoIccUlreihe  variabel,  und  aocK  4\ft  %'i.V'S'axVt^vx^^ 


I 
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ilir  Haupt  (Pendel).  Also  Llciben  wir  bei  der  geeclilossenea  Reibe  uod 
im  'Weiteren  nnch  bei  den  lungitDdinalen  Rrzitterungen,  weil  die  transver- 
saleo  durch  Cnesistonz  der  longiludinaleD  coinjjlicirt  «erden.  Ziiia  Aur- 
fioden  van  Knoten  würde  die  Theorie  leuchten;  aber  auch  die  negativen 
AufschlliBse  derselben  »ind  erwüuscbt. 

MolecUlreihc  3r  =  0  und  ■t  =  /  für  die  beiden  fixen  Endpnnkte;  u  dia 
Verscbiebung  irgend  eines  Punkte«  ,r  zu  irgend  einer  Zeit  (;  ku  integriren  ist 

df  ^"  "rfi" 

cbwindigkeit;  bekannt  rauss  sein  die  Änfanj 
Bindigkeit  sKmmllicberMolecille.  Letztere  lassen 
k'eil  sicli  die  llecliuuug  dadurch  anT  die  Hälfte 
eil  bicli  dies  am  leichtesten  im  Versuche  reali- 
der  Mille  die  Aasbeugung  b  hervor 


Inge  und  die  Anrangsgescii 
m\t  Null  sein,  nicht  blos 
reduciren,  sondern  auch  v 
siren  ISsat.     Bringt  man  ii 


J 


n  die  Anfangslage  [u^h^  fUr  /— 0)  geben  wollen  dui 


(Siebe  Poi 

.ssün,  Troile  de  Mcc.  II,  oder  Knhl,  Aufgaben); 

n  füiide  uan 

'1 

1.  die  Molecüln 

eihe  nls  Ganzes  schwingend.     Um  m  —  l  Knoten  au  m 

;en,  milssle  die 

:  Anfangslage                                                                           3 

"--^■-T                                                1 

iiniit  Kei'den. 

Denkt  man  aber  beispielsweise  an                      ^^^^^| 

".-'•7(-f).                     M 

•ihält  man  die 

endlose  Htihe                                                                       ^^^ 

"-v'[i 

i            jta:           «rt(  ,     1      ,   3710-            3o™I             "1              J 

_,.„.„_..„_  +  -„,_.„,__  +  . ..j,      ^ 

1.  die  Molccülr 

eibe  bat  der  Knoten  su  viele,   als  dass  man  sie  unter- 

d.h. 

scheiden  könnte. 

Freundlicher  Mittheilung  meines  früheren  Lehrers  C,  entnehme  ich  die 
Bemerkung,  dass  man  die  SpenDUiigsÜnderung  zwiscben  zwei  SlUcken  der 
MolecUlreihe  der  Aenderung  des  Abstände«  proportional  setzen  könnte. 
Confcralur  Wärmeleitung  in  einem  priemaliscben  Stabe,  deren  Differential- 
gleichung  j7  =  *'3-'i   '«"'«'■ 

Hieraii  reibt  sich  auch  die  llydrodiffusi 
Journale  180Ö  nachgesublagen  werden  k: 

Augsburg,  am  34.  Juni  1SÖ9. 


XIX.  Mit  dem  Anrcrtigen  tod  Modellen  für  den  Unterriclit  in  dir 
dcscriptiven  Geometrie  beecliüfligt,  bio  ich  Attf  eilte  Modification  des  Kalci- 
doBCüps  gekommen,  wodurcL  dieser  Apparat  eipe  interessante  Verwendung 
beim  Unlerrictit  findet,  indem  er  a!a  UilfemÜtcl',  nnraentlicb  in  dem  Unter- 
riebt der  Kryslallograpiiie,  kostspielige  und  verwiiikelte  Modelle  ersetvit. 
Da  icb  in  keinem  mir  bekanuten  Lelirbiii;bc  der  Experinientalpbyaik  weder 
eine  Bescbreibung  nocb  eine  Erwäbnung  eines  dernrtigen  Appnrates  liiide, 
so  mU69  icb  wobl  onnebmen ,  dass  derselbe  neu  ist. 

Das  Wesentliche  meines  Apparats,  den  icb  Krystalloocop  nennen 
möcbte  nnd  der  so  einracli  iat,  dass  man  sicli  füglich  darüber  wuridorn 
muBB,  dass  er  nicbt  schon  länget  conslniirl  worden  ist,  besteht  darin,  dass 
man  mit  UilTe  einiger  Spiegelglassflickciien  die  verscbiedeaen  regelmSs- 
Bigen  Körper  der  Geometrie  nebst  manuicbraltigcn  Ableitungen  und  Modi- 
ficHfionen  als  rüumliclie  diirrbsicblige  Gebilde  dem  Ange  vorzurabren  int 
Stande  ist.  Fertigt  man  sieb  nKmIicb,  unter  Weglassung  der  Grundfläche, 
ein  Netz  von  einer  der  Pyramiden,  in  welche  jene  Körper  serfallen,  wenn 
man  dnrch  die  Kanten  nnd  den  Mittelpunkt  derselben  Kbenen  legt,  mit 
Hiife  vuu  SpipgelglasBtUcken ,  die  man  auf  sfnrkea  Papier  aufleimt,  so  da^iB 
die  einzelnen  Tlieile  sii-h  umbiegen  lassen,  iiixl  biKl('I  mau  die  Pyramiden- 
eckc  in  der  Art,  dass  die  spiegelnden  Flkcben  nach  Innen  liegen,  so 
braucht  man  nur  ein  durcbsiclitiges  Glas  von  der  Form  der  den  darzustel- 
lenden Körper  begrenzenden  Figuren  in  das  Innere  der  Art  zu  legen,  dass 
die  Figur  mit  ihren  Ecken  in  die  Durclisclinittskanten  der  Ecke  fÄllt,  um 
beim  Hineinsehen  den  Körper  ah  durchsichtigen  Krystall  zu  erblicken. 

Durch  Einlegen  von  Giasslücken  verschiedener  Grösse,  durch  Abän- 
derung ihrer  Lage  ,  durch  Hinzufiigung  von  farbigen  Linien,  die  man  auf 
denBelheu  Kieht,  durch  Aufsetzen  von  Pyramidchen,  die  aus  Drahtstücken 
gebildet  sind  u.  s.  w.  ist  man  im  Stande,  Körper  der  mannicbfaliigsten 
Form,  isolirt  oder  in  einander  steckend,  iiberhanpt  Gestalten  hervorzu- 
bringen, deren  Darstellung  in  Eolidem  Modell  theiU  unausführbar,  thells 
mit  grossen  Kosten  verbunden  wäre. 

Herr  Optiker  Müller  in  Giessen  hat  es  übernommen,  den  kleinen 
Apparat  um  den  Preis  von  etwa  12—15  Fl.  in  einfachster  Form  darzustellen. 
Bemerkt  wird  hierbei,  dsas  die  Netze  der  einzelnen  Körper  sieb  auseinan- 
der legen  laetien,  so  dass  das  Ganze  in  einem  kleinen  Kästchen  seinen 
Platz  findet. 

Giesaen. 
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haben  mflssen ;  dann  sei 

wobei  ^  =  1,2,3  2«  setzen  ist.  Ordnet  man  die  Gleicliungnn  l)  nach  i)en 
Coordinatcn  ^,  »j,  £,  so  erhüll  man  sie  in  der  Form 

a)  S9M  +  1iPf5  +  U(3=0  1  =  1.2  ^1 

^H 

ist;  hierbi-i  ist  m^^  n ,  h.  c^  ^e  nauhdem  ma,nji=  l>  2,  3  setzt,  wie  ea  ja 
eine  fliirmcrksame  Betrachtnng  Her  Gleichungen  I)  sofort  zeigt.  Die  Gleich- 
ungen l)  oder*  ihre  Umformungen  2)  sollen,  weil  sie  die  Natur  der  Ver- 
wandtschaft festsetzen,  Verwandtscliaftsgleichungen  genannt  werdeu. 

Lässt  man  in  diesen  Verwandtschaftsgleichungen  die  Grössen  a.-,  y,  z 
nnri  I,  t),  g  homogene  Liniencoordinaten  bedeuten,  so  sind  die  Systeme  S 
nnd  £  in  der  Art  aufeinander  bezogen,  dass  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  im  AUgemeinen  nur  eine  Gerade  dos  anderen  Systems  entspricht. 
Diese  Interprelalion  liefert  offenbar  dieselben  Resultate,  wie  das  Uccipro- 
citSIsgesetz,  oder  besser  gesngt,  dieses  Goselz  spricht  sich  durch  die 
doppelte  Interpretation  der  Coordinnten  ans. 

Um  in  der  folgenden  Untersuchung  auch  das  Strahlenbündel  mit  be- 
greifen an  kUnnen ,  seien 

^=0,     B=0,     C  =  0 
die  Gleichungen  dreier  dnrch  den  Seheitel  des  StrablenbiindeU  gehender 
Ebenen,  die  jedoch  nicht  durcL  die  nümlicho  Gerade  gehen  sollen.     Die 
Gleichong  jeder  dem  Sttablenbilndel  angehnrigen  Ebene  läsat  sich    dann 
anf  die  Form 

D  —  xA+yB  +  :C  =  0 
bringen,  wobei  x, ;/,  z  constante  Grössen  sind.  Fasst  man  dieselben  — 
eigentlich  ihre  VorhÄltnisse  ~  als  Coordinaten  der  Ebene  f)  anf,  so  ISast 
sich  zeigen,  dass  eine  homogene  Function  n""  Grades  dieser  Coordinaten 
gleich  Null  gesetzt,  eine  Kegelfläche  n"' Ciasso  reprilscntirt,  deren  Scheitel 
mit  jenem  des  StrahlenbUndels  idonlisch  ist.  Betrachtet  man  niimlich  i 
ISbenen,  deren  Coordinaten  einer  linearen  Relation 

genilgen ,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie  einen  Strnhl  einhüllen ,  nümlich  deV 
den  drei  Ebenen 

-  _^  — 0        ^_  1-0        '^- 

x'       z'         '       :'       a;'~    '       x'       i 

angchün'gen    Strahl  ,     weil    die    Coordinaten    jedes 
Gleichung; 

A:  Jl:  C^x':y':  z 
nnd  somit  auch 

ß=.c'^  +  j/'ff+:'C  =  0 


leiiei 


entweder  den 

Punkt  odLT  de 

n  ^trnli]  als 

n  Gebilde  — 

der  Cur 

ven  — 

belracliteo, 

«her  als  Envp 

opfien  n 

uffHsst; 

demgemKss 

als  Brseugn 

i9s  eine 

8ti-abl 

es   oder   als 

Eduard  Wevr, 

or&.  Hörer  nni  PolytPclin 


1.  Man  kann  in  Jer  Ebene 
Eraeugungselemenf  »Her  liülicrei 
indem  man  dirse  nls  Uciter  oder 
kann  man  sicli  eino  Kcgelflüchi 
Einhüllende  einer  Ebene  vorstellen. 

Wir  wollen  in  diesem  Sii^ne  den  Punkt  und  den  Strthl  als  Elemente 
des  ebenen  Systems,  den  Strabl  und  die  Ebene  aber  hIs  Elemente  des 
BtrahlenbUndels  bezeichnen. 

Betrachtet  man  zwei  ebene  Systeme  S  und  21  nnd  nimmt  den  Punkt 
als  Element  derselben  an,  so  stehen  dieselben  in  Verwandtscbart,  sobald 
jedem  Punkte  des  einen  Systems  Punkte  des  sndereu  gesetzmä^sig  zuge- 
ordnet sind  und  iinigekefart.  Zwei  ebene  Systeme  sollen  quadratisch  oder 
eindeutig  verwandt  beissen,  wenn  zwischen  den  Coordinalen  entsprechender 
Punkte  lineare  BeBiehungen  »tatrfinden,  so  zwar,  dass  jedem  Punkte  des 
einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ein  Punkt  des  anderen  onlspricbt. 
Führen  wir  zur  Bestimmung  der  Punkte  in  S  resp.  in  E  liomogcne  (Ver- 
hältniss-)  Coordinaten  x,  <i ,  i  resp.  |,  >;,  g  ein,  so  müssen  zwischen  den 
gelben  homogene  linenre  GleicLuiigen  bestehen,  wenn  jedem  Punkte  des 
einen  Systems  im  Allgemeinen  nar  ein  Punkt  des  anderen  entsprechen  soll. 
Der  Zweck  dieser  Arbeit  ist  es,  die  Abhängigkeit  der  Figuren  so  verwandter 
ßysterae  zu  untersuchen. 

Bezeichnet  man  tnit  dem  Bnchslaben  f  homogene  lineare  Functionen 
von  I,  i;,  ^,  sn  werden  die  zwisclien  den  Coordinaten  entsprechender  Punkte 
bestehenden  Relationen  jedenfalls  die  Form 
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nnabhängige  Verwan'JlscliariBgletcbnngeii  Genüge  leisten.  K~  kann  ilahi 
nicht  verlangt  werden,  eine  eindeutige  Verwandlachaft  so  berKuatelli 
dass  acbt  PftBre  willkürlicher  Punkte  Paare  von  entsprechenden  Pi 
ten  werden.  Dadurch  werden  wir  auf  folgenden  Satz  geführt 
sofort  beweisen  wallen: 

„Dia  eindentige  Vervandtacbaft   zwisch 
ebenen  Systemen  ist  festgeatellt,  aobftld  roa 
Paare  en  tap  recbend  er  Punkte  angiebt.'- 
Entsprechen  nämlich  den  Punkten  .i-,,  y,,  :,  die  Punkte  |i,  tj,,  J(,  wo- 
bei man  der  Reibe  nach  ■'=  I,  2  .  .  .  7  zu  setzen  hat,  so  erbflll  man,  wenn 
man  diese  C"ordinatenwerlbe  z.  H.  in  die  erste  der  Verwandtschaftagleich- 
uDgeu  I)  einsetzt,   für  die  neun  Ceefficienfea  derselben  sieben  Bedingimga- 
glei<;1inngeQ.     Mit  Hilfe  derselben  kann   man  sieben  der  Coefficientei 
linearer  Weise  durch  die  awei  anderen  ausdrficken,  z,  B.  durch  6,,  und 
Man  erhSlt  somit 

b„  ~  it  b,, -\' (it  e,, , 


=  *,*,.+ Pt' 


j 


i  die  Grössen  1  und  (i  Functionen  der  Cnordinateu  a;,,  y,,  s,-,  1,-,  »j,-,  f^ 
iwar  Quotienten  aus  Determinanten  aus  diesen  Coordinatenwerthen  sind. 


Nioiml  man  für  A„ 

und  c,,  ganz  beliebige  Werlbe  an 

80  liefert  eine  jede 

solche  Annahme  ein 

e  Verwandlschaftsgleichnng,  die  de 

n  gestelll^n  Bedinge 

ungen  genügt;  dem 

sobdid  man  tt,j  nndr,,  an^enomme 

n  bat,  ergeben  sidi 

wie  eben  geaeigt  wi 

rde,  alle  Coefficienlen  der  Verwn 

ndtschaflsgleichnoff. 

Sind  6|j.  C|j  ein  Paa 

r  und  6',,,  c',j  ein  zweites  Paar  vou 

individuellen  Wefi 

ihen,  bo  erhalten  w 

r  auf  die  besagte  Weise  folgende  zw 

ei  Verwand  tscbaft» 

gleicbungen 

r,s(l,i-,.  +  ^,c„)«l+ ■■■+»',.  =  ■(  +  ':',.  =  t=0. 
Diese  zwei  Verwandtscbaftsgleichungen  sind  «fienhar  von  einander 
hfingig  uod  setzen  in  der  Tbat  zwischen  den  Systemen  S  und  £  ei: 
deatige  Verwandtschaft  io  der  Ai  t  fest,  dass  den  sieben  Puuklen  x. 
die  resp.  Punkte  |,,  i],,  £j  entsprechen.    Ea  ISsst  sich  nnn  zeigen,  dass  jeil«~ 


dtscbaftsgleichnnf 

)  Gleicl: 


andere    auf  diese    Weise    fesigeslellle 

Neues  liefern  wUrde,  d.  b.  daps  CoordinBlen%¥erlhf 

i'j^o,    r,  =  o 

erfüllen,   auch  jeder  dritten  auf  besagte  Wei 
scbaftsgleichnug  genügen  müssen. 

Seien  zu  dem  Ende  h",„  c",,  zwei  willkürliche  Werthe,  dann  i 
resullirende  Verwandtschaflsgleicbnng  die  folgende 

ii,  b-„  +  ^,  c",,)  .r  1+  . . .  +  b\:^_^-^^zJi~0^ 


nichts 


I   hergestellten   Verwandt 


Eh  lassen  eich  mm  immer  awei  Zalilen  (i  und  0  ao  finden ,  diias 

*  LI  =  e ''11  + "*'.». 

c",,  =  9c,j-|-  of'ij 
isl,    SetBl  mau  dieses  in  die  vorliergelieudR  GIcichuag  ein  und  ordnet  nsch 
u  lind  a,  so  folgt 

woraus  sofort  erhellt,  dass  OooHinaleniverllie,  die  f ,  =  0  und  ^^  =  0  be- 
tViedigeii,  nuoli  V^  =  0  geuUgen  müssen.  Da  man  ivolil  auf  dipse  Weise  uo- 
endlitb  vielf  Verwandtscliaflsgleicliungcn  Lerslellen  kann ,  die  von  den 
Coordioaleii  j-,,  tji,  Zt  und  |,-,  *j,,  f,,  i=l,2,..7  erfiilll  werden,  weil 
aber  alle  so  aufgestellten  Verwandtschaft sgleichungen  zwischen  S  und  E 
die  iiJimlicbe  Zuordnung  von  Punkten  feststellen ,  so  ist  der  ausgesprochene 
»AU  erwieseu. 

K»  ist  gut  zu  bemerken  ,  dass  ,  wenn  zwei  Gleichungen 
r,  =0.     C.^O 
eine  eindeutigo  Vorwnndlbcbaft  zwischen  Sund  Zfixiren,  durch  Gleichungen 
von  der  Form 

e. ''i+p. ''>  =  o,    »,C,+a.r,  =  o, 

wo  die  Grössen  ^  und  a  Constanten  sind,  die  nHmliche  eindeutige  Ver- 
wandtBchaft  festgestellt  ist. 

3.  Nimmt  man  in  dem  einen  Systeme,  a.  B.  in  JE,  einen  Punkt  |,  ij,  f  an, 
SU  bestimmt  sich  der  ihm  in  S  eindeutig  verwandle  aus  den  Verwandtschafis- 
gleicfanugen  1)  oder  2),  indem  man  in  dieselben  die  letztangeschriebenen 

eiDselst  und  sie  nach  den  Grössen  — ,  —  auflöst,  was  dann  die  homogenen 

Coordiuaten  ar,  y,  ;  des  gesncbten  Punktes  liefert.  Es  ents|iriclit  da  natür- 
lich jedem  Punkte  im  Allgemeinen  wieder  nur  ein  Punkt;  ob  aber  Aus- 
nahmen stattfinden  und  wie  viele,  wird  die  Untersuchung  dieses  Artikels 
lehren. 

Denkt  man  sich  in  Z  einen  Punkt  g,  i],  £  so  gewählt,  dasa,  wenn  itirh 
■eine  Cuordinateu  in  die  Verwaudtscbnfisgleichuugeu  I)  einsetzt,  dieselben 
ideDlisch  werden  und  eich  blus  durch  einen  constanlen  Factor  1  un[ei~ 
scheiden,  so  reduciren  sich  die  zwei  Gleichungen  für  a: ,y,  t  blos  auf  eine, 
welche  linear  ist.  Somit  entsprechen  danu  dem  so  gewählten  Punkte  |,  i; ,  £ 
'alle  Punkte  der  in  diesem  Falle  durch  jede  der  Gleichungen  1)  dargestell- 
ten Geraden.  Sollen  sich  nun  die  Gleichungen  1}  nach  dem  Einsetzen  der 
Werthe  | ,  »;,  £  nur  duri-h  einen  cniistanten  Factor  i  unterscheiden  ,  so  muss 
man  folgende  Bedingungegleichnngen  haben; 

Ordnet  man  diese  Glelohnngen  nacb  |,  1],  f ,  ao  folgt: 

l(«,. -*",.)  + l(ft.. -**.,)  +  £  («^..-ifi.J- 
3}  {5K,-l«.,H-»l{*„-U„)  +  £(c«-A(H,' 
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Eliminiit  man  aus  diesen  Gleichnngeo  |,  ti,  ^,  so  bleibt  aU  Besultftt  dt 
Elimination  die  Determinante: 

I  K-i«.,),  (*„-**,.).  (fii-i"..)  I 

4)  (a„-ia„),  (A„  — U„),  (c„-lc„) 

|(«.,-l'',0,  (*»-'U,3),  ic„-Xc,,)  I 
Mnn  übereieht  auT  den  ersten  Blick,  daas  dietu  Gleichung  in  iL  vom  dritte 
Giade  ist,  so  dasa  sie  drei  Weithe  für  diese  Grosse  liefert.  Jeder  diea 
Werthe  il  ^ebt  wiederam  in  3)  gesetzt,  und  diese  Gleicbnngen  aurgelSat  g 
dacbt,  ein  Wertlisystem  £,  tj,  g,  d.  b.  eionn  Punkt,  dem  iu  S  nicht  ei  n  Pank 
sondern  alle  Punkte  einer  Geraden  entsprechen.  Da  die  cubische  Gleid 
ung4)  böclititenszwei  imaginäre  Wurzeln!  haben  kann,  so  gicbt  es  imSystej 
H  drei  Punkte,  von  denen  auch  zwei  imaginär  werden  können ,  denen  jed«i 
in  S  eine  ganze  Gerade  entspricht.  Zugleich  ist  auch  ereichtlicb,  wie  n 
diese  drei  Funkte  und  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  finden  kann. 

Will  man  ebenso  jene  Punkte  in  S  finden ,  denen  in  2"  nicht  e  i  n  Punk^ 
sondern  ganze  Puoktreihen  zugeordnet  sind ,  so  hat  mau  füi-  diesethes  foV 
gendo  BedJDguQgsgleichnngeu: 

wo  n  einen  constanteu  Factor  bedeutet 
nach  X,  y,  z,  so  folgt: 

/  :,■  (a„-pn„)+i,  (a„~(ia„)  +  z  (",.-^o,.)  =0, 

Elimiuirt  man  wiederum  die  Coordinaten,  ho  ergiebt  sich  für  ftdie  cabisaf 
mit  4)  identische  Gleichung: 

b)  (öii-tt*„),    {ifi  — f«''!.),   (i»-fi6u)      =0, 

(c«  — f"^,.).    (Cu  — fic„),   Cci.-H'"ii)  I 
welche  fjlr  p  drei  Werthe  liefert,  von  denen  zwei  imaginär  sein  könnstf 
Jede  Wurzel  fi  in  5)  eingesetzt,    liefert  ein  Werlhsystem  x,  y,  z,   d.  h, 
einen  Punkt,  dem  in  £die  totale  Gorade  entspricht,  deren  Gleichung  n 
erhält,    wenn    mau  dieses  Werlhsy>.tem  x,  y,   »  in  eine  oder  die  andatg 
Gleichung  2)  einsetzt.  —  Man  kann  somit  sagen : 

„Sind  zwei  ebene  SjKteme  eindeutig  verwandt,  sW 

giebt   es    in   jedem   Systeme    drei    Funkle    (von   den«B 

auch    zwei    imagioUr  sein  kün 

ganze  Punktieihe  zugeordnet 

OtTenhar  sind  diese  Funkle  ganz  besondere  Funkle,  welche  die  Natur. 

der  Verwandtschaft  charakterisiren.     Sie  mögen  mit  BorUckbicbligung  dei 

hierher  einschlägigen,  ini  Laufe  der  Uutei'.iuchiiug  angegebenen  Arbeiten' 

Hauptpunkte  heissen^  die  eiuem  Hauptpunkt  entsprechende  Gerade  mag' 

HnuptJinte  genannt    worden.      Es   giebt    somit  in  jedem  Systeme   drei 

^ffurijitpunkle  uud  drei  Haujitlis 


Weil  die  VerwsDdUchaftsgleichuBgeD  1)  rodle  Oleicltuiigtto  sind ,  d.  li, 
nur  reelle  Coefßcienten  outhalten ,  so  ist  es  einleacblend ,  dass  einem  reellen 
Uaupipuukt  cion  reelle  und  einem  itnaginttren  Hauptpunkt  eine  imaginäre 
üaupllinie  zugeordnet  sein  iniisa, 

4.  Ea  soll  vorerst  der  Fall  betracUtel  werden,  in  welchem  die  Haupt- 
punkte den  einen  Systems ,  z.  B.  die  von  £,  alle  drei  reell  sind ,  in  welchem 
also  die  cnbische  Gleichung  Ij)  lautor  reelle  Wurzeln  fi  hat,  Mügeu  die  be- 
sagten Hauptpunkte  dnrch  £,  IH  und  N  bezeichnet  werden;  die  iliuen  in  £ 
resp.  entsprechenden  Hanptlinien  sollen  durch  A,  (<,  v  angedeutet  werden. 
Feruer  sollen  die  Seilen  de»  Dreiecks  (£,  M,  A),  das  wir  das  Haupt- 
dreieck von  5  nennen  wollen ,  mit  I,  m,  ti ,  analog  den  gegeuilfaerlicgenden 
Ecken  bezeichnet  werden.  Mau  nchiae  das  Dreieck  (£,  M,  N)  zum  Fun- 
damenlaldreieck  eines  homogenen  PunktcoordinatenKystema  an  und  awar 
so,  datis  die  Coordinaten  x,i/,  z  eines  Punktes  seinen  Abständen  von  deu 
resp.  Seiten  /,  m,  ii  proportional  sein  tnllen.  Im  Systeme  £  dagegen  möge 
das  Dreiseit  {l,  ^,  v)  zum  Fnndameuialdreiseit  angenommen  werden,  so 
zwar,  Aatu  di>^  Coordinaten  |,  ij,  £  eines  Punktes  den  von  demselben  snf 
1,  fi  1  V  geflillten  respecliven  Perpendikeln  proportional  sind.  Es  fragt  sich 
nun,  welchen  EinflusH  eine  üolcbe  Coordinateulransformalion  anf  die  Form 
der  Verwandtschaftsgleichungen  baben  muss.  Jedenfalls  werden  die  neuen 
(transforniirteu)  Verwandtsuhaftsgleicbungen  in  der  Form  1)  enthalten  soiu, 
weil  dies  die  allgemeine  Form  der  VerwandtGchaficgleichuiigen  eindeutig 
verwandter  Systeme  ist.  —  Dem  Punkte  N,  d.  i.  0,0,  z  soll  in  £  die  totale 
Gerade  ^=0  entsprechen.  Setzt  man  in  2)  für  *,  j,  i  die  Wertle  0,0,  :, 
so  iibergeheu  sie  in 

und  da  dies  mit  ^=  0  identisch  sein  soll,  so  mnsa 

o,,!=6i,  =  n„  =  i„  =  0  ■ 
sein.    Weil  dum  Punkte  L,  d.  i.  x,  fi,0  die  ganze  Gerade  §^0  zugeordnet 
sein  soll,  so  folgt  ebenso  die  Bedingung: 

und  endlich  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  dem  Punkte  M,  d.  i. 
0,y,0  die  Gerade  i)  =  ü  entsprechen  soll,  die  Bedinguugsgleichiiug : 

»„z=c„  =  n„  =  c„=0. 
Wenn  man  die  sechs  gewonnenen  Bedingungsgleicbnngen  berücksichtigt,  so 

schreiben  sich  die  Verwandlst-haftsgloichungon  folgoudermaaseu: 

Mau  sieht,  dastt  die  besondere  Annahme  des  Cüordinnteusystemii  die  Ver- 
wandtschaftsgleichungen wesentlit^h  verainfachte. 

Sucht  man  den  dem  Punkte  (ifi),  d.  i.  dorn  Schuitlo  von  i  und  f.  — 
den  wir  durch  /V  beiscicbnen  wollen  —   entsprechenden  Punkt   i 
mau  iu  7)  btstt  ^^^^j^^BilUo  0,  0,  £  cinznselKeu  und  e 
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d.  i.  dem  Punkte  (Ift)  =  JV  entspricht  die  toUle  Gerade  :  =  0,  d.  h. 
die  Gerade  n.  In  eben  der  Weise  Hiebt  mwii,  dasii  deu  Punkten  (ft  v) 
und  (v  }k)  =  M  die  resp.  Geraden  l  und  m  zugeordnet  aind.  Somit  sind  die 
Ecken  des  Dreiaeits  (^ftv)  Hauplpunkte  von  £  im<l  die  Seiten  des  Dreiecks 
(i,WiV)  die  ilinen  entsprechenden  Haupllinien  von  S.  Wir  erhallen  daher 
den  Satz: 

„Der    Schnittpunkt     uweier    Hanpllinien    ist    ein 
Hanptpunkt  und  d  ie  Verbindungslinie  zw  ei  er  Haupt- 
punkte ist  eine  Hanptlinie." 
Daraus  folgt  auch  unmittelbar,  daijs,  wenn  alle  Hauptpunkte  von  S 
reell  sind,  es  anch  alle  von  £  spin  miisseo  und  umgekehrt,  was  anch  sofort 
aus  der  Identität  der  Gleichungen  4)  und  tt)  folgt. 

5.  Es  soll  in  diesem  Artikel  erörtert  werden,  in  welcher  Wei^e  die 
eindeutige  Verwandtbchafl  zwischen  ebenen  Systemen  durch  Angabe  von 
Hauptpunkten  und  Ilnuptlinien  bestimmt  werden  kenn.  Da  Usst  sich 
erstens  folgender  Satz  beweisen: 

„Die  eindeutige  Verwandtschaft  zweier  ebenen  Systeme  iat 

fesIgentelU.  sobnld  mnu  alle  Hauptpunkte  des  einen  Systems  und 

die  ihnen  entsprechenden    Hauptlinien  des  anderen  nebst  einem 

Paare  enisprechender  Punkte  kennt." 

Nimmt  man  die  gegebeneu  Uauptdreiecke  zu  FundamentaldreieckoR 

der  homogfuen  C'oordinaten  und  zwar  in  der  symmetrischen  Weise,  wie  die« 

im  vorigen  Artikel   geschah,  so    müssen    die  VerwandlschnfttTgleichungen 

jedenfalls  die  Form 

'J.-ia|  +  ''nS"?+(^.s-£  =  o,    1  =  1,2 
haben.     Sind    nun   die  Coordinaten    der  zwei  gegebenen    entsprechenden 
Punkte  x',  y\  t'  und  £',  ij'  £',  so  liefert  dies  die  Bedingung^gleichung 

a.i  x'g'  +  hijy'i'  +  <^i3  *'£'  =  0. 
Nimmt  mau  fUr  bc^  und  r^a  swei  beliebige  Worthe  /<„  und  c„,  so  ergiebt 
sich  aus  der  leisten  Gleichung  für  0,1  ein  bestimmter  Werth  fii,  und  mao 
erhalt  die  Verwandlschaftsgleichung 

"„■«l  +  *„yi)  +  c,..-t  =  0. 
Selat  man  atalt  fi;j  und  c^  andere  willkürliche  Werthe  /-„ .  c„,    so  folgt 
ebenso  furo,!  ein  neuer  Werth  a,,  ,  und  dies  liefert  die  aweito  Verwiiudl- 
schaftsgleichung 

Diese  beiden  Vernandtschaflsgleichiiugen  lixiren  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft, die  offenbar  den  gestellten  Bedingungen  genügt.  Weit  man  nun 
genau  so  wie  im  Art.  2  zeigen  kann,  da^s  jede  neue  Veiwandtschafts- 
gleichung,  die  man  «uf  die  angegebene  Weise  ebieilen  würde,  erfdllt  sein 
müsse  ,  wenn  die  zwei  angeschriebenen  Gleichungen  erfüllt  sind ,  so  ist  der 
a  Ofgespro  eben  e  8tt& 


] 
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„Zwischen  zwei  eboDen  Systemen  ist  die  einileittige  VervAndtsckaft 
fiiirl,  sobald  man  zwei  UaupfjjiiDkte  des  eincii,  die  ihnen  entsprechen- 
den Haupllinien  dcü  andercu,  uebst  drui  Piiuren  entsprechender  Punkte 
augiebt." 

Sind  z.  B.  in  S  zwei  Hauptpunkte  L,  M  und  in  £  die  ihnen  eotspre- 
dienden  Haupllinieu  A,  n  gegeben,  fta  nehme  man  L  und  M  auf  die  in 
Art.  4  gezeigte  An  ku  Fnndamenlalpunkten  der  Coordinaten,  die  Linien 
l,  II  dflgegen  zu  Fundamentalseiten  des  in  2^liegende.n  Co  ordinalen  Systems. 
Dien  giebt  eben  nach  Art-  4  die  Bedingnngen: 

fci,  =  c„  =  6,i=c,j=0, 
((„  =  c„  =  rt„  =  c„  =  0; 
üomit  iiiUssen  die  Verwand tsdiaftsgleicbungen  jedenfalla  die  Form 
I(«.i^  +  «a0+'?{*;'i!/  +  fr.-|)') +  £'■.»  =  =0.     '"=».2 
haben.     Hat    man   nun   drei  Paar   entsprechender  Punkte  Xj  ,   ifj  ,    :j  um! 
^^  »Jj.  &i  y  =  l .  2,  3  gegeben,  su  lieft^rn  diese  für  die  Coefticienten  jeder 
VerwBndtschnrisgleichuDg  drei  Bedingungsgleichungen;   weil  in  jeder  Ver- 
wand tsi:hafis>;leichuug  Dur^wei  mehr,  d.  U.  fünf  homogen  vertheilte  Coeffi' 
dienten  auftreten,   so  folgt  wie  in  Art.  2,   dass  sich  wühl  unendlich  viele 
Verwandlscbaflsgleichungen  aufstellen  lasMeu  ,  deren  Goefficienten  besagten 
drni  BedingUDgsgleichungen  genügen,    dass  aber  jede  so  hergestellte  Ver- 
wandtschaftsgletcbiiDg    von    Coordiuateuwertben    erfüllt    ist,    sobald    die- 
selben zweien  von  ihnen  genügen.     Dadurch  aber  iat  der  au b gesprochene 
Satz   erwiesen.     Endlich   ergiebt   sich    noch  Folgendes:    „Die   eindeutige 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  ist  festgesetzt,  wenn  man 
einen  Hauptpunkt  eines  Systems  ,  die  entsprechende  Uauptlinie  im  anderen 
und  fünf  Paare  entsprechender  Punkte  angiebt." 

Ordnet  man  uämlicb  einem  Punkte  Z  von  S  eine  Gerade  X  von  £  als 
Hanpilinie  za,  so  nehme  man  L  zu  eiuer  £c:ke  eines  sonst  beliebigen  Fun- 
damenialdreiecks  der  CooidiuHleu ,  i  dagegen  als  eine  Seite  eines  eben  sol- 
chen Dreiecks  in  £  an.     Dies  giebt  nach  Art.  4  die  Bedingnngsgleicbnugen : 

d.  h.  Jede  Vcrwaudtschaftügloicbung  enthält  nur  sieben  homogen  auftre- 
tende Cuefficienlen ,  somit  nm  zwei  mehr  als  Punktepaare  gegeben  sind, 
wodurch  nach  Frühpreui  die  Richtigkeil  des  Satzes  sofort  einleuchtet. 

Die  angestellten  Betrachtungen  zeigen,  dnss  die  Angabe  eines  Haupt- 
punktes und  der  ihm  entsprechenden  Haupilinie  der  Angabe  von  zwei 
Paaren  entsprechender  Punkte  gleichkuniml. 

fi.  Wir  kehren  nun  zu  der  weilereu  Unterauchung  für  den  Fall  lurück, 
wo  die  Hauptpunkte  des  einen  und  somit  jene  dos  anderen  iusgesauimt  reell 
sind.  Nehmen  wir  die  Hsuptdrciecke  in  der  in  Art,  4  angegebenen  Weise 
SU  Fundamentaidreieckeu  der  bomogenen  Coordinaten,  so  mUsseu  die  Ver- 
^audtschaftsg!cicbun;,'eu  die  Form  7)  habeu,  nÜmUc^'.  ^h 
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Eliminirt  man  aus  dieaen  flleicbunge.D  |,  n,  £,  so  bleibt  als  Rasultst  c 
EtiniinAtion  die  DeterininiiDte: 

1  («n-l",,).  (6,,-U,.),  (c„-Ac,0  I 

4)  (8,,-la,.).  {6.. -IM,  (C„-ic,0 
i  (".,-*«,.),  (*«-lfc,.),  (<■«-*«■„)  I 

Man  übersiehl  auf  den  eräteu  Blick,  daas  diene  Gleichung  in  l  vom  dritte) 
Gtade  ist,  ho  dass  sie  drei  WeilLe  far  diese  Grösse  liefert.  Jedei 
Wettho  k  giebt  wiederum  in  3)  gesetzl,  und  diese  GlBichungen  aufgeluat^-^ 
dacht,  ein  Werthsystem  £,  t),  g,  d.  h.  eineu  Punkt,  dem  in  S  nicht  ei  n  Punkt, 
sondern  alle  Punkte  einer  Gernden  ontäprochen.  Da  die  cubiscbe  Gleich- 
ung 4}  büchstenszwei  imaginäre  Wurielnl  haben  kann,  so  gicbt  es  imSyateaia 
£  drei  Punkte ,  von  denen  auch  zwei  imaginfir  werden  käuuon  ,  denen  jedei 
in  S  eine  ganze  Gerade  entspricht,  Zugleich  ist  auch  ersichttich,  wie  n>« 
diese  drei  Punkte  und  die  ihnen  eutapreebendcn  Geradeu  Süden 
Will  man  ebenso  jene  Punkte  in  S  finden ,  denen  in  £  nicht  e 
eouderu  ganze  Punktroiben  Kugeorduei  -iinii,  so  bat  mau  für  dieselben  fol^ 
gendo  Bedingungsgleicbungea: 

wo  fi  einen  constanteu  Factor  bedeutet     Ordnet  man  diese  GleicLnngai 
nach  X-,  g,  z,  so  folgt: 

/  aK-ftn„)+y(o„  —  ^(i„) +  -{"«-*"«„)  =0, 

5)  -'('',■-J•fr.■)^-y(6M-^•M  +  =  C^.-f•^.)  =  o, 

I  ■!•  {'■ii  — f  e.J+ff  (c«  —  ffii)  +  '  {c».  — (*c„)  =  0. 
Elimiuirt  man  wiederum  die  Coordinaten ,  so  ergiebt  sich  für  ft  die  cubischd 
mit  4)  identiscbe  Gleichung: 

l(n„-^a,.).  («„- 
8)  (*«-(**..).   (''«- 

welche  für  fi  drei  WerthoJ 
Jede  Wurzel  ^  in  5)  « 
einen  Punkt,  dem  in 
-erhält,    wenn    mau  ( 
Gleichung  2)  einsetzt.  - 
„Sindz 


auch    : 


Offenbar  sind  dic! 
r  Verwandtschaft  charakteil 
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jectiriscb  lugeordneten  Strableu  in  S  lefaneideo ,  wbXIt  man  einen  Punkt 
a,  der  dem  Punkte  '(  entspricht.  Man  siolit  sofort,  daea  L  und  M  zw6i 
Hnnptp unkte,  von  S  sind,  denen  in  £  nwci  durch  A  resp.  M  gehende 
IlaupllioicD  k  und  fi  entsprechen  werden;  diese  zwei  letzteren  Strableu 
werden  den  dritten  Hauptpunkt  JVtou  £  bestiminon.  Ebenso  werden  aicfa 
die  den  Uauptpunklen  j1  uod  M  enta|ireubeDden  Hauptliuieu  /  and  m  (die 
resp.  durch  L  und  M  gehen  mlUsen)  in  dem  dritten  Hauptpunkte  JV  von  S 
treffen.  Dieee  Verwandtschaft,  welche  nnch  unserer  Definition 
eine  eindeutige  Ve  r  wandtscLaft  mit  insgesammt  reellen 
Hauptelemenlen  Ist,  wurde  von  Herrn  Fr.  Seydewitz  in  seiner 
schönen  Abhandlung  „Darstellung  der  geometrischen  Verwandtschaft  etc." 
in  Grunert's  Archiv  7.  Thetl  pag.  113  unter  dem  Namen  geome triscbo 
Verwnndtscbaft  behaud«lt.  Der  Herr  Verfaetior  bebandelt  mit  Hilfe 
dieser  Verwandtschaft  die  höheren  Cnrven  und  construirt  auch  einige  der- 
selben. Auf  die  Construction  derselben  werden  wir  später  in  alter  Kürze 
von  eineui  anderen,  analytischen  Standpunkte  zarückkominen,  der  auch 
betrefl's  der  Construction  einige  Erleicbtening  bieten  dürfte. 
7.  Öei 

a^  +  ßy  +  yz  =  l^ 

die  Gleichung  t^iner  in  S  liegenden  Geraden;  die  Gleichung  der  ihrentsprs' 
cbenden  Curvc  erhält  man  offenbar  dadurch,  daas  mau  aus  dieser  uud 
den  Gleicbuugen  7)  die  Coordinaten  x ,  y,  i  oliminirl.     Dien  liefert 

I  "iiS)     ''iil.     ^iitl 
8)  Ulli.     6,1*),     c„t    =0, 

I     ".  ^.  J-    I 

welches  offenbar  die  Gleichung  eines  durch  alle  drei  Hauptpunkte  von  £ 
gehenden  Kegelschnittes  ist,  da  derselben  durch  jede  der  drei  Voraassete* 
nngen  i)  =  0,  f— 0;  £  =  0,  |=0;  |  =  0,  ijt=0  gunUgt  wird.  Betrachtet 
mau  vier  Punkte  der  in  S  angenommenou  Geraden,  so  ist  ihr  Doppelver- 
hättnies  gleich  dem  Doppelvcrbfiltnies  der  über  ihnen  aus  L  errichteten 
Strahlen;  dieses  littztero  ist  jedoch  nach  Art.  6  gleich  dem  Doppelverhält- 
nisse  des  über  den  vier  entsprocheDdon  Punkten  in  2' aus  ^  errichteten 
Büschels,  und  weil  der,  der  eratgenannton  Geraden  outsprechendo  Kegel- 
schnitt ebenfalls  durch  A  geht,  so  folgt,  dass  jeder  Geraden  dos  einen  Üy- 
atoms  ein  zu  ihr  projectiviscber  Kegelschnitt  des  anderen  Systems  ent- 
spricht, der  durch  alle  drei  Hauptpunkte  hindurchgeht.  In  gewissen  Fäl- 
len kann  der  einer  Geraden  entsprechende  Kegelschnitt  in  das  System 
zweier  Geradeu  zerfallen,  von  denen  die  eine  eine  IJauptlinic  ist;  es  tritt 
dies  dann  ein,  wenn  die  erst  augonommeue  Gerade  durch  einen  Haupt- 
punkt ihrer  Rhone  geht.  Nehmen  wir  z.  B.  eine  durch  L  gehende  Gerade 
von  S: 

ß!/  +  y:  =  0, 
so  (.'ntfiiricht  ihr  in  £  der  Kegelscbnitf. 
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so  entfifirtcht  ihr  nncb  dem  eben  oitictea  Artikel  die  Gerftde 

j  "in      "n  l__  i_[  *'"      "«  I 

oder  aber 

12)  ttfCfi=Bt. 

Will  rann  die  in  Scbnillp unkte  dieser  Geraden  mit  der  Cnrve  Fj»  M 
den,   so  bat  man  die  Gleichungen  derselben  zu  comhiniren ,    d.  b.  Sben 

statt  £  die  Grösse  ~  .  jj  einzusetzen.     Dies  liefert  die  Gleichung 


CS^)=0, 


oder  aber,  da  F  eine  bezüglich  der  i 
homogene  Function  ist, 

ezUglich  £  nnd  17  homogen  nnd  z 


Klammer  siebenden  Gross« 


Diese  Gleichung 
d.  h.  sie  stellt  ä! 
j]=0,  nümlich  vi 
gehen.  Znfoigf 
Functionen  iJisst 


ir  vom  2h""  Gradep 
Geraden  vor,  welche  vom  Punkte  ^  =  O, 
N  nach  den  2n  Schnittpunkten  der  Geraden  13)  und  /;„ 
Einer  charakteristiscben  Eigenschart  der  homogenen 
sich  auch  so  schreiben: 


KV 


.,!,    I 


and  wenn  man  den  Factor  tj"  unterdrückt,  der  wiederum  beweist,  dass  i 
ein  n-facher  Punkt  von  Ji„  ist,  folgt 

<-^\,    -i.    s)=o, 

als  die  Gleicong  der  n  Verbindungslinien  von  iVinit  den  übrigen  n  Schni 
punkten  von  I'i»  und  12).     Allein  setzt  man  ij^^  0,  so  erhält  man 

und  dies  ist  gleich  Null,  weil  ja  a,  eine  Wurzel  dorGleichong /"(O,  y,  i)=0, 
somit  dieses  homogene  Polynom  verschwinden  muss,  wenn  man  statt  y  et 
und  statt  z  den  Werth  1  setzt. 

Da  der  vorletzte  Aosdruck  für  t^^O  aniiulirt  wird,   so  mnss  e 
Factor  enthalten,  d.  h.  ij  =  0  oder  m  ist  eine  der  besagten  n  Verbin 
linien;  somit  sind  in  yl  nicht  nur  ti,  sondern  auch  (n  +  l)  Scbnittpnnkte  voqj 
13)  ond  ria  vereinigt,    d,  b.   die   durch  12)   repräsentirte  Gerade  if 
Tangente  an  Pia  >u  dem  n-fachen  Paukte  j1.  Gans  dasselbe  gilt  bezüglic 
der  anderen  Wurzeln  a,,  et,,  .-■(>'„  nnd  bezüglich  der  zwei  Ilanptpunkl 
M  und  N.    Dies  gieht  den  Satz : 

„Entspricht    einer    Curve    C„    die    Cnrve     /i., 
sind    die  Hauptpunkte   yl,    M.    iVn-facbe    Punkte 


jenen  Gsraden,  velche  L  mit  den  n  Sclinittpankten 
TOD  /  nnd  C„  rerbinden;  desgleicben  für  M  nnd  iV." 
Fallen  speciell  r  von  den  Scbniltpuukten  von  /  und  t'„  io  einen  zu- 
,  d.  h.  besitzt  /  mit  C,  in  ninom  Piinide  eine  BerUbrung  der  (r—  1)'" 
Ordnung,  ho  ist  A  noch  diesem  Satze  ein  snlcber  n-facher  Punkt  von  S\^ 
Anas  r  Tangenten  in  demselben  znsamnienfallBn ,  d.  h.  ^  ist  dann  ein  Hüclc- 
kelirpankl  def(r  — 1)""  Ordnung. 

10.  Es  HoH  in  diesem  Artikel  untcrsncbt  werden,  wie  die  einer  Carve 
C„  entsprecbende  Cnrve  Fm  sieb  modificirt,  wenn  die  Cnrve  C„  gegen  das 
Hnupldreieek  (LMN)  eine  specielle  Lage  besitKt,  wenn  nämlich  f„  durch 
die  Ecken  desselben  und  zwar  nllgcmein  Tncbrmals  hindurchgeht.     Sei'nlso 

die  Gleicbnng  einer  Carve  C^  der  n""  Ordnung,  die  tui  Ilaaptpunkte  L,  d,  i, 
f^^O,  :^=(l  einen  p-fachen  Punkt  haben  soll.  Legt  nrnn  dann  durch  die- 
sen Punkt  eine  snnst  willkürliche  Gerade  G 

jBnd  verbindet  ihre  Gleicbung  mit  der  Gleichung  der  Curve,  so  folgt 

ftls  die  Gleichung  jener  »  Geraden,  die  den  Punkt  a:  =  0,  y  =  0,  d.  i,  iV 
fnit  den  h  Schnittpunkten  von  G  und  C„  verbinden.  Da  nun  Z  ein  p  -  facbPr 
Punkt  von  t'„  sein  soll,  so  mues  durch  das  letale  Polynom  die  Linie  iiv^ 
lä.  i.  y  =  0  p-mai  mitreprüsentirt  sein,  d.  b.  y  miisa  sich  ans  demselben 
herausheben  lassen.  Somit  ist  die  notbwendige  nnd  hinreichende  Bedin- 
Hang  dafür,  dass  >'=0  eine  Curve  Ca  darstelle,  die  in  L  eine  p-fachen 
Punkt  besitzt : 

wo  <t>  die  übrig  bleibende  homogene  Function  (h— p)"°  Grades  von  a^  und  y 
jfft.     Man  kann  diese  Bedingung  allgemeiner  auch  so  schreiben: 
13)  F(a,x,ft,y,ß,j)  =  yP0{x,s), 

•OS  sich  der  Natur  der  homogenen  Functionen  gemäss  sofort  ergiebt. 
Die  Cb  in  i^  eindeutig  verwandte  Curve  Tm  hat  nun  die  Gleichung: 
F(A,,t,  ß£6,  C|t,)^0, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleicbung  13): 

l'-  Vf(|,,,,  f)=0, 

^o   y*  eine  homogene  Function  von  I,  )),£  vom  Grade  2h— /)  ist,  weil  j»  ' 
^Bs  vorletzte  Polynom  iu  eben  den  Coordinaten  2ii"'  Grades  ist.    Somit  stellt 
jdic   letzte  Gleichung  die  L  entsprecbende  Uanptlinic  ;i  oder  ^  =  0/r-mal 
id  überdies  eine  Curve 

im  Grade  2n  —  p  vor.     Da  ganz  dasselbe  für  die  Hauptpunkte  M  und  N 
wiesen  werden  kann,   so  folgt:    „Hat   eine  Curve  «'""  Ordnung  in 

^en  Hauptpunkten    £,  Hl,  JV    resp.    einen  p-,  q.   nnd  »--fachen 

fankt,  so  e n t s p richMh^ia^Ourr^TOB^^id 


1 

■  Itsfl 
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wann    man    nämlich    von    den    resp.    p-,   f-,   r-mnl    ges&h 
Hanptlinien  l,  p-,  v  abstr: 

Wie  die  erwähnte  Curve  vom  Grade  'Jn  — C/'+S+O  gegen  die  Haupt- 
punkte gelegen  ist,  läsfit  «ich  mit  Hilfe  des  Vorljergehenden  nngemeiu  leicht 
einsehen.  Der  totale  Ort  /ji,  2n^"  Ordnung  setat  sich  nämlich  zusam- 
men  anc  der  p-fachen  Geraden  1,  ans  der  ?■  fachen  Geraden  ^  nnd  atu 
der  Geraden  v,  die  r-mal  zn  rechneu  ist,  endlich  ans  derheeagteu  Carre 
2n  — (p+y+r)'"  Ordnnng, 

Dieser  Ort  An  muas  nun  nach  Bewiesenem  in  jedem  der  drei  Hu|l 
paukte  A,  M,  iV  einen  n- fachen  Pmikl  haben.  Nan  hat  der  ans  1,  f«  t 
Kusämmeiigesetite  Ort  (p  +  9  +  r)"' Ordnung  in  yf  einen  (?  +  r)  ■  fache«;  * 
in  M  einen  (r+p)- fachen  and  in  iV  endlich  einen  (p  +  j)- fachen  Punkt. 
Somit  wird  die  Cnrve  2n  ~  (p+j+r)'"  Ordnnng  in  vi  einen  h  —  (ff-|-r)-, 
in  M  einen  n  —  (r+p)-  nnd  in  W  endlich  einen  h  — (p+y)  ■  fachen  Punkt 
besitzen  müssen. 

Setzt  man  beispielsweise  »  =  2,  p  =  j  =  r  =  0,  so  folgt,  dass  einem 
willkürliehen  Kegelschnitte  C,  des  einen  Systems  im  anderen  eine  Ciirve 
^^  vierter  Ordnung  zugeordnet  ist,  die  in  A,  M  und  Ti  Doppelpunkte 
besitzt. 

Für  »  =  2,p  =  I,p  =  J=0  erkennen  wir,  dasa  einem  Eegelscbnitte 
C,  der  durch  einen  Hauptpunkt  geht,  eine  Carve  l\  dritter  Ordnnng  ent- 
spricht, die  in  dem  homningen  Hauptpnnkt  einen  Doppel-,  in  den  zwei  an- 
deren Hauptpnnklen  aber  einfache  Punkte  besitzt, 

Fär  H  =  2,  p=q=  I,  r  =  0  ergiebl  sich,  dass  einem  Kegelschnitt,  der 
durch  zwei  Hauptpunkte  von  S  geht ,  in  E  ein  durch  die  homologen  Hanpt- 
pnnkte  gehender  Kegelschnitt  eindeutig  zugeordnet  ist, 

Setzt  man  endlichn=2,  p  =  q  =  r  =  \,  so  ergiebtsioh,  dasH  einera 
Kegelschnitte,  der  alle  drei  Hauptpunkte  enthillt,  eine  Cnrve  T,  ersten  Gra- 
des, d.  h.  eine  Gerade  entspricht,  wie  es  ja  sein  mnss. 

11.  Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  in  welchem  die 
eindeutig  verwandten  Systeme  S  und  27  auch  iniaginSre  Hauptelemenle  be- 
sitzen. Seien  also  unter  den  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  4).  welche 
zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  von  S  dient,  auch  imaginäre.  Eh  wer- 
den dies  zwei  conjiigirt  imaginäre  Warzeln  sein,  während  die  dritte 
'  jedenfalls  reell  sein  maus;  diraus  folgt  aber,  dass  es  wenigstens  einen 
reellen  Hauplpnnkt  geben  müsse  ,  weil  ja  die  besagte  reelle  Wurzel  i,  in  3) 
eingesetzt,  für  die  Coordinaten  |,  tj,  £  des  Hauptpunktes  drei  Gleichungen 
mit  reellen  Coefficienteu  liefert.  Diesem  reellen  Hauptpunkte,  den  wir  A 
nennen  wollen,  wird  vermöge  der  VerwBudtscbnftsgleichiingen  eine  reelle 
Hanptlinie  I  von  S  entsprechen,  deren  Gleichung  man  ja  erhält,  wenn  m«n 
die  Coordinaten  von  A  in  die  eine  oder  andere  Verwandtschnflsgleichung 
einsetzt.  Man  denke  sich  nun  die  Coordinaten  in  S  act  Iransrorniirl.  dass  / 
dip  FuDdamentallinie   j  =  0   wird;    in  Z_dageeeaütrBngfonnire  man  dnrc 


1;   in  Z^MgMb-»nsfonnire  man  dn«^^ 


liaeue  Sabstitntionen  bo,  daas  der  Pn&kt  A  vxm  Punkte  ij=^0,  (=0  wird. 
Wir  wollen  diese  Transrormalionen  nicht  machen  ,  sondern  nur  unteraueben, 
welchen  EinfluRS  einp  derartige  Transformation  auf  die  Form  der  Verwaudt- 
schaftsgleichungen  ausUbeu  mnaa.  Sntzt  mnn  in  dieselben  statt  i,-i\,Z  ^^^ 
Werthe  |,  0,  0,  so  aollen  die  beiden  ao  entstandenen  Gleicbnngen  mit 
«  =  0  identisch  sein ,  d.  b.  es  inusa 

o„  =  a„  =  0 
sein. 

Die  Gleichung  ö),  welche  uns  mittelbar  die  üauptpnnkte  von  S  liefert, 
wird  jedenlalls  eine  reelle  Wurzel  haben,  die,  in  B)  gesetzt,  für  dieCoordi- 
oateu  x,y,z  des  nauptpunktea  drei  reelle  Gleichungen  liefern  wird.  Die- 
■em  so  erhaltenen  reellen  Hauptpunkt  L  von  S  wird  in  E  eine  reelle  Baupt- 
linie  il  enlaprechen  müsttcn ,  deren  Gleichung  man  uäuilich  erhält ,  wenn  man 
die  Coordinaton  von  L  in  die  eine  oder  andere  Verwandtachaftsgleicbung 
snbslituirt.     Transformirt  man  die  Coordiuaten  wiederum  ao ,   dass  £  der 

:f  onkt  y  =  0,  z  =  0  und  1  mit  der  Geraden  |  t=0  identieub  wird,  so  liefert 

i%eB  nach  Art.  4  die  Bedingungen 

6„  =  Cn  =5 
Für  die  neue  Lage  des  CootdinntensTstetns  raiisaen  somit  die  Verwandt- 
■oh aßsgl eichnagen  die  Form 

«„  ^l-\-y  C^.  n  +  c„  J)  + 1  (A„  1  +  c,.  0 =0, 

".■■rH-y(6,.»!  +  c„0  +  ^C*..'?  +  '-..Ö  =  0 
haben. 

Eliminirt  man  ans  diesen  Gleichungen  das  Product  x  l,  so  erhält  mau 
nach  leichter  Umformung  folgende  Gleichung: 

Nun  ist  ~  nicbts  anderes  als  das  TheilverhftltniBS  des  Strahles,  der 

«Ben  Pankt  (a;,  y,  i)  von  5'  mit  L  verbindet  bezUglicb  der  Fundamental- 

'  Vnien  y  =  0,  :  ^  0;  —  dagegen  iiit  das  Tbeilverhältniss  jenes  Strahles,  der 

den  entsprechenden  Pankt  (£,»;,  S)  mit  ^  verbindet  beziiglicb  der  Fun- 
damentalstrahlen ti'-^O,  £  =  0.  Zwischen  diesen  Tbeilverbältnlssen  besteht 
nun  die  eben  angeschriebene  lineare  Kelation,  woraus  folgt,  dasa  die  Bu- 
■chel  L  und  A  horoographisch  sein  mjisson*.  Wir  erhalten  Roinit  folgen- 
den Satz;  ,,8ind  S  und  £  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme,  i  der  ein- 
.»gfl  reelle  Hauptpunkt  von  S  und  man  projicirt  die  Punkte  von  S  ans  ihm. 

•  8iphp  Cr-moii«!   „neometrisohe  Tlieotic  lUi  «Wut»  ^iwtv««"  -iit.*. 
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die  entsprf  chendeD  Punkte  von  Z  daf^cgon  aus  einem  reellen  Hauptpunkte  A 
desselben,  so  sind  die  so  entstandenen  Büschel  L  und  A  liomogiaphiBcfa." 
Dieser  Satz 'gieht  uns  ein  Mittel  an  die  Uand,  die  Verwandtschafts 
gleicliungen  durch  eine  nochmalige  Trausforraation  zu  vereinfachen.  Wählt 
man  namticb  die  durch  vi  geliendon  FundamentaUinien  i}=0,  ^  =  0  so, 
dass  sie  dcu  resp.  Strahlen  y^O,  :^il  b omographisch  zugeordnet  sind, 
so  luusa  die  letale  Gleichnng  durch  jede  der  beiden  VorausBelziingen 

f  =0,    -1=0,      4  =  »,    |  =  Q0 


I»,.,  Cr"'  U,.,  K.r" 

sein.     Man  kann  dies  auch  so  aussprechen,  dnss  man  sagt, 
setzeu,  wobei  k  das  constnnte  Vcrh&ltniss 


ist.  Setzt  man  dies  in  die  Verwaudtschaftsgleichungen  ein,  so  erhalten  ■ 
die  Form : 

I       «„i|  +  !'(l„>I  +  c„:)  +  i(4,.>,+  c,.£)  =  o, 
■'  I     *"„";|+!((«-»,..l+c„S)+=(S„,+*r,.£)=o, 

welche  uns  sofort  Aufschluss  geben  wird  über  die  Lage  der  noch  nich^$ 
Betracht  gezogenen  Hauptelcmeuto.  Bcrücksiclitigt  man  nämlich,  dass  die 
einen  als  auch  die  anderen  Coordinaten  Vcrhültnifificonrdinaten  sind,  so 
ergeben  sich  aus  U)  folgende  Grleii-hungen: 

wobei  die  fUnf  Grössen  A,  B,  C,  U  und  E  gewisse  DetcrmiuRntcn  ans  den 
Coefficienten  der  Gleichungen  H)  sind,  die  näher  «nisugeben  wir  nicbt 
nöthig  haben  werden.  Von  diesen  eben  gewonnenen  Gieicliungen  wollen 
wir  nun  für  die  weiteren  BctracLlungcn  ausgehen. 

Das  homogene  Trinom,   welches  gleich  x  gefunden  wurde,  kann  | 
mar  als  Prodnct  zweier  linearen    Factoreu  dargestelll  werden,    d.  Ii. 

x  =  (tj  — a,J)  fij— w,t) 
setien,  wobei  ja  n,  und  «,  die  Wurueln  der  qnadratiscluni  Gleicjjong 

sind,  wenn  niim  von  dem  conetanten  Factor  A  Rhsiolil,   was  immar  gesabl 
hm  kann,  sobald  man  ihn  als  Nenner  in  die  Ansdrllcke  für  y  nnd  i 
eingesetzt    denkt.     Betrachtet  man  nun  die  Gerade  r; — c,  t  =  0.    oder  i 

maderer  Forib,  die  dureb  ^  =  «1   •Urgeslellte,  «fl'eubar  durch  A  gehenÄ 
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Gerade,  welche  wir  ^  nennen  wollen,  so  ist  für  jeden  Punkt  derselben  die 
iF- Coordinate  des  entsprechenden  Punktes  in  S  gleich  Null,  d.  h.  die  Coor- 
dinaten  des  entsprechenden  Punktes  (j^,  y,  z)  sind 

0,     n^rj,     EU, 
oder,  wenn  man  durch  If  dividirt, 

0,     i>a, ,     E. 

Somit  entspricht  jedem  Punkte   der   durch  A  gehenden  Linie  -~  =:=  a, 

der  durch  die  eben  angeschriebenen  Verhaltnisscoordinaten  auf  der  Linie 
j:  =  0,  d.  h.  auf/  bestimmte  Punkt,  welcher  Mi  heissen  mag.  Es  ist  da- 
her iii  eine  Hauptlinie  von  2^  und  Mi  der  ihr  zugeordnete 
Hauptpunkt  von  S.  Da  wir  nun  den  Fall  mit  imaginären  Hauptelemen- 
ten von  S  behandeln  wollen,  so  müssen  wir  Mi,  d.  h.  Dcif  imaginär  voraus- 
setzen oder,  mit  anderen  Worten,  annehmen,  die  Wurzeln  ur,  und  a,  seien 
imaginär;  natürlich  werden  dies  zwei  imaginär  conjugirte  Werthe  sein,  d.  h. 
ist  a,  =  w  +  fr,    so   muss  sich   er,  =  w  —  iv  ergeben.     Dann  ist  die   durch 

-^  =  «1   dargestellte  Hauptlinie   eine   imaginäre  Gerade,   die  den  reellen 

b 

Punkt  ^,  d.  h.  i;=:0,ä:=0  enthält. 

In  gleicherweise  folgt,  dass  jedem  Punkte   der  durch  die  Gleichung 

repräsentirten  imaginären  Linie  v,  der  nämliche  auf  /  liegende  imaginäre 
Punkt  Ni  entspricht,  dessen  Coordinaten 

0,     !>«,,     E 
sind.     Daher  ist  iV,-  der  dritte  Hauptpunkt  von  S  und  die  ihm  in  £  zugeord- 
nete Hauptlinie  ist  die  durch  den  reellen  Punkt  A  gehende  imaginäre  Ge- 
rade Vi  . 

Betrachtet  man  den  imaginären,  durch  die  drei  Coordinaten  0,  er,,  1 

dargestellten  Punkt  Ni  von  2^,  der  offenbar  auf  den  Linien  |  =  0,  —  =  a,, 

d.  h.  auf  k  und  ft,-  liegt,  so  erhiilt  man  für  die  Coordinaten  des  entsprechen- 
den Punktes  von  S  die  Gleichungen 

x-~-  0  y     y  =  0^     z  =  0 , 
also  jedenfalls   ganz   unbestimmte  Coordinatenwerthe.      Allein   bei    dieser 
Unbestimmtheit  ist  imnier  der  Werth 

ij        D 

also  vollkommen  bestimmt.  Dies  zeigt  uns ,  dass  dem  Punkte  Ni  von  £  in  S 
kein  bestimmter  Punkt,  sondern  die  totale,  durch  L  gehende  imaginäre 
Gerade  entsprich* ,  deren  Gleichung  eben  angeschrieben  wurde  und  die 
wir  tii  nennen  wollen.  Ihr  Schnittpunkt  mit  x=0  o^^t  \\\^\.^\^^^^x^vcÄVä^ 


0,  Dtt^y  E,  d.  b.  ist  der  imivginSre  Hsnptpnnkt  Mi  vod  <^  so  Amts  die  Hai 
liaie  n,-  die  Gerade  LMt  ist. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man ,  dass  der  Schnittponkt  von  y,-  and  1 
d.  fa.  der   duicli    die  Coordinaten  0,  a,,  I  fixirte  Imaginäre  Punkt   Mi  e 
Hauptpunkt  von  2^  ist,  und  daas  die  ihm  entsprechende  Hauptlinie  von 
die  imaginäre  Verbindangstinie  N^L  ist,  deren  Gleichung  offenbar 


E  ' 


lautet.     Wir  erhalten  somit  endlich  den  folgende»  Satü : 

„Sind  zwei  ebene  SjsteineS' und  Xeindenti; 
wandt,    so  sind    entweder  alle  Kaaptelemente 
oder  aber  jedes  System  enthält  zwei  coujngirt 
giuäre    Hauptpunkte     Mi,    JV,    reap.    JW,,    JV,- ,    den 
zwei  conjugirt  imaginäre  Hauptliuien  f(,,v,resp. 
entsprechen,  d.h.  die  Ver  b  indungsHuie  ^  resp.  1  • 
rer,  als  auch  der  Schniltpntikt  ^^resp.  Z  letzterer  sin 
reell  and  Hauptelemeu  te  der  Systeme." 
Man  ersieht  daraus,  dass  also  auch  für  den  eben  betrachteten  Fall 
imaginären  Hauptelemente  die  namUcben  Gesetze  bezüglich  ihrer  Anoi 
nung  gelten,  wie  dann,  wenn  die  Uauptelemente  inagesammt  reell  sind. 
12.  Ist  Cb  eine  Curire  n""  Ordnung  im  Systeme  S,  deren  Qleichung 

sein  mag,    wo  F  eine   homogene  Function  n""  Grades  der  Variabein 
deutet,  80  ist  die  Gleichung  der  ihr  in  £  eindeutig  entsprechenden  Cm 
offenbar 

''[(*;-«,£)  (^-«.t),    DU    £|E]-o; 

dieselbe  ist  in  £,  ti,  S  homogen  und  zwar,  wie  man  leicht  iibi 
Grade  2n.     Fs  e><*spricht  somit  immer  einer  Curve  n'"  Ordnn 
eindeutig  verwandten  Systeme  ein  Ort  /i«  von  der  Ordnung  2i 
Schneidet  mau  /i«  durch  eine  durch  A  gehende  Gerade 

S  =  ßn. 

90  Stellt  die  Gleichung : 

F[^{l-t.,ß){l~..,ß),     Dir,,     Eßsv]^0 
oder  aber: 

die  2n  Geraden  vor,  welche  der  Punkt  |=0,  i}=0  mit  den  2»  SchnitU 
punkten  von  Tj,  und  der  Geradeu  J  —  ^i/  verbinden.  Die  Gerade  ij=0 
ist  darin  >i-ub1  mitenthaltcn,  /.um  Beweise,  dass  jede  durch  A  gehende  Ge- 
rade mit  Fja  in  ^n  Punkte  gemeia  hat,  d.  h.  A  ist  ein  ii-facher  Punkt 
von  Hq.  Allein  es  lässt  sich,  wenn  auch  mit  gtiisseror  Mühe,  zeigen,  daas 
die  beiden  imaginären  Hauptpunkte  JW,  uod  iV.  ebenfalls  n-fache  Punkte 
pvn  /}m  sind.  BelraehM  man  nümliuli  eine,  etwa  durch  1H(  gehende 
so  wird  eich  ihre  Gleichung  jodenfaWs  'vn  äet  Yoim 


1 


Von  EDüAiti)  Weyh. 

«!  +  ,_«,  5=0 
scfai'eiboQ  lassen,  Aa.  sie  ja  darch  die  Voran  SBetsnng 

ä  =  0,     ^==«,,     £  =  1 
befriedigt  sein  soll.     Aus  ihr  ergiebt  sich 

woraus  folgt,  daas  die  Gleichung 

das  System  jener  2ri  Geraden  repräsentirt ,  welche  A  mit  den  Schnittpunk- 
ten TOD  Pm  nnd  der  Transversale  verbinden.  Allein  diese  Gleichung  lässt 
sich  auch  in  der  Form : 


(,-«,£)-F    (.,-«,£). 


[<,- 


eBbreibeu,  d.  b,  die  Gerad.e  rj  —  "ti^^^  oder  AMi  kommt  unter  den  er- 
wShnten  2n  Geraden  n-mal  vor,  oder,  mit  anderen  Worten,  im  Punkte  M, 
sind  n  Schnittpunkte  der  Transversale  mit  F^a  vereinigt.  Da  die  Trans- 
versale eine  durch  JW, 'sonst  beliebig  gezogene  Gerade  war,  so  folgt,  das« 
Mi  ein  ri'facher  imaginärer  Punkt  der  Cnrve  i%„  ist.  Weil  uuu  dasselbe 
bezüglich  JV^  gilt ,  so  können  wir  ganz  allgemein  sagen : 

„Einer  Curve  C„  n'"  Ordnung  entspricht  in  einem 
eindeutig  verwandten   Systeme   eine   Cnrve   /ja  von 
der   Ordnung    2n,    die    in    den    Uauptpuakten  n-fachu 
Punkte  hat." 
Was  in  einem  früheren  Artikel  bezüglich  der  n  Tangenten  von  r^a  in 
den  als  reell  vorausgesetzten  Hauptpunkten  erwiesen   wurde,    liesso   sich 
hier  ganz  auf  die  nämliche  Art  für  den  reellen  Hauptpunkt  A  zeigen   und 
mag  hier  deswegen  nicht  u^thor  ausgefülict  weiden^  dass  hiergegen  der  be- 
treffende Satz  für  .1^,  und  Ni  seine  Giltigkeit  bewahre,  soll  zunächst  gezeigt 
werden,  obgleich  Jer  Beweis,  eben  weil  man  es  mit  imaginären  Punkten  zu 
thnn  bat,  etwas  schwieriger  wird. 

Betrachtet  man  eiue  imaginäre  Uauptlinie  von  S,  also  etwa  die  durcli 
die  Gleichnng 


bestimmte  Hauptlinie  rii,  so  wird  dieselbe  unsere  Curve  f.  in  n  imaginären 
Punkten  schneiden  und  wir  wollen  die  Gleichung  Jener  »  Geraden ,  die  den 
Hauptpunkt  Ni  mit  diesen  n  Schnittpunkt''n  verbinden,  betrachten.  Da 
JV,  die  Coordinaten  0,  Da,^  E  hat,  so  wird  sich  die  Gleichung  einer  jeden 
dnrcb  denselben  gehenden  Gerai1<^n  g  auf  die  Form 

bringen  lassen;   setzen  wir  voraus,  dasB  jene  Coordinatenwerthe ,  welche 
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y       2) 

befriedigen,  auch  der  Gleichnng 

genügen,  so  ist  g  eine  der  erwähnten  n  Verbindungslinien.  Das  ihr  ent- 
sprechende Gebilde  in  £  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x,  y,  2r  ans  der 
Gleichung  von  g  und  aus  14)  in  Form  einer  Determinante;  oder  aber  ent- 
wickelt und  nach  leichter  Keduction 

in -^2i)  [« (t? -«, J)  +  EDS]=0, 
d.  h.  der  durch  Ni  gehenden  Geraden  g  entspricht  in  2^  die  Hauptlinie  Vi 
(nämlich  die  Linie  i/  —  cr,f  =  0)  und  eine  durch  Ni  gehende  Gerade  y 

weil  ihr  ja  durch  die  Coordinatenwerthe  0,  «, ,  1  genügt  wird. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  diese  Gerade  y  eine  Tangente  der 
Curve  rjn  im  Punkte  Nf  ist.  Denn  eliminirt  man  aus  der  Gleichung  von  y 
und  jener  von  ri«  die  Variabele  J,  so  ergiebt  sich 

oder  aber,  wie  man  sofort  übersieht, 

als  die  Gleichung  der  2n  Geraden,  die  ^  mit  den  Schnittpunkten  von  y 
und  l2„  verbinden.  Der  n  mal  auftretende  Factor  ri —  c^,  f  zeigt  an,  dass 
Ni  ein  n-facher  Funkt  von  Ti«  ist,  während 


—  Ü 


die  anderen  n  Verbindungslinien  repräsentirt. 

Nun  wurde  aber  angenommen,  dass  die  Coordinatenwerthe  ,r,  y,  z, 
welche  der  Gleichung  von  g  und 


M, 


z         E 
genügen,  d.  h.  die  Coordinatcu 

X  '.  y  ',  z  =^  E D  i^a^  —  ci^)  :  a D a^  \  a  E 
oder  aber 

x:y:z==  [a^  -  er,)  :  -    ^^  :  --  -- 

auch  die  Function  F  auf  Null  bringen.  —  Setzt  man  in  der  letzten  Gleich- 
ung t?  =  ofi  J,  so  folgt: 

und  dies  ist  nach  dem  eben  Gesagten  mit  Null  identisch.     Weil  somit  die 

vorletzte  Gleichung  für  Vf  =  er,  S  mit  Null  identisch  wird,  so  inuss  sich  der 

Factor  y  —  r^c,  ^  ans  ihr  herausheben  lasseu,  v\.  Iv.  sie  lässt  sich  in  der  Form 
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suhreiben ,  wo  fl>  eine  homogene  Fnnction  vom  Grkde  (n  —  i)  ist.  Wir  er- 
kennen also,  cinss  ri  — 0,^=0  oder  die  Gerade  fifoine  der  zuletzt  genann  ton 
II  Verlindungslinien  ist,  dass  daher  in  ^,  nicht  nur  i>,  soudern  ii  +  l  Schnitt- 
pankle  von  jr  und  F^b  vereinigt  siud,  woraus  folgt,  daas  y  eino  Tangente 
von  An  im  Hauptpunkte  Nt  ist.     Wir  erhalten  somit  deu  Sats: 

„Besitzen  zwei  eindeutig  verwandte  System  o  auch 
imaginäre  Hauptpunkte   IHi,   A',.   resp.  Mi,  Ni,   so   ent- 
spricht einer  Curve  C„  des  erstorcn  eine  Ciirve  F^a,  die 
in  M^und  Ni  imaginäre  n-fache  Punkte  besitzt.      Die  n 
imaginäron  Tangenten  von  Tän  in  M/  cotsprechea  den 
VerbindungBÜnieu     von     J^i    mit     den    n    imaginären 
Schntltpunkten  von  i'if  und  C\;    ganz  dasselbe  gilt  be- 
zfiglicb   «,." 
Es  wird  keine  Schwierigkeiten  bereiten,  zu  beweisen,  dass  auch  der 
folgende  Satz  für  imaginilre  nauptelcmento  gelte:    „Hat  eine  Curvc  C„  tn 
den  Punkten  L,  Mi,  JV,-resp.  einen  p-,  g-,  r-facheo  Punkt,  so  ist  der  ihr  ent- 
sprechende Ort  Fjn  zusammengesetzt  aus  der  resp.  ji-,  q-,  r- fachen  Haupt* 
linie  l,  (ii,  v,  und  aus  einer  Curve  von  der  Ordnung  2n  —  (;'+7  +  '")!  'ß''^" 
tere  bat  in  yl,  Mi,  nud  Ni  resp.  einea  «—(?  +  '■)'  "~C''+^)>  «— 0'  +  ?' 
fachen  Punkt.'* 

13.  Betrachten  wir  nun  wieder  gan»  allgemein  zwei  eindeutig  ver- 
wandte Systeme  .Snnd  Z,  d.  h.  legen  wir  die  VerwandlscbaftsgleichnngcD 
1)  oder  ihre  Umformungen  2)  zu  Grunde,  so  IHsst  sieb  denselbea  der  fol- 
gende Sinn  unterlegen. 

Ist  im  Systeme  £  ein  Punkt  (|,  i) ,  £)  gegeben ,  so  kann  man  ihm  in  S 
die  durch 

dargestellten  Gernden  —  deren  lanfemJe  Coordinateu  .).',  y,  z  sind,  entspre- 
chen lassen,  ttud  es  lüsst  sich  dann  zeigen,  dass  das  System  S  in  doppelter 
W^eise  rcciprok  auf  £  bezogen  ist.  Betrachtet  man  vorerst  den  Kall,  wo 
man   dem  Punkt  (£,  rj,  £)  die  Gerade 

moT^net,  so  sieht  man  sofort,  dnss  jedem  Funkte  [^,  t),  £)  von  £eine  Ge- 
rade Ton  S  entsiiricht;  und  umgekehrt,  ist  in  S  eine  Gerade  durch  d!o 
Gleichung 

,lx+  liy  +  Cz  =  f\ 
gegeben,  so  kann  man  leicht  jenen  l'unkt  von  £  tindeij,  dem  sie  zugeordnet 
'vrsclieint.  Denn  man  hat  |,  i],  f  nur  s»  xn  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

,  r.,_/„_f„ 


~  c 


oder  abei 
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besteben ,  was  nna  —  ds  /  lineare  homogene  Functionen  von  |,  ^,  £ 
—  nur  ein  Werthsjstem  £,  ij,  £  Itefeii.     Somit  entspricht  AQch  amgeki 
jeder  Geraden  von  S  nur  ein  Punkt  von  £. 

Erzengt  der  Pnnkt  (|,  t;,  £)  in  £  eine  Gerade  von  dci'  Gleicfai 

so  hüllen  die  entsprechenden  Geraden 

ein  Strahlenbüschel  ein;  denn  in  diesem  Falle  genügen  i 
ja  als  Liniencoordinaten,  weil  sie  die  letutgebchriehene  G 
und  eindeutig  bestimmen,  auffassen  kann  —  ein 
die  Wabrheit  unserer  Behauptnng  sofort  einleuchtet. 

Allein    durch   daa   bisher  Festgesetzte  wSre  die  reciproke  Verwant 
Schaft  der  Systeme  S  nnd  £  nicht  fixirt;  man  muss  noch  die  Gleichung 

EU  Hilfe  nehmen.  Lässt  man  nämlich  einem  Punkte  (x,  y,  x)  von  S  di« 
durch  die  letzte  Gleichung,  in  der  §,  >i,  f  die  laufenden  Coordinaten  ■sind, 
vepr&sentirte  Gerade  von  £  entsprechen,  so  sind  die  Systemo  S  nnd  £  auf 
einander  reciprok  bezogen.  Man  erkennt  nämlich  ebnnso  wie  früher,  dass 
jedem  Punkte  von  S  nur  eine  Gerade  in  £  zu^'eordntl  Ist,  und  dass  auch 
umgekehrt  jeder  Geraden  von  £  nur  ein  Punkt  von  .*^  rnlspricht.  Weseat^ 
lieh  iet  hierbei  noch  das  Folgende,  wns  sieb  jedoch  ebenfalls  sehr  leii 
orgiebt:   „  Liegt  der  Punkt  {x',  y',  z')  auf  jener  Geraden 

«/^.,+y/'„  +  ^/',.  =  o, 

welche  dem  Punkte  (|',  Vi:  £  )  entspricht,  so  geht  die  dem  Punkte  {x',  y' 
entsprechende  Gerade 

durch  den  Pnnkt  (£',il,0-"     Denn  ans  der  ersten  Ann: 

oder  aber  nach  g',  V,  £*  geordnet 

l'ip'ii  +  V  v'xt  +  äf  v'u  =  0, 
welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Gerade 

darcfa  den  Punkt  (f ,  t)'>  0  gehe ,  wie  behauptet  wurdi 
Gesagte  snsammen,  ao  hat  sich  ergeben,  dass  durch  dii 

jedem  Punkte  (£,  ij,  £)  von  2?  eine  Gerade  von  S,  nnd  vermöge 

jedem  Punkte  (tc,  y,  z)  von  Sia  £^  ein  Strahl  zugeordnet  ist, 
diese  Weise  S  und  £  reciprok  auf  einander  bezogen  sind.  A 
Gründen  sind  die  Systeme  .':  nnd  £  durch  die  Gleichungen 


t  folgt  sofort: 


-  Fasst  man  dal 
eichung 


id  dass  auf 
denselhea 


reciprok  auf  eiuauJer  bezogen  —  jedoch  in  anderer  Art.  Die  erste  rect- 
prote  Verwandtschaft  wollen  wir  symboliach  mit  T,,  die  letztere  mit  f\ 
der  Kürze  wegcu  bezeichnen. 

Wühlt  man  nun  in  .£  einen  beliebigen  Punkt  (£,  t),  £),  so  bestimmt 
sich  der  ihm  eindeutig  verwandte  {x,  y,  z)  ans  den  Gleichnngon 
!/■„ +!//■,. +  =/',.  =  o, 

d.  b.  es  ist  der  Schnittpunkt  iler  dureb  diese  Gleichungen  dargostelltfln 
Geraden.  Nun  sind  aber  diese  Geraden  olTenbar  jene,  die  vermöge  der 
tecipioken  Verwandtschaften  T,  und  f'\  dorn  Punkte  (J,  ij,  J)  zugeordnet 
erscheinen  nnd  ganx  AchnHches  gilt  bezüglich  eines  Punktes  (;c,^,z)  von  5. 
Berücksichtigt  man,  dass  jede  Verwandtgchaftsgleiubung  eine  reciproke 
Beziehung  der  betrachteten  Art  zwischen  Ä'  und  £  festsetzt  und  daas  eine 
eindeutige  Verwandtschaft  Art.  2  zufolge  durch  unendlich  viele  leicht  zu 
bildende  Verwandtscbaftsgleichungen  dxirt  werden  kann,  so  folgt  der  Satai 

„Sind  awei  ebene  Systeme  S  und  £  in  eindeutiger  Verwandtschaft, 
so  lassen  sie  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf  einander  so  reciprok  be- 
ziehen ,  dass  der  einem  Funkte  des  einen  Systems  eindeutig  verwandte 
Punkt  als  Durchschnitt  Jener  Geraden  erscheint,  die  dem  erstgenannten 
Punkte  vermöge  der  reciprokcn  Verwandtschaften  entsprechen." 

Darans  ergiebl  sich,  dass  wir  zwei  ebene  Systeme  S  und  £m  folgen- 
der Weise  eindeutig  auf  eioandor  beziehen  künnen.  Wir  beliehen  näm- 
lich S  und  £  in  doppelter  Weise  reciprok  auf  einander  und  ordnen  einem 
Punkte  des  einen  Systems  jenen  Punkt  des  anderen  zu,  wo  sich  die  orate- 
lem  rcciproken  Strahlen  (Polaren)  schneiden.  Die  auf  diese  Weise  fest- 
gesetzte Verwandtschaft  wurde  von  Uerrn  Theodor  Keye  ontor  dem 
Namen  „quadratische  Verwandtschaft"  in  seiner  Abhandlung  „Geome- 
trische Verwandtschaften  zweiten  Grades",  Zeitschr.  f.Math.  n.Phys.  XI,  4, 
auf  synthetischem  Wege  untersucht  und  zugleich  gezeigt,  wie  man  sie  zur 
Auffindung  geometrischer  Wahrheiten  und  zur  Losung  gewisser  Construc- 
tionsaufgaben  verwenden  könne;  die  meisten  in  dieser  Arbeit  erhaltenen 
Resnltate  sind  natürlich  in  dem  Vorhergehenden  mit  enthalten. 

Wenn  man  den  zuletzt  erwiesenen  Satz  und  das  Kesultat  des  Art.  3 
Busammenhält,  so  ergiebt  sich  das  folgende  interessante  Resultat:  „Werden 
awei  ebene  Systeme  Sana  i  beliebig  oft  auf  einander  reciprok  bezogen, 
Bo  zwar,  dass  die  Polaren  von  ^  Punkten  des  einen  durch  7  Punkte  des  an- 
,  deren  resp.  hindurchgehen,  so  geben  die  Polaren  jedes  Punktes  durch  einen 
fixen  Punkt."  Es  sei  uns  vergönnt,  noch  für  einen  Augenblick  der  Arbeit 
'  des  Herrn  Royc  zu  gedenken  und  eines  Resultates  zu  erwähnen,  das  für 
die  betrachtete  Verwandtschaft  und  auch  für  andere  Probleme  von  grosser 
Wichtigkeil  ist.  Der  Herr  Verfasser  löst  nämlich  pag.  a!W  linear  die  Auf- 
gabe, zwei  t^beneu  auf  einander  so  reciprok  zu  bazieben, 
dasa   die   Polaren   Ton   7   gegabnnen  Pcnktfln 


bMfl 

S   im 
■«ineii 


Pnnkte  bindnrcligehGii  sollen,  wodurch,  wie  ja  sofort  einlencblet, 
piincipiell  die  Aufgabe  gelöst  ist,  zwei  eiDdentig  venraudte  Systeme  linear 
zu  TcrTolUlüiidigc-ii ,  sobald  man  7  Paaro  ontipTechendpr  Punkte  kennt. 
Allein  die  angegebene  Constrnction  ist,  wie  der  Herr  VeiTasBer  selbst  be- 
merkt, wenn  auch  principiell  einfach,  in  ihrer  Ausführung  dennoch  so  com- 
plicirt,  dasa  man  »ie  zur  wirklichen  Vervollständigung  n-ohl  nicht  gebrau- 
chen könnte;  aus  diesem  Grunde  mag  ea  genügen,  nnf  die  Lösung  i 
Herrn  Th,  Reye  blos  aufmerksam  gemacht  zu  haben.  —  Endlich  s«i  be- 
merkt, dass  dnrch  dieses  Kesultat  auch  eine  Constrnction  der  Fl&cbi 
zweiten  Grades  aus  nenn  Punkten  nnd  die  Lösung  von  Cbasles'  Problri 
der  Uomogrnphie  gegeben  ist. 

14.  Bisher  wurden  die  eindeutig  verwandten  Systeme  beliebig  im 
Ranme  lipgend  vorausgesetzt  und  die  Abhängigkeit  der  Figaren  des  «inen 
Sytitems  von  den  Figuren  des  anderen  abgehandelt.  Nimmt  man  baidi 
Systeme  auf  demselben  Trüger  (Ebene)  an,  so  bieten  sich  manche 
tbUm liebkeiten  dar,  welche  näher  erwähnt  za  werden  verdienen;  n 
lieh  ist  die  für  die  Coostruction  der  Cnrven  höheror  Grade  wichtige  inW 
Intoriscbe  Lage  derselben  zu  berücksichtigen. 

Denkt  mau  sich  zwei  Systeme  S  und  £  auf  einer  Ebene  vereinigt,  to 
kann  man  alle  Pnnkte  sowohl  von  j*',  als  auch  von  £  auf  ein  nnd  dasselbe 
Coordinatensyatem  beziehen.  Rechnet  man  einen  Punkt  anm  Systeme  S, 
so  mögen  seine  Coordinaten  mit  x,  p,  z  bezeichnet  werden,  dagegen  sollen 
I,  1],  i  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  sein,  den  man  zum  Sy- 
steme £  rechnet.  Don  allgemeinen  Verwandtschaftsgleicbnngea  1)  xiifolg«, 
nämlich 

^/■n  +  y/,i+-/".J  =  0,     .■  =  1,2 
entspricht  jedem  Punkte  (x,  y,  :)  der  betrachteten  Ebene,  wenn  man  ihn 
zum  .System  S  rechnet,  jener  Pnnkt  (|,  vi,  £),   dessen   Coordinaten    man 
erhült,  wenn  man  die  Grössen  x,  y,  z  in  die  Gleicbnpgen  1)  einsetzt  uad 

dieselben  nach  —  and  ~  auflöst;   rechnet  man  dagegen  einen  Punkt  zum 

Systeme  Z,   so  erhfilt  man  durch  Einsetzen  dieser  Wcrthe  in  1)   (wo  j«/* 
lineare  Functionen  von  |,  >),  f  sind)  nnd  Anflösen  dieser  Oleichungon  uach 

—  nnd  —  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes  [j>;,tj,  :). 

Will  man  jene  Punkte  der  Ebene  finden,  die  sieb  selbst  entsprechfli 
so  müssen  ofienbar  ihre  Coordinaten  sowohl  für  j^,  y,  z,  als  auch  für  |,  « 
in  1)  eingesetzt,  diese  Gleichungen   erfüllen.     Bezeichnet   man  somit  t 
Ooordinat(;n  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  durch  |,  ij,  £,   so  a 
sie  dnrch  folgende  Bediugnngagleichnngen  bestimmt: 

Da  beide  Gleichungen  quadratiscb  sind,  so  liefern  sie  vier  sieb  s 
mrtebenie  Fuokte.    Somit  kann  i 
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wandte  Systeme  aaf  demselben  Trüger  im  Allgemeinen  v'itt  Punkte  ent- 
sprechend gemein  hntieii,  unter  denen  ancb  imaginäre  und  zwar  pau- 
»eiae  Torfcommen  können. 

Gauz  besonders  wicbtig  ist  die  involntorisohe  Lage  der  beiden  be- 
trachteten Systeme.  Wir  wollen  zvrei  eindentige  Systeme  anf 
demselben  TrHgeriuTniutoriscb  nennen,  wenn  jedem  Pnnkto 
der  nümlicbe  Punkt  entsp riebt,  mag  mnn  er§teren  zu  S  odersn 
^recbnen.  Für  velelie  Form  der  Vern-andtschaftsgletcbnngeu  diese 
specielle  Lage  eintritt,  wird  eine  kurze  Belraclitung  zeigen. 

Ordnet  man  oSralicL  die  Verwaudtschnrtsgleichuugen  1)  nauh  den  Co- 
ördinaten  5i  rj,  £,  so  erbftlten  dieselben  die  Form  2),  wobei  die  Grössen  tp 
die  zu  Anfang  erwiibiite  Bedeutang  babeu.     I^ntspricbt  nun  einem  Punkte 
(a,  (i,  c)  von  Sder  Pnnkt  {a,  ß,y)  von  £,  d.  h.  werden  die  Gleichungen  1), 
»tso  auch  3]  erfüllt,  ^'oun  mau  statt  of,  y,  z  die  Grössen  a,  b,  c  nnd  statt  * 
£j  'if,  i  die  Wortbe  a,  ß,  y  einsetzt,  so  mtissen  für  die  involntoHscbe  Lage 
beider  Systeme  die  nämlicben  Gleichungen  erfüllt  sein,  wenn  man  a,  ß,  y 
statt  X,  y,  z  uud  a,  !•,  c  anstatt  |,  ij,  g  euhstituirt.    Soll  dies  aber  für  jeden 
Pnnkt  gölten,  so   milsaeu   offenbar   die   entsprechenden  Ooefficienten   der 
Trinome  f,j  und  qj^  einander  gleich  sein.     Nun  ist  aber 
/IV  =  «.7  1  + Öy  »J  -f  Cv  J.     ;^,    2 
ipiS=miiX-^i>iiiX-^miiZ,  ' 

wobei  IM  ^  a,  h,  c  ist,  je  nachdem  man  j=  1.  2,  3  setzt.  Somit  liefert  die 
Indontiiät  dieser  Gleicbnngcu 

«ij  =  w.-i ,     bij  =  (M,2,     ,-,_,  =  m,i;; 
oder  aber,  wenn  man  fUi'  j  die  Weithe  ! ,  3,  3  und  für  m  rc&p.  't,  b,  c  setzt. 

Setzt  man  endlich  für  i  die  Wertbo  1 ,  2 ,  eo  erhalt  man  für  die  involn- 
torische  Lage  beider  Systeme  folgende  setbs  hinreichende  und  nothwen- 
digc  Bedingungen: 

Die  eindeutige  involutoriache  Verwandtschaft  zweier  ebenen  Systeme 
auf  demselben  Träger  ist  festgestellt,  sobald  vier  Paare  entsprech< 
Punkte  gegeben  sind.  Denn  in  Art.  2  waren  es  8  nnsbbüngige  Coeffi- 
cienten,  die  in  einer  Verwandtschaftsgleichnng  auftraten,  und  7  Paai 
Bprecheuder  Punkte  reluhtea  bin,  die  Verwandtschaft  zu  fixircn;  hier  bat 
man  nach  16)  um  3  wcuiger,  d.  h.  5  independcnte  Ooefficienten 
VerwandtBchaftcgleicliung  nnd  es  lässt  sich  aomit  wie  im  Art,  2  dartliuu. 
dasa  i  Paare  entsprechender  Punkte  die  eindeutige  involntorische  Ver 
'     wandtschnft  fixireu. 

I  "  Wie  bemerkt  wurde,  sind  fllr  die  involntorisclip  Lage  die  Fuaotl 

I  "fij  ,    tpij  idenliscb,  woraus  sofort  erhellt,  dass  ao«(ihl  Ute  Gleichni 
nnd  &),  als  niicb  3}  und  b)   bezflglich  der  Coefficlanl«^  i\\«v' 
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datts  also  zwei  inTolutOTiscfae  Sjsteioe  nur  ein  Hauptdreieck  besitzen,  wu 
aueh  aus  dem  gegebeaen  Begriffe  der  Involution  folgt.  Wir  haben  somit 
für  den  jetzigen  Fall  die  Punkte  L,  M,  N  mit  den  reep.  Punkten  A,  M,  N 
als  identiscb  anzusehen. 

Es  lassen    eich  an   die  eben  aafgefnndenen  BedingungsgleichnngCl 
wichtige  Folgerungen  anknüpfen.  Betrachtet  man  nämlich  den  KegeUel 
von  der  Gleichung 

und  jenen,  deusen  Gleichung  die  folgende  ist 

18)         r^«„i'  +  2a..|.J  +  ft„tf'  +  2i«l£+2&„^?+c„J'  =  0, 
so  ist  die  Gleichang  der  Polare  eines  bestimmten  Punktes  (|,  ij,  f)  bei 
lieh  des  Kegelschnittes  IT) 


'er 

und    die  Gleichung  der  Polare   desselbei 
Schnittes  18): 


Punktes   bezüglich  des  KegJ 


dv 


a  sind  aber  diese  Glei 
indtschaftsgleichuogen  Vf, 


8S  ■' 
wobei  X,  !/,  z  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Nui 
ungen  der  Polaren  nichts  anderes,  als  die  Verv 
wenn  man  nämlich  die  Gleichungen  16)  berücksichtigt,  d,  h.  es  siod  die 
Ver  w  an  dtsc  hafte  gleich  ungen  für  die  involntorische  Lage  beider  Sj'Steme, 
was  sofort  bei  der  wirklichen  Berechnung  der  partiellen  Diffcrentialquo- 
lieuten   und  Unterdrückung   des  Factors  2  erhellt.     Löst  man  die  letzten 


zwei  Gleichungen  nach  - 


und  - 


anf. 


1  erhält  man  demnach  t 


dem 


Punkte  (I,  ■},  £)  eindeutig  zugeordneten  Punkt  (x,y,  r),  welches  aber  i 
gleich   der  Schnittpnnkt  der  Polaren  von  (|,  ij,  l)  bezüglich   der   I 
durch  17)  und  18)  dargestellten  Kegelschnitte  ist.    Berücksichtigt  man,  dai 
die  Gleichungen 

P=0,     F=0 
durch  die  Combination 

ein  ganzes  Kegelgcbnittbäschel  repräsentiren  und  dass  die  Polaren  eiai 
Punktes  bezüglich  aller  Kegelschnitte  eines  Büschels  durch  einen  Poi 
gehen,  so  folgt  der  wichtige  Satz: 

„Sind  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme  in  iov 

lutoriscber   Lage,    so    lässt    sich    immer    ein    KegsH 

BcbnittbUschel 

ü  +  J  r=  0 

so    angeben,    dass     der    einem     Puukte    zuge 

Punkt    der    Durchschnitt    der    Polaren     des    erster« 

^exif^lich  dies 


15.  Der  gefbndene  Satz  erlaubt  nns,  die  eindeutige  iiiToIntoriscfaa 
Verwandtschaft  mit  grosser  Leichtigkeit  zn  nntersochen.  Den  einem  Punkte 
a  ingeordneten  Pankt  a  fiadet  man  nümlich  als  den  Durchscbnitt  der 
Polaren  von  a  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels  V+IV^M-^ 
natürlich  witron  dazu  blos  zwei  Kegelscliuitte  des  Büschels  nötbig.  Die 
vier  sieh  selbst  entsprechenden  Punkte  sind  offenbar  die  Scheitel  t,  3, 
3,  4  des  Kegelschnittbüschels  U  -^  X  V=  0.  Betrachtet  man  das  Dia- 
gonaldreieck {LMN)  des  Vierecks  (12  3  4),  so  ist  das  erstere  augen- 
scheinlich das  Uauptdreieck  des  involntorischen  Systems,  Es  ist  be- 
kanntlich {LMN)  das  sieb  selbst  conjugirte  Dreieck  bezüglich  aller  Ke- 
gelschuitte  des  Büschels,  d.  b.  jede  Seite  desselben  ist  die  Polare  der 
Gegenecke  bezüglich  aller  Kegciscbnitlc  des  besagten  Büschels.  Darai's 
folgt  unmittelbar,  dass  jeder  Ecke  dieses  Dreiecks  nicht  e  in  Punkt,  son- 
dern alle  Punkte  der  Gegenseite  desselben  enlsptecben,  weshalb  eben  das 
Diagnnaldreieck  {LMN)  das  Hanptdreieck  des  involntorischen  Systems  ist. 
Man  könnte  wie,  schon  bemerkt  wurde,  {L  MN)  fbenso  gnt  mit  {yl  M  N)  be- 
zeichnen,  da  ja  für  die  involiitoriscbe  Lage  vollkommene  Vertanschungs- 
fahigkeit  herrscht.  Alle  für  die  allgemeine  Lage  eindeutig  verwandter 
Systeme  bewiesenen  Sätze  werden  sich  sofort  anf  die  involuloriecbe  Lage 
derselben  übertragen,  wenn  man  nur  die  Identität  der  früher  verschiedenen 
Hauptdreiecke  berücksichtigt.  Die  Aufzählung  dieser  SStze  und  Anfgabon 
würde  zu  weit  führen  and  soll  daher  unterbleiben. 

Sind  die  vier  sieb  selbst  entsprechenden  Punkte  zweier  eindeutigen 
involntorischen  Systeme  reell  und  gegeben,  so  kann  rann  am  vorthellhafte- 
flten  in  folgender  Weise  zu  jedem  Pnnkto  den  entsprei:hendou  construiren. 
Seien  1,  2,  3,  4  die  besagten  sich  selbst  entsprochenden  Punkte  und  somit 
nach  Früherem  die  Scheitel  des  Kegelschnittbüschels  U+X  V=0.  Die  drei 
GrenzßiUe  dieses  Büschels,  nümlich  die  drei  Gegenseitenpaare  des  Vier- 
ecks (12  3  4)  lassen  sich  zur  verlangten  Gonstructiou  am  besten  verwen- 
den. Betrachtet  mau  nämlicb  das  System  der  Geraden  14,  23,  deren 
Uurchscbnitt  L  heisaou  mag,  so  ist  dies  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  und 
die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a  bezüglicb  desselben  ist  der  zu  aL 
binsicfatlicb  dar  Geraden  14  und  23  harmoniacli  zugeordnete  Straiil,  den 
man  leicht  linear  construiren  könnte.  Fasst  man  noch  eins  der  Gegensei- 
tenpaare, etwa  12,  34  als  Kegelschnitt  des  Büschels  anf,  so  ist  die  Polare 
von  a  bezügUcb  desselben  die  vierte  Ilarmonikale  zn  aM  bezUglicii  des 
Strablenpaares  12, »31,  wobei  M  den  Schnittpunkt  eben  dieses  Strahlen- 
paarcs  bedeutet.  Der  dem  Punkte  a  entspiechenda  Punkt  «'  ist  nun  der 
Bcbnitt  der  beiden  linear  construirten  Uarmonikalen  und  somit  selbst  li- 
near construirbar.  Hat  man  jedoch  zu  vielen  Punkten  die  entsprechenden 
SU  construiren,  so  vorfahre  mau  lieber  folgendermassen.  Man  lege  durch 
Äwei  Han/itpnnkle   —   etwa  L  und  JW  —  emeiv  ^s-teVa  ,  «AAim  Jiw  '«v  V- 1.^- 
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mmmen  treffen  den  Oegonseiten  des  Vierecks  (1  S  3  4)  in  e  and  f,  itgf-ff 
die  in  M  eich  s^neidesJoa  Gegenseitea  dcsaelbon  in  t  und  7  treffeo  a 
Nan  liebe  man  in  c  and  f  an  den  Kieis  die  TangeiUm,  d«reu  DiirchsefaBl 
fi  hoissen  soll ,  de>igleiclieu  thnc  man  bezüglich  t  und  tp ,  was  den  Pu 
liefern  wird. 

Der  einem  Pnnkte  a  sngQordaete  Pookt  a  liegt  nun  anf  jonem  Str 
der  zn  a  L  hezüglicli  14  und  23  harmoniscli  conjngirt  ist,  Zieht  taaxt  nq 
aL  bis  der  Kreis  in  r  und  rp  his  er  iu  j  gelrnfleii  wird,  so  bilden  1 
Panklo  e,  f,  r,  s  vier  liarmonischo  Punkte  des  Krcisoa,  d.  b.  \efrs\  = — I; 
denn  nimmt  man  p  ala  dns  Ccntmm  einer  Punktinvolnlion  auf  dem  Kreise 
RO,  so  bilden  r  nnd  s  ein  Punkiepaar  derselben ,  währenl  c  and  f  die  DM 
pelpnnkte  sind,  woraus  die  1^'ehtigkcil  unserer  Pelianptiing  folgt.     Ist  t 

SO  ist  auch  dtis  aus  Z  über  diesen  Punkton  errichtete  rierstrahlige  BQsct 
harmonisch,  A.h.  Lg  ist  zn  i-u  hnrmoniscJi  bezüglicb    Lf^=li,  X^=,d 
und  somit  liegt  der  a  sugeordnete  Pimkt  a  sufZ«. 

Zieht  man  ri Hl  bis  der  Kreis  in  p  und  pT  bis  or  in  o  getroffen  1 
so  folgt  ebenso,  dass  Ma  die  vierte  HarmoDikale  ist  zu  aM  bezüglich  1 
und  'M.  Der  gesuchte  Punkt  a  ist  daher  der  Schnitt  von  Lx  und  Ma,  -i 
Diese  Cnustruction  ist  zwar  ohne  Zirkel  nnanBrührbar,  allein  sie  führt  c 
ganter  und  schneller  zum  Ziele  als  die  früher  angegebene  lineura  i 
Htructionsweise. 

Beachtet  mau,    dass  r  und  i    ein  Pnnktepaar  einer  Involotioa 
deren  Doppelpunkte  e  nnd  f  siud,  so  folgt,  dass  die  Strahlen  La  imd  La, 
welelie  einen  Haejitpunkt  mit  cutfi]i  rechenden  Funkten  verbinden,  eine 
Involution  bilden,  deren  Doppelstrablen  J.e  und  tf,  d.  h.  die  durch  da^ 
Hauptpunkt  gehenden   zuei  Seiten    üoa  sich   selbst  entsprechenden  ViaJ 
ecks  sind.  fl 

16.  Wir  wollen  nun  zu  dtM-  Angabe  derjenigen  Cnrven  schreiten, 
deren  Consti-uclion  mit  lliifp  der  betrachtrlen  VervfandlsiOiaft  sofort  «in- 
leucbtet.  Die  Gmndtage  dafür  bietest  Fulgeiides :  „Ein«  durch  drf>i  n-faaiMi 
und  weitere  einfaolie  Punkte  bestimmte  (Jurve  a«'"  Ordnung  lüsat  elct  c 
struireu,  xobald  man  im  Staude  ist,  eine  Carve  n'"  Ordnung  au  verz 

nen."      Denn    ein   n -radier    Punkt    gilt   für    — n(it  +  l)    Bedingai 

woraus    folgt,   daas   eine  Curve  2n'"  Ordnung    durcC   3».  fache  Paiiti 

l,  31,    N  nnd   weitere    — 2a(2B  +  3) «{0+1)  =  -^-  (..  +  3)    Pnol 

bestimmt  ist.     Nimmt  man  nun  din  Punkte  L.  JV,  A'zu  linnplpunklen  e 


aJDdentigBii    iBTolutoriwdtwi   l 


lama,   indem    man' «ftw»  4  EAan'Ti' 
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3,  4,  deren  Diagontkltlreieck  {LMN)'  ist,  zu  sich  selbst  eat  Sprech  enden 
Punkten  des  Sjetems  wäblt,  na  kann  man  unch  dem  vorigen  Artikel  zu 
jedem  Paukte  den  eulsp  rech  enden  verzeidinen.     Sucht  man  nun  zu  den 

—  (h  +  3)  Punkten  a, /',  r. .  .  wirklieb  die  entsprechenden  a',b\  c.  .  .,  so 
bestimmen    diese   eine  Curve  n""  Ordnung  C„  vollkommen.     Dieser  muss 

eine  Curve  C^a  von  der  Ordnung  2n  entsprechen,  die  durch  a,b,c geht 

tind  in  Ü,  iV,  iV  n-fache  Punkte  hat,  die  also  mit  der  zu  zeichnenden  Cuive 
identisch  ist.  Ist  man  nun  im  Stande  C„  zu  construiren,  d.  h.  eich  weitere 
Punkte  derselben  zu  verschaifen,  so  braucht  man  nur  zu  diesen  die  involtt- 
torisch  Dutsprech enden  aufzusuchen,  um  eofort  Punkte  unserer  fraglichen 
Cnrve  C-i„  zu  erhalten,  wodurch  unsere  Aussage  erhärtet  ist.  Die  Tan- 
genten von  Ci„  in  dem  H-fachen  Punkte  Z  z,  B.  ergeben  sich  nach  Art.  11 
einfach  dadurch,  dass  man  die  n  Schnittpunkte  von  C,  und  ^A'=l  mit  L 
verbindet  und  zu  den  so  erhaltenen  Strahlen  die  eutsprechendcn,  d.  h.  die 
bezüglich  der  in  L  zus  am  mens  tos  senden  Seiten  des  Vierecks  (12  3  4)  [har- 
monisch zugeordneten  Strahlen  sucht. 

Für  2  h  ;=2  ergiebt  sich  eine  Construction  der  Kegelschnitte  aus  fBaf 
Punkten,  weil  ja  dann  L,  M,  !s  einfache  Punkte  sind;  C,  ist  in  diesem 
iFslle  eine  Gerade  und  durch 

\  |(«  +  3)  =  2 

Punkte  vollkommon  fiiirt. 

Setzt  man  •in  =  \,  so  ergiebt  sich  die  Constrnction  einer  Cnrve  vierter 
Ordnung  C^  mit  3  Doppelpunkten  L,  M,  N ,  wenn  diese  und 

Ireitere  Puukte  gegeben  sind;  denn  in  diesem  Falle  ist  (.'„  ein  Kegelschnitt 
Cj  und  somit  aus  ■>  Punkten  leicht  constrnirbar.  Die  zwei  Tangenten  von 
L\  in  einem  der  Doppelpunkte,  z.  B.  L  erhUlt  man,  indem  man  die  Schnitte 
von  C\  und  X  mit  '.  verbindet  (werden  diese  imaginär,  so  ist  L  kein  eigent- 
licher Doppelpunkt,  sondern  ein  conjugirLer  oder  isolirter  Punkt  von  C^) 
and  zu  diesen  Strahlen  die  entsprechenden  durch  eine  einfache  bnrmo- 
nische  Tbeilung  sucht.  Fallen  die  Schnittpunkte  von  Cj  und  l  in  einen 
zusammen,  d,  U.  berührt  X  den  Kegelschnitt  C^,  so  fallen  auch  die  Tangen- 
ten von  C^  in  L  zosammen,  d.  b.  dann  ist  Z  für  C,  ein  Rückkehrpunkt  oder 
eine  Spitze. 

Wir  künneu  somit  mit  Uilfe  des  Gesagten  eine  Curve  vierter  Ordnung 
6',  construiren,  wenu  von  ihr  zwei  Doppelpunkte  jW,  JV,  eine  Spitse  L  und 
vier  weilere  Punkte  gegeben  sind,  dnrch  welche  Daten  aber  auch  die  Curve 
bestimmt  ist.  Nehmen  wir  nämlich  L,  M,  N  zu  Hauptpunkten  eines  invo- 
lutorischen  Systems  etwa  in  der  Art,  dasa  wir  ein  Viereck  (1  2  3  4),  dessen 
Di>g<mi>ldreieek    {L  M  N)  Jat^  anm  Trjtgcr  de»  BItediela    a-t-i-l". 


nnnebiDeD.  UterKnf  construtre  man  nuf  bekannte  Weise  va  6ea  v 
teren  gegebenen  Pnnkten  a,  6,  c,  li  die  entsprecbendpa  a,  (•',  c',  tf  mul  fi 
durcli  diese  die  beiden  KegeUchnitto  Cg»  und  C,»,  welcbe  WiV=  X  beruht^ 
ConBtrnirt  mau  zn  C^  nnd  Cj*  die  entsprenhpnden  Corven  vierter  Ordttoi 
an  genügea  diese  uud  nnr  diese  den  gestellten  Bedingm 

Sind  von  einer  Cnrve  vierter  Ordnung  zwei  Rückkebrpiiutcle  i.  M.  ( 
Doppelpunkt  A  nebst  drei  eiufacbeu  Ponktea  a,  b,  ••  gegeben  ,  so  s-erbleibi 
alles  wie  bisher,  nur  dass  man  durch  a,  b',  c  einen  Kegolscbuitt  zu  legei 
hat,  der  k  und  n  taugirt;  diese  Kegelscbnitto  C^,  Cj*,  C^,  C^  —  deren  « 
bekaanllicb  vier  giebt,  die  aucb  imaginär  werden  können  —  können  nul 
bekannten  Methoden  leicbtcondlrniit  werden,  und  indem  man  d&nn  xu  ibnM 
die  involüCorisch  entsprechenden  Curven  eeicbuet,  gelungt  man  zn  den  *«• 
langten  Curven  vierter  Ordnung. 

Sind  endlich  von  einer  Curve  vieiler  Ordnung  drei  Spilsen  L,  M,  S 
nnd  iwei  weitere  Pnnkte  a,  b  gegeben,  so  hat  man  durch  a'  und  b'  jent 
vier  Kegelschnitte  C,',  C/,  (',',  f/  au  legen,  die  X.  ji,  v  IierÜhren,  nnd  za  die- 
sen Kegelsebnitten  die  involiiloriscli  eulspiechenden  Cnrven  T/, 
zu  constmiren,  welche  nnseren  Anfordernngen  dann  offenbar  genngen  inBa- 
sen. Berücksichtigt  man,  daxs  die  Verbindungslinie  von  L,  M ,  N  mit  du 
Beriihrungspnnkten  von  k,  fi,  v  resp.  und  Cj'  z.  B.  dnrch  einen  Pankt  • 
geben  und  dass  die  diesen  Verbindungslinien  involuforisch  putspre ebenda 
Strahlen  die  Tangenten  von  C^'  in  den  resp.  Spitzen  und  ziigleicb  die  Po- 
laren von  0  bezüglich  der  drei  Gegenseitenpnare  des  Vierecke  (1  2  3  4)  sind, 
so  folgt,  dass  die  Tangenten  in  drei  Riickkehrpnnkten  einst 
Curve  vierter  Ordnung  durch  einen  Punkt  geben,  welcher  Sati 
anf  andere  Weise  von  Herrn  Seydewitz  in  seiner  früher  cilirten  Ab- 
handlung bereits  gefunden  wurde.  Allein  bekannter  dürfte  der  Satx  sein, 
wenn  man  auf  den  eben  gefundenen  das  Keciprocitätsgesetz  anwendet, 
nümlicb  der  folgende:  „Die  drei  lnfle:iionspUD  kte  einer  Curre 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  liegen  in  gerader 
Linie."  Wir  wollen  endlich  znr  Angabe  der  Constrnclion  einer  allge- 
meinen Clssae  von  Cnrven  höherer  Ordnung  übergehen,  uKmlich  der  Cor- 
ven n  +  ["■"  Grades   mit  einem  n  -  fachen  Punkte ,  falls  dieser  bekannt  tat. 

Da  ein  solcher  Punkt    für    — n  (n -|- 1)   Bedingungen  ziihlt,    so    reichen 

—  (n  +  1)  ("+ 1  +  3)  — -r  "("-1-1)  =  2«  +  2  weitere  l'iinkte  bin,  die 
Curve  zu  bestimmen;  dieselben  sollen  a, ,  o,,  Oj  .  .  .  n^n  +  ii  der  n-fachf 
Punkt  hingegen  T.  heissen.  Nimmt  mnn  den  «- fachen  Punkt  /  zu  einem 
und  zwei  weitere  Punkte  z.  B.  a,  und  «,  zu  den  anderen  Hauptpunkten 
M  uud  N  eines  eindeutigen  invoIntoriKchen  Systems ,  dai 
beliebig  ist,  so  wird  der  zu  zeichnenden  Curve  f„|.,  eine  Curve 
mneben,  die  min  leicbt  ^tbi$^l!A^E£<^n  m^n  in,  äen  B^gl^tendes 


mit  n  -\-  \,  p  mit  n,  9  und 
rücksichligt ,  dnes  für  die  in 
L.  M,  N  mit  dftn  resp.  Punkli 
dadurcli,  dass  —  wenn  man 
unserer  Curve  C„^.i  eino  Cur' 
die  in  L  einen  (n  — l)-fnchen, 
wird,  die  dalier  durcli  diese 
sländlich  geht  C„  diu'ch  a\,  a 
kommen  bostimml ,    denn  wi 

L  und  an  weilere  Punkte  <i\. 


aber  mit  1  vertansebt,  nnd  dabei  fib^rdieR  be- 
roliilnrischn  Lage  der  Systeme  dip  Punkte 
in  A,  M,  iVidentispli  sind.  Es  ergiebt  sich 
nämlich  von  den  Hiiiptlinien  abetrahirt  — 
!e  C„  von  der  Ordnung  n  entspiechen  mnss, 
in  JW  und  ft"  je  einen  nnllfachen  l'unkt  baben 
Punkte  gar  niuht  liindurcfagebt ;  selbstvcr- 
\..  .n'i.  +  ,.    Durch  diese  Daten  ist  6'„  voll- 


kennen \ 


t  einen  {n  — l)-facben  Punkt 
,0  im  Ganzen  -L(„_i)«+2» 


=  — (n+3)  Bedingungen.    Wir  sind  daher  im  Stande,  eine  Curve  (h  +  i)"^^ 

Ordnung  mit  einem  n-fncben  Piinkt  linenr  zu  rerzeichnen ,  sobald  wir  eine 
Curve  n'"  Ordnung  mit  einem  (rt — l)-fachen  Punkte  au  constrniren  wissen 
Wendet  mim  dieses  Verfahren  successive  nn,  so  gelangt  man  endlich  znr  AuT- 
gabe  ,  eine  Curve  erster  Ordnung  aus  2»  ^2  Punkten  stu  verzeichnen  ,  die 


iltelst  de«  Lineals  sofort  lösen  kjinn. 
folgender  richtigen  Aufgnbe  gelangt: 

„Von  eiuer  Curve  (»  +  0" 
Punkt  und  2«  +  2  weitere  e 
dieselbe  ist  linear  zu  const 
n=i2  ergiebt  sich  die  Conslructii 
itnit  einem  Doppelpunkt,  falls  dieser  ttnd  sec 
Schlüsse  sei  bemerkt,  dasa  weni 
Systeme  S  and  £  die  Kreispunkle  ihrer  E 
lunkti'u  besilEen,  diegelhen  kreisverwandt  e 
dieser  Ebenegennu  so  entsprechen,  i 
in  April   1809. 


Wir  sind  somit  zu  der  Lösung 


che  Puukti-  gegeben; 

r  Cnrven  dritter  Ordnung 
iteroPunkle  gegeben  sind, 
venn  zwei  quuJratische  verwandte 
ir  Ebenen  zu  (imMglnäreo)  Haupt- 
dt  sind,  weil  sich  i\»nu  die  Figuren 
I  der  Kreisverwnndtbthaft  zukommt. 
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Der  Widerstand,  deu  Bwei  Theilclien  der  gegeusBitigen  ÄnuäbcroBE 
iD  den  Weg  legeü.  ist  eioe  Fnnctiou  der  EDtrerniing ,  und  diese  Fnactios 
wird  bei  den  verachiedenen  Alomen  eine  veischiedeüc  sein,  so  z.  B.  nimiiii 
der  Widerstund  nllein  Angelleine  nncb  bei  abnelimender  Eatfcrnang  t*i 
den  festen  Kürpeni  uu<l  be!  den  tropfbaren  Fl  (issig  l(eit«D  raacher  xu  sId  bei 
den  Gasen,  nilein  **ns  immer  für  ein  Gesetz  er  befulgeu  möge,  so  wird  b'i 
der  AunSlierung  zweier  Tlieilcben  die  Itoilienfolge  der  Ersehe  in  angen 
immer  die  sein,  dnss  diese  gegenseitige  Annäherung  fortwährend  lang- 
samer wird,  cndlicL  nufliört,  und  dnss  dann  die  Entfernnng  sich  in  nm- 
gekehrter  Ordnung  ändert,  d.  h.  sitU  beächlennigl.  In  welcher  Reihenfolge 
die  Abnalime  und  dann  die  Zunahme  der  Abstände  erfolgt,  ist  gleichgiltig, 
wenn  nur  am  Ende  der  Erscbeinuag  der  absolute  Werth  der  Geachwiiidig- 
keit  dem  Anfangswertbe  deraelbeu  gleich  ist,  was  von  ahsolat  elastiscbeii 
Kiirpcrn,  die  ich  hier  vornnssetiea  will,  verlangt  wird. 

Die  Formeln ,  welche  die  Geschwindigkeiten  zwL-ier  elastischer  Körpec 
nAcb  dem  Stosse  ans  den  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosso  ableiten  UsaeB, 
sind  sehr  einfach;  bedeuten  nämlicb  M,  m,  U,  u  der  Reihe  nach  dip  Mnssn 
der  Kwei  Körper  und  ihre  Geschwindigkeiten  vor  dem  Siosse,  V  nnd  e  die 
Geschwindigkeiten  nach  dem  StogBe,  so  erhHlt  man  bekanntlich 

'J  M  +  m 

^>  '-  M-i-m 

auch  hat  man 

3)  -         «/(»'-»-)  =  »(,.■-»■). 

5)  0+1'  =  ..  +  .. 

Diese  Formeln  sehen  ganz  einfach  aus,  sie  wachsen  aber  ii 
colossaler  Weise  an,  wenn  man  mehrere  slossende  Körper  beriicksichtig«ii" 
will  und  die  Geschwindigkeit  sucht,  die  der  eine  nach  eo  and  so  vielea 
vorftusgegaogenen  Stössen  besi(z[.  Es  ist  mir  nicht  gelungen,  die  Formeln 
auf  brauchbare  iJimensionen  zu  couceutriren  und  darum  bleibt  mir  niel 
anderes  übrig,  als  durch  tabellarische  «tusammenstellni 
FfiUe  zu  zeigen,  was  durch  eine  allgemeine  Furmel  naclicqweiseo  i 
müglich  ist. 

Es  sei  sanächst  angenommen,  man  habe  eine  Reihe  von  S  Atoni 
a  ...  h,  von  denen  a,  b,  c,  (f  je  die  Masse  M^i,  «.  f,  g,  h  die  Mu 
m^l  besitzen.  Die  absolute  Grösse  der  Geschwindigkeit  der  ersteren« 
also  V  aei  =  2 ,  die  Geschwindigkeit  u  der  4  Iccxtercu  Theilchen  habe  den 
Werth  4.  Wahrend  o,  c,  tr  und  p  von  links  nach  rechts  gehen,  welcher 
Bewegung  ich  das  Zeichen  +  vorsetzen  will,  haben  b,  ä.  /'nnd  A  die  ent- 
gegengesetzte Bewegung  mit  dem  Zeichen  — .  In  dem  Zeitlheilchen  r  =  l 
BtoMen  ü  und  b,  c  und  d,  e  und  f,  y  und  /i  »dsainmen  und  bekommen  die 


in  wahrhaiH 


m 
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1 

in  der  zweilen  Zeile  ihrer  jeweiligen  Columne  in  Tsb.  I  n 

gegebenen  Rieh 

1 

tungpn  nnd  GeschwindigkeiteD.    Im  Zeittbeilchen  t  =  3  stossen,  wie  dieses           ^| 

Zeile  2  DDsdriickt,  b  uuJ  c,  il  nnd  c,  f  onü  g  Enünminon 

a  prallt   an   die           ■ 

links  befindliche  Wnn.1 .  1.  alÖBSl  m  ilie  Wand  rechts  « 

d  das  Ergehnias           ■ 

aller  Slösse  findet  sich  in  Z^iln  3.    Im   Zeittht^ilcben  3  ti 

den  die  gleichen           H 

Vorgänge  wie  in  i  sfatt,   kurz  steta  slöasl  uns  mit  +  ver 

sehene  Theilchen           H 

■n  das  ihm  rechte  sleheudc  mit  —  bezeichnete,  und  da 

Ergebnisa  findet           H 

«iah  in  der  nächstrojgenden  Zeile.    Die  Einrichtung  ist  die  DSmlicbe  wie  in           | 

Tab.  I  meiner  oben  cilirton  Abhuudlung. 

1 

Tabelle  I. 

t 

- 

ö 

<^ 

d 

' 

f 

9 

h 

1 

a.o 

—  2.0 

2.0 

-2.0 

4,0 

-4,0 

4,0 

-4.0 

2 

-2,0 

2,0 

-2,0 

2.0 

-4.0 

4.0 

—  4.0 

4.0 

3 

2,0 

—  2,0 

2.0 

—  0.4 

5.0 

-4,0 

4,0 

-4,0 

, 

4 

~2.0 

2.0 

—  0,4 

2.0 

-4,0 

5.8 

-1.0 

4.0 

'           5 

2.0 

—  0.4 

2.0 

-0.4 

5,0 

-4.0 

5.6 

-4.0 

B 

-0.4 

2.0 

—  0.4 

2.0 

-4.0 

5.6 

—  4.0 

5,6 

'           7 

0.4 

—  0.4 

2.0 

-0.4 

5.0 

-4.0 

6.6    '   -5,6 

9 

-0.4 

0.4 

—  0.4 

2,0 

-4.0 

5,8 

-5.6    ]        5.6 

9 

0.4 

—  0.4 

0,4 

-0.4 

5.« 

-5.8 

5.8    ;  -5,8 

10 

-0.4 

0.4 

-0.4 

0,4 

-5.0 

5.8 

-5.6 

5,0 

'        11 
'        12 

0,4 
-0.4 

0.4 
—  2.0 

4.0 

-5.Ö 
4.0 

5,6 

-5.6 
5.6 

0,4 

0.4 

—  5.6 

-Ö.8 

t  <      19 

0.4 

—  2,0 

0.4 

—  2.0 

4.0 

—  Ö,8 

4,0 

—  5.8 

1        U 

-2.0 

0.4 

-2.0 

0.4 

-ö.ß 

4.0 

-B.8 

4.0 

15 

2.0 

-2.0 

0,4 

—  2,0 

4,0 

—  5.8 

4.0 

-4.0 

%        iö         -  2.0 

2.0 

-2.0 

0.4 

—  5.6    '        4.0 

—  4.0 

4.0 

.         17             2,0 

-2.0         «.0  j  -a.o 

4.0       -  4,0 

4,0    1  -4,0 

Wie  msn  sieht,  befinden  sich  sämmtlicheTheilchen  in 

dem  Momente  17             1 

smnss  sich  daher            ■ 

Hill  demselben  Zustande,  den  sie  in  der  Zeit  1  hatten  und  e 

-die  Reihenrnige  der  Krscheiniingen  nach  VerSuss  von  je 

IS  Zeiteinheiten            ■ 

wiederholen.     Diese    Wiederholung    demelhen    ZaslÜnde 

nach    einer    be-             H 

schränkten  Anzahl   von  Stossen    ist   übrigens  durclinus  n 

icht  noihwendig,             H 

wie  ilieaes  nncbfnlgende  Tahollo  zeigt,  in  weluhor  n,  r,  c 

die  Masse  M=^  4,             ■ 

b  ,  d  und  f  die  Masse  m  =  l  haben ,  wShrend  die  Aufaugsb 

awegungen  die  in            H 

fdei.  ersten  Zeil»  angngebciwii  «ind. 

^g^ 

4 
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Taljc-llc-  II.                                               J 

' 

" 

l> 

' 

d 

i 

2.0O00     —  4.0000 

1,0000 

—  4,0000            1.0000       —4|g 

—  0,4000          5,C000  :  —  l.OOOO 

:).nooo  <  —  t.nooo   1       -UlBQ 

0.4000 

-4.9600            1,0400 

—  4,0000 

l.OOOO 

-4jMtf 

—  1.7440 

3.01'»      —0.0100 

5.0240 

—  I.OO0U 

4jam' 

1.7440 

—  3.1552 

1.0768 

—  4.0144 

1.4096 

-4.0008 

—  0,2157 

4.6835 

—  1,1997 

4.4915   1    —0.7542 

4,«SM 

0,2157 

—  4.7296 

1.1536 

-3.0016   i        1.3141 

—  4ÄM 

-I.7Ö24 

3.1829 

-0,8685 

4.1867 

-  1.0557 

4.H3B 

1.7024 

—  3.2993 

0.7521 

—  4.2011 

1.0413 

-4.W» 

—  0,2Öi3 

4.7Ö94 

-  1.2292 

3.7240 

-  1.3527 

4.«M 

0,2623   1  —4.8)04 

1,1822 

-  4,3987 

0,0780 

—  4.83H 

—  1.7812 

3.317ä 

—  1.0502 

4.5307 

-  1.4462 

3.8513 

1,7812 

-  3,0708 

0.7009 

-  5,0323 

0,9146 

—  33641 

-0.4020 

5.0500 

-1.5924 

4.1408   i  -0.9789 

3JBSM 

0,^020 

-&.M14 

1.0670 

—  4.0507 

1.0690 

-WB» 

-  1.99U 

3.9020 

-0.9801 

4. 1378 

-0.8900 

4,0»»; 

um  14 

—  3.9634 

1.0037 

—  3.9075 

1,1207 

—  JflOffl 

—  0.3905 

5,5643 

-  0.(1579 

3.9584 

— 11.9309 

4,1981 

Ulf  die  Physik  iin.l  K 


I  ntm 


Es  soll  nun  eine  Anwpntlui 
Wämiplelire  geinaclit  werden. 

Diese  Doctriik  nimmt  an,  dnsa  die  W^rme  (ziinüi-iiat  die  mhlbnre)  nH 
der  Bewegung  der  kteinsteu  Tlieile  eines  Kürpers  lierrUlire.  Mun  Jikni 
sicli  nun  die  Ileihe  a  . . .  A  (Tab.  I)  oder  a  . ..  f  (Tnb.  II)  nis  in  einer  engei 
Rohre,  deren  Wündo  die  Wurme  nicht  leiten,  befSodlicIi  vurstellen,  ode 
mnnkann  sich  ein  Stück  ans  dem  Krönig'schen  Kasien  genommen  denken 
in  dem  eich  zwei  Gnac  beGnden,  deren  Bewegung  so  ist,  dass  die  Atom 
stets  central  hu T  einender  prnllen,  eine  Annahme,  welche,  wie  ich  glunbc 
vollständig  ziil>fs)>ig  ist.  Wenn  man  will,  können  die  genannten  Reibei 
auch  Stücke  sehr  dOnner  Stabe  eines  festen  Körpers  sein,  bei  dem  das  Um 
kehren  der  Jiusser.sten  Glieder  durch  die  Wirkung  der  MolecnlaratlTRctioi 
besorgt  wird.    Ist  nun  die  WSrme  aus  einer  Bewegung  der  kleinsten  Theil 


der  Kiirppr  nbiulaiten,  so  ninsB  die  Tempernim 
m  eines  Amines  und  seiner  Geschwindigkeit  v  s< 

6)  l  =  .j>{m.v-) 

gelten. 

Zur  Beantwortnng  der  Frage,  welche  Fut 
(las  der  Physik  dir  Beobachtung,  dnas,   wenn  « 


I  der  M» 
B  Glnicbnn, 


üioti  diese  sei,  hnben  wl 
lei  Kfirper  oder  zwei  Kfli 
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fpertlieile  einige  Zi^it  biodurch  der  gegeaseitigSQ  ICinwirkung  ausgeaet^t 
ren,  ibte  Temperatur  allenthalben  die  nHuiliclie  ist,  uud  es  musi  also 

•  äer  mittlere  IVerlh  von  ip  (m,  v]  immer  der  gleiche  sei a, 'welch' 
mer  für  ein  Atom  aus  je  einer    der  vorstebonden  Tabellen 


wäbh 


ron  der  Zeit  I- 
e  der  Fortsetzt 


Nehmen  wir  hierzu  aunächst  die  Tab.  I,  weil  d 
eia  abgesublossenoa  Oanzee  bildet,  an  dem  durch  Annahm 
der  Bewegung  der  Atome  nichla  geändert  wird. 

Setzt  man,  es  sei  f  :=ini'',  es  sei  also   die  Temperatur  der  lebi 


je. 


1  Kraft  der  Atome  proportional ,  so  bekommt  man  als  Mittelwerth  für 
Q  Atom 

für  die  Tbeilchen  n 


.  -rf 


B.4 


~  C2,o'  +  o,4*)  =  Ma, 


16 


Die  mittleren  Wortbe  det 
8,32:23,08  und  iu  dem  gleiche 
tiiren  iweier  Körper  stehen,  v 
andere  du»  Atomgewicht  1  bnl 
Wurme   gclflssen    wurde.      Di 


für  die  Theilchen  e  ...h 

'=^(4,0'+5,e'J  =  23,68. 

lebendigen  KrÄfte  verhalten  sieb  alsc 
Verhältnisse  mii 


äten  auch  die  Tempera- 
1  denen  der  eine  das  Atomgewicht  4,  der 
nnchdem  ihnen  Zeit  zum  Austausche  der 
Daobncbtung  lehrt  aber,  dass  die 
Temperaturen  heider  Körper  die  nSmlicben  seien,  und  ee 
kann  dnher  die  Temperatur  eines  Kürpers  uicht  der  leben- 
digen Kraft  seiner  Atome  proportional  sein. 

Aus  der  Krönig'scben  Darstellung  geht  hervor,  dnsa  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten verschiedener  Atome  hei  gleicher  Temperstur  umgekehrt 
wie  die  Quadratwurzeln  der  Atomgewichte  verhalten,  dass  also  bei  gleicher 
Temperatur  die  lebendigen  KrSfte  der  Atome  gleich  sind,  und  CUusiuB* 
hat  diesem  Satze,  beietimmeud  die  mittleren  Geschwindigkeiten  berechnet, 
welche  den  Atomen  verschiedener  Gase  bei  ü"  zukommen.  Ich  mache  hier 
»nf  folgenden  Umstand  aufmerksam.  GesetKt  in  dem  Kvuoig'schen 
Kasten  seien  beliebig  viele  Atome  von  Sauerstoff  und  beliebig  viele  Atome 
Ton  Wasserstoff  enthalten,  welche  sicU  in  der  von  Krönig  angegebenen 
Weise  bewegen,  und  die  mittleren  Geschwindigkeiten  dieser  Atome  mögen 
sieb  umgekehrt  wie  die  Quadratwuraeln  der  Atomgewichte,  also  wie  1  zu  4 
verhallen.  So  lange  nnn  die  einzelnen  Atome  sich  bewegen,  ohne  an 
einander  amsustosseu,  bleibt  der  Ziistnod  ungeSndert,  und  dieses  findet 
'ttuch  in  dem  Falle  stntt,  dass  gleichartige  Atomn  auf  einander  prallen; 
wenn  aber  ein  Saueratoffatom  an  ein  Wssserstoffalom  stösst,  so  behalten 
wohl  beide  zusammen  die  Summe  ihrer  bisherigen  lebendigen  Kräfte,  nbei- 
■0  lange  das  VerhJiltniss  der  Geschwindigkeit  ile^  Saueratoffatom  es  zu  der 
des  Wasserstoffalomes  grösser  ist,  als  I  zu  lu,  an  lange  wird  leheudige 
Kraft  von  dem  Sauerstoff  auf  den  Wasserstoff  übergehen,  und  wenn  nach 

•  l'offg.  Ann.  C,  377. 
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einiger  Zeit  eine  grosse  Aozahl  ron  ZiiBammensltiasen  slalLgefandeii  bat, 
so  kAnn  die  lebeudigu  Kraft  der  Sanerstoffatome  oiclit  mehr  so  grosa  sein, 
nls  die  der  WasberNlofTntoine.  Mi«cLt  aiun  Sauerslnff  und  Wnsserstofr  von 
gau2  gleicher  Teinjicraiur,  ho  ist  die  Geschwiadigkeit,  mit  der  sich  dis 
eiazelcen  Atome  des  eatätandencn  Kimllgaaes  bewegpn,  tinch  der  Mengung 
eine  gaua  andere  nU  vor  derselben,  wenn  die  lebendigen  KrSfte  bei  glei' 
eher  Temperntur  glnich  sind.  Es  wird  zugegeben  werden  müssen,  dass  der 
Uebergang  von  lebendiger  Kraft  von  den  ännerstofTatninen  auf  den  Wasaer- 
atofl'  wenig  innere  Wahrscheinlichkeit  hat.  wenn  aocli  ihre  Möglichkeit  nicht 
KU  beAlreilen  ist,  da  die  Summe  rler  lebendigen  KrÄfte  eine  Aenderung 
nicht  erfahrt. 

In  dem  Kriiiiig'Bcbeii  Kssten  können  wir  mis  eine  Zniacbenwaad 
gesetzt  denken,  weli-he  der  EinTacbbeit  wegen  aus  iit  einer  Ebene  ausge- 
breiteten Sniierstnti'iitoinen  oder  aueh  ans  nndereu  Atomen  von  dem  Ge- 
wichte Iß  bestehen  ning,  und  diese  Atome  seien  durch  Molecularwirkung  bo 
unter  einander  vcrlmoden,  das»  sie  wohl  nscilliren,  aber  nnr  innerhalb 
eines  beschränkten  Kanmes  hin  nnd  hergehen  können,  kurz  es  soi  eine  feste 
Wand  von  in  einer  Ebene  ausgebreiteten  Atomen  vom  Gewichte  lU  in  dem 
Kasten.  Ueünden  kicIi  nan  auf  der  einen  Seite  dieser  Wand  Saueratoff- 
ntoiue,  so  werden  diese  auf  die  Wand  auf~tossen,  und  oscilliren  die  ge- 
ttolTenen  Theilchen  der  letzteren  mit  Gesch windigkeilen,  deren  mittlerer 
Werth  (stets  in  dem  Angenblicke,  in  dem  ein  Theilchen  die  Gleichgewichte 
Ifige  pititsirt,  gerechnet)  der  mitilersn  Geschwindigkeit  der  t^auersloffatome 
gleich  ist,  so  wird  dadurch  im  (Jnneen  nichts  geändert.  Kommen  nau  auf 
die  andere  Seile  der  Wand  Wn^serstolTatome,  so  wirken  die  Wnndthcilchea 
nach  beiden  Seiten  gleich.  Hat  die  lebendige  Kraft  der  Wassereloffatome 
den  gleichen  Werth  wie  die  der  Saaerstoffatome ,  so  gieht  die  Wand  leben- 
dige Kraft  an  das  aufatosGende  Wnsserstofftheilchen  ab  und  ersetzt  den 
Verlust  auf  der  anderen  Seite  ans  der  lebendigen  Kraft  des  dort  anprallen- 
den Sauerstoffes;  am  SchliiH»e  der  Beobachtang  haben  die  Atome  des  letz- 
teren weniger  lebendige  Kraft  als  die  des  Wasserstoffes  auf  der  linderen 
Seite  der  Wand  nnd  wenn  gleiche  lebendige  Kraft  der  Atome  gleiche  Te 
peratiir  bedingt,  so  muas  anf  der  WasNersioffseilc  des  Kasleus  eine  höh' 
Temperatur  sein  als  auf  der  Saueratoffseiie,  ein  Schluss,  der  dem  Ergel 
niss  der  Beobachtung  widerspricht.  Man  kommt  auf  dasselbe  Kesnltat,, 
wenn  man  in  der  in  Tabelle  I  nngegebeuen  Reihe  a ...  A  das  Theilcheu  d- 
als  zur  Waud  gehJirig  betrachtet. 

Würde  die  Waud  aus  mehreren  Ebenen  besteben,  so  würde  dadurch 
im  Eudeigebniss  wieder  nichts  geändert,  und  man  kann  die  vurBtehende 
Schbissfolge  leicht  nnf  den  t'nll  ausdehnen,  iu  dem  feste  oder  Iropfbar- 
lliisaige  Kcirper  sich  berühren. 

Anf  Grund  der  vorstoheudeu  Betrachtungen  halte  ich  mich  für  betech- 
U^l,  i/ea  Sau  auszuaprecbeu,  daaa  hei  Kürpoin  von  gleiche 
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dec  lebendigeD  Kraft  der  einze 

Inen  Atome  in  jedem  Körper 

ein    verschiedener    »ei,    und    zwar    ist    er   grösser,    wenn   Jas 

Atomgewicht  kleiuer  wird,  un 

i  umgekehrt. 

2.    Es  sei  (  =  ,«'!.■. 

Unter  dieser  Annahme  bekommt 

lau 

für  die  Tlieilüheii  a...d 

fiir  dieTbeilchRn  e  . , .  fi 

i=^^C2.0*  +  0,O  =  33,a8, 

(--^1  (4.0' +  6,')«)  =  -23,08. 

Man  sieht  sehr  leicht ,  ilass  diese  Vurauiae^tzDiig  der  Errahrung  eben  so 

wenig  eutspriuht,  als  die  vorhergrlieudo. 

3.    E8  8ei(  =  mf. 

In  diesem  Falle  ergiebl  sieh 

für  die  TUetlcben  a...d 

fiir  die  Theilcben  e  .  . .  h 

(  =  1^(2,0-2,0 +  0,1- 0,4)  =0, 

' "  4  ^^'^  ~  ■*'"  +  *'"  -  ^  •").=  »■ 

DieTemperaturnäre  also^O,  si 

warn  von  der  üewegnng  der  Theil- 

eben  uiiabhSngig,  ein  Satz,  der  wobl  w 

enig  Wahrscheinlicbkeit  fflr  sich  bat. 

4.    Ich  nehme  nun  an,  es  sei  /  =  n 

wird,  in  welcher  Kiditmig  sich  ein 

Theilcben  aach  bewegen  möge. 

Iti  diesem  Falle  bekommt  man 

für  die  Theilcben  u  . . .  li 

für  die  Tbeilcbeu  e  .  .  .  A 

l  =  *-^{2fi  +  0,-i)  =  i.H, 

l  =  ~(i.Q  +  5fi)  =  ifi. 

Jetzt  werden  beide  Temperaturen  gleich.    Ich  weiss  wohl,  dasa  kein 
Mathematiker  sich  eines  kleinen  Schaudors  wird  erwehren  kCnuon,  wenn 
er  hier  positive  und  negative  Grössen    ohne  Uücksicht  auf  das    Zeichen 
«ddirt  siebt,  und  ich  erkläre  recht  gern,  dass  ich  meine  Annahme  freu- 
digst nnfgobon  werde,  wenn  ich  eine  andere  Fuuction  von  m  und  t>  kennen 
lerne,  welche  den  an  sie  gestellten  Forderungen  genügt,  ohne  den  Fehler 
der  vorstehenden  gm  besitzen,  doch  möge  mir  einstweilen  gestattet  sein, 
auf  dieser  fortzuhauen.     Ich  betrachte  zunächst  die  Temperatur  des  eiu- 
selnen  Tbeilchens  ab  pro^iorlional  der  Summe  der  Wirkungen,  welche  es 
in  einer  gegebenen  Zeit  auf  die  Nachbartheilcheu  durch  seine  Siüsse  ausübt, 
und  das  Zeichen—  bedeutet  hier  nicht  eine  negative  Rewegnngsgrösse,  denn 
diese  ist  nicht  denkbar,  sondern  deutet  nur  an,  dass  das  getroffeue  Theilcben 
auf  der  der  positiven  entgegengesetzten  Seite  des  slossenden  Atoines  liegt. 
Bezüglich  der  Tab.  II  muss  ich  daran  erinnern  ,  dass  dieselbe  nicht  ab- 
gesclilohsen  ist  wie  Tab.  I,  und  die  Temperaturen    der   einiselnen  Atome 
■      werden  daher  auch  nicht  ganz  gleich  sein.   In  Tab.  III  habe  icli  die  Mittel- 
B     werthe  für  die  ersten  0,  12,  18  Zeilmomente  zusammengeslellt  und  ihnen 
H     noch  die  Grössen  beigefügt ,  die  sich  bie  zum  Zeittlieilcheu  3U  ergeben.  Die 
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Einzelwerthe  19  —  30  habe  ich  in  Tftb.  II  im  luteresae  der  Raatnerspaia 
w  egge  lassen, 

Tabelle  III. 


Zeit 

- 

b 

' 

d 

' 

r  1 

1-6 

4.3359 

4.3358 

4.3550 

4,3550 

4.1092 

4.10»2    T 

1  — 12 

4.1833 

4.1833 

4,2561 

4,2501 

4.3S00 

4.380a     ] 

1  —  18 

4,33ö2 

4.3352 

4.2389 

4.2380 

4,2259 

4.225»      1 

1—24 

4.2417 

4,2117 

4.2780 

4,2709 

4.2814 

4.2814  J 

1—30 

4,2514 

4,2514 

4.2813 

4.2813 

4.2073 

4,267sfl 

Man  sieht  aus  dieser  Zasnmmenstellang,  dass  sich  die  Mittelwerthe  der 
Tenipcraluren  iramer  näher  komiuen,  und  wena  es  sich,  wie  dieses  bei  der 
Wärme  der  Fnll  ist,  nm  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  StÜssen  handelt,  ist 
die  Aanahme,  dass  die  fmgliclien  Mittelwerthe  endlich  gleich  werden, 
gewiss  vollständig  gerechtfertigt. 

Die  Werthe  in  den  Coluninen  a  aad  h,  c  und  d,  e  und  f  sind  gleich, 
wenn  die  Zahl  der  Zeiteinheiten  eine  gerade  ist,  es  rauss  nftmlich  die  Snmme 
der  BewegiiDgsgrössOD  m  für  die  Zeilpsaro  1  und  2,  3  und  4  a.  s.  w.  gleich 
sein,  während  für  die  Columnen  b  und  c,  d  und  c  dasselbe  für  dia  Zeit- 
paare 2  und  3,  4  und  5  u.  s.  w.  gilt.  Gs  leitet  sich  dieser  Umstand  un- 
mittelbar aus  Gleichung  4)  ab. 

Ich  habe  auch  eine  Tabelle  atiter  der  Voraassetznug  berechnet,  dass 
a  b  c  d  r  f 

m    4  14  14  1 

V     1,0000    —1.0000   2,0000    —4,0000   2,0000    —4,0000, 
wenn  m  das  Atomgewicht,  v  die  arspriinglicho  Bewegung  bedeatot. 

Es  möge  mir  erlassen  werden,  diese  Tabelle  in  extenso  wieder  zn  geben, 
ich  will  mich  darauf  beschranken,  die  Mittelwerthe  der  Temperaturen  fflr 
die  ersten  0,  12,  18,  24  und  30  Zeiteiuheiton  zuaammenzastetlen. 

Tabelle  IV. 


I 


Zeit 

aund  b 

caaid 

eond/" 

1— ö 

J.4573 

4.4450 

5.6977 

1-12 

4.2182 

4.M39 

4.B300 

1—18 

4.4260 

4.5611 

4,0129 

1— M 

4.20M 

4^231 

4.8670 

1  —  30 

4.53117 

4.5188 

4.5487 

Es  ist  unverkennbar,  dass  auch  hier  endlich  einmal  eine  Auegleichong 
der  Mittelwerthe  von  mp  für  jedes  einzelne  Atom  eintreten  mugg,  dass  die 
Temperatur  einea  jeden  die  gleiche  wird. 

Stellt  der  Mittelwerth  von  tnf,  der  sich  nua  einer  gröascren  Anzah) 
von  aufeinander  folgenden  Stössen  ergiebt,  die  Temperatur  eines  Atomes 
dar,  so  ist  die  Summe,  die  man  durch  Zasaramenstellnng  aller  dieser 
Mittelwerthe  für  sUmiutUclie  Atome  erhält,  der  Würmemcnge  eines  Kürperx 
oder  einer  Miachung  proportional.  Berechnet  man  nun  aus  Tab.  I  Zeile  1 
Jie  ursprüngliche  Grösse  dieeer  Wärmemenge,  so  erhält  man 
»'=4  .4.2+4.4  =  48. 
Der  MiltelwertU  von  mv  ist  für  jedes  Atom  =  4,8  und  für  alle  S  Atome 
ist  also  die  WSrraemenge  ausgedrückt  durch 

Jf,  =  38,4 , 
woraus  sich  ergiebl,  dasa  ein  Wärraev  erlus  t 

»■—  »'i  =  9,0 
■tatigefunden  hat,    WSren  die  ursprünglich  gegebenen  Temperaturen  der 
beiden  in  Tabelle  I  vorgeführten  Körper  die  dnrch  Zeile  SJ  ausgedrückten 
gewesen,  so  hütte  man  eine  ursprüngHclie  Wärmemenge 

W'=  4  .  4  .  0,4  +  4  .  5,6  =  28,8 
gehabt,  das  durch  die  Auegleiclmng  sich  ergebende  Quantum  wäre  aber 
kein  anderes  gewesen  als  im  vorigen  Falle,  also  wieder  S8,4,  und  es  folgt 
Lieraus  ein  Gewinn  von  WSrme,dBrdem  vorigen  Verluste  gleich  ist. 

Diese  beiden  Aenderungou  des  ursprünglichen  Wärmeqnantams  <inden 
lilalt  ohne  Abgabe  oder  Aufnahme  von  Wftrme  von  aussen 
und  ohne  Acnderung  der  nrsprünglichpn  Summe  der  leben- 
.digen  Kräfte  und  ich  verkenne  die  wesentliche  Verschiedenheit  der 
bieraua  sich  ergebenden  Conseqnenzen  gegen  die  'Sütze  der  mechanischen 
Wärmetheorie  durclians  nicht,  allein  meine  Schlüsse  sind  die  nächste  Folge 
.derAbleitungderWürmeerscheinuiigen  aus  gegenseitigen  Stössen  elastischer 
.Körper  und  entweder  muss  die  Aenderung  der  Wärmemenge  ohne  Aende- 
.ruDg  der  lebendigen  Kraft  möglich  sein,  oder  die  Wärme  beruht  nicht  auf 
Bewegungen  elastischer  Körper,  die  aufeinander  sEosseu  klinneu. 

Es  ergiebt  sich  ans  dem  Vorstehenden  ein  Verlust  von  Wärme,  wenn 
ein  Körper  mit  grösserem  Atnragewii'hlo  durch  einen  solchen  mit  kleinerem 
Atomgewichte  abgekühlt  wird;  im  entgegengesetzten  Falle  ergiebt  sich  ein 
Gewinn  an  Wärme.  Auf  dieses  ResnltAt  kommt  man  auch  durch  die  Ta- 
bellen II,  in  und  IV.    Man  tindet  bei 

die  urspr.   Wllrmu         l>uri^h>ciinittswtiriiie         Vurtuat 
Tabelle  11  und  HI:  aS.O  25,0  2.4 

„         IV:  3:2.0  27,2  4,11 
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Iq  beiden  Fällen  verliert  äai  schwerere  Körper  nn  Wärme.  Es  kommen 
übrigens  im  Nacli  folgen  den  noch  Umstände  zur  Sprache,  welche  Modifica- 
tiouen  des  yoratelieuden  Sstises  bedingen. 

Mit  dem  Verlust«  oder  Üewiiiue  an  Wärme  ist  ohne  Zweifel  eine 
Aeudernng  des  Vulumeoa  verbunden  und  hier  kiinnte  derSchlfisael  xn  den 
Salze  von  der  ArbeitaäquivalenK  der  Wärme  za  suchen  eeia,  fUr  welchen 
Salz  meines  Wissens  zar  Zeit  der  mathernntische  Beweis  fehlt.  M«n  h»i 
den  Satx  aus  der  Erfahrung;  »bgeleilet  und  nU  Axiom  in  die  malhematischvu 
Formeln  eingeführt;  eB  muss  jedoch  ant-h  gelingen,  ihn  mathematiRcb  abtn- 
leiten,  so  das«  in  einer  Formel  sich  eine  Ausdehnung  berechnet  und  dafär 
allenfalls  so  wie  im  Vorhergehenden  sich  etwas  vermindprt,  was  der  Phy- 
siker als  Kepräsentanleu  der  Wärme  erklären  kann.  Ich  halte  es  Cibrigeni 
nicht  für  unmöglich,  daas  der  Satz  von  der  ArhoitsÄquivalenz  der  Wärme 
nicht  ganz  strenge  richlig  ist,  und  dass  die  verschiedenen  UeBultate,  welcbis 
die  Versuche  als  Arbcit&äqoivaleut  der  Wärmeeinheit  ergeben  haben,  nicfal 
ganz  auf  Itechnuug  der  Beobacbtungsfehler  zu  setzen  seien.  Es  «rare 
dieses  sicherlich  nicht  der  erste  Fall  in  der  Physik,  dass  man  einen  Satt 
aufsugs  für  strenge  richtig  hielt  und  später  kleine  UnregelmäasigkfiteD 
beobaubtcle. 


In  der  Natur  sind  die  Massenatome  bekanntlich  mit  Aether 
und  dios<-iD  üuiGtande  soll  im  Nuchfolgeudeu  znuHchst  dadurch  Kechoi 
gi-.lragi^D  werden,  dass  ich  annehme,  es  wechseln  die  MssseulheiUlK 
mit  solchen  Atooieu,  deren  Meuge  der  materiellen  Substanz  gegea  die 
ersteren  nur  sehr  kleiu  ist.  Ich  will  nun  setzen,  es  seien  zwei  KJirper  ah 
und  Jß  gegeben,  hei  denen  die  Massen  der  Atome  a  und  b  sich  zu  denen 
der  Atome  A  und  ß  verhalten  wie  100  zu  40O,  während  zwischen  je  zwei 
Msftsenntomen  sich  eine  Aetherkugcl  von  der  Menge  1  der  materiellen  Sub- 
stanz befindet.  Zu  jedem  Massenutom  gehört  ein  Aetberatom ,  das  unmittel» 
bar  hiuler  ihm  siebt,  es  bilden  also  a  und  a,  A  u.id  o, ,  ^  und  ^,  B  und 
je  eiue  Uynamide.  Es  sei  ferner  der  Körper  AD  etwas  war 
Froduct  seines  Aiotugewichles  in  die  üeschwiodigkeii  [inv)  verhalte  sich  KU 
iteui  gleichen  Pruducte  der  Atome  ii  nnd  b  wie  1,1  zu  1,0  und  dasselbe  Ver- 
hältniss  gelte  auch  für  die  jeweilig  za  den  Atomen  gebörendeu  Aelher- 
theilchcn.    Wir  bekommen  nun  folgende«  KeHullal: 
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In  beiden  vorstehenden  Tabellen  sieht  mnn  deatlicli  die  foitptlnDxnng 
ler  warme  dnrcli  Leitung.  In  iler  erfiter*ii  wäclist  die  Temiieralur  von 
a  und  hß  ganz  allmfllig,  wäiirend  sie  iu  -4a,  und  Bß,  abnimmt.  Aa,  ist 
_ieiijeraeits  mit  kitlleren  Theilchen  in  Beriilirnug  nnd  erkaltet  daher  rascher 
i)b  ßß,  und  ebenso  erwärmt  eich  l'ß  schneller  ak  uo'.  In  dor  «weiten 
Tabelle  findet  man  statt  der  Erulnniuiig  eine  Abkülilnug  und  nmgekchrt. 
[)«s  LeitungKvermögeu  ibt  in  beiden  l'üHon  nnr  gering  nnd  kq  einer  Gleich- 
^elliing  der  Temjier&tnreii  der  beiden  K'iriJer  würde  noch  eine  bedenlendo 
;An;^abl  von  StöüBen  nothwendig  sein.  Aus  Tabelle  II,  welche  daii  Scliema 
•a  besseren  Wärmeleiters  daratollt,  ergiebt  sich  ancb,  dnss  die  Teni- 
jieradir  eine»  Atomes  nicht  fortwähren d  wuchst  oder  abnimmt,  sondern 
i  Abnehmen  nnd  Znnebmen  einonder  nblöaen.  Alles  diexes  würde  sich 
in  Tabelle  V  nnd  Tabelle  VI  in  längeren,  übrigens  bei  der  grossen  Anzahl 
StÖHsen,  die  iu  kurzer  Zitit  sich  folgen,  doch  noch  für  uns  nnmessbar 
nen  Perioden  wiederholen.  Es  mtige  jedoch  die  vorstehende  kleine 
Anzahl  genügen  und  ich  will  daher  annehu^en,  die  Temperaturen  seien 
ausgeglichen. 

Diu  in  einem  Korper  hpfindllche  Wärmemenge  ist  gleich  der  Summe 
aller  Producta  mv  seiner  Tbeile.  Jedes  Atom  bekommt  dnrch  den  Aus- 
gleich  das  n&mliche  Produut  (oder  wenn  man  will,  der  mittlere  Werth  des 
froductea  ist  bei  allen  der  gleiclie),  es  haben  also  bei  gleicher  Temperatur 
alle  Atome  dieselbe  Menge  von  WÄrme.  Nennt  man  sjiecifische 
Wärme  diejenige  Wärmemenge,  welche  in  der  Gewichtseinheit  enthalten 
ist.  so  ist  der  Werth  der  specilisclien  Wärtne  nm  so  grösser,  je  bedeuten- 
der die  Aunahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Atome,  d.  i.  je 
kleiner  das  Atomgewicht  ist.  Man  kommt  so  auf  den  ISngst  be- 
kannten Satz,  dass  das  A  ti>  mg  ewlclit  der  speci  fischen  Wärme 
eines  Körpers  umgekehrt  propor tional  sei.  Dieser  8ata  ist 
jedoch  nicht  strenge,  sundern  nur  annähernd  richtig.  Die  Ursachen  der 
Üngenauigkeit  ergeben  sich  aus  später  anzugebenden  Gründen. 

Der  Zahl  nach  sind  sicherlich  die  Acthertheiluhen  in  jedem  KÜrper 
den  Masseotbeilchen  überlegen,  nnd  nach  der  Lehre  vom  Stosse  absolut 
elastischer  Körper  kann,  da  die  absolute  Grosse  des  Productes  aus  Masse 
und  Geschwindigkeit  bei  lierlihruug  verschiedener  Stoffe  sich  so  stellt,  dusa 
der  Mittelwerth  desselben  für  jedes  Theilchen  gleich  ist,  der  Enderfolg 
nur  der  sein,  dass  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Aethortbeilchen  allent- 
halben die  gleiche  ist,  und  da  auch  die  Temperatur  sich  ausgleicht,  kann 
man  den  Satz  aufstellen,  dass  bei  gleicher  Temperatur  die  mittlere 

*  Die  Columnen  der  Aethertbeilchen  tiguen  skli  xur  Vergleichlimg  betaer 
als  die  der  MsBaintheilcbon ,  weil  die  abaolnte  Gröese  der  Bewegung  verh&ltnisa- 
mUsslg  geringeren  SeLwankuiigen  iiDterworfen  ist.  Der  DorcbectioittBwerlh  von 
BiD  ist  Uhrigens  für  a  aad  a,  A  und  v,   li.  a,  w.   wieder  gleich. 
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Diese  ZiiE 
,  von  hier 
'  bixli 


1 


icLt  > 


Theikhen,  AU 
nien  hatten,  se 
rechts  zu  gel» 
Wechsel   zwiB. 


nunenGtellung  ist  bis  eiidi  Zeittheilchen  0  dea  frUlieren  a 
in  bi(t  26  beziehnngaweiHC  24  seigt  sich  über  bei  A  unAi 
r  eiu  Zeichenwechsel,  sondern  eine  Zeichenfolge.  Beide 
in  der  Zeil  8  eine  Bewegung  von  rechls  nach  links  bekooi- 
sen  dieselbe,  wenn  aucli  langsamer,  fort,  statt  wieder  nach 
I,  und  in  dea  folgenden  Zeittheilchen  findet  aiicb  nnr  ein 
len  grösserer  und  geringerer  Gescliwindigkeit ,  nicht  aber 
lg  statt.  Von  40 — 80  bei  J,  sowie  von  38 — 0» 
Erscheinung,  und  auch  hier  findet  das  Beharren 


■nderung  der  Kichti 
riederholi  sich  dies 


n  der  Kichtnng  v« 
uhtet  man  etwas  a 


<   beob- 


icb  links, 


0  53—57 


BD   ist   klar,    dass.   «ei 

würden,   sie   znletül  gi 

darnin  die  Darstellnog,  die^ch  bisher  e 

deroDg  nütliig  hätte.     Es  mnss  daher 

kommen,  in  weich« 

gesellte  Veiballen 

doch  naheen  an  ihn 


is  nach  links  statt.     Bei  dem  'I'beilche 

,  denn  BS  geht  von  9 — 15  nach  rechls,  v 

'der  nacb  rechts.    Betrachten  wir  zuerst  A  und^ 

diese  Theilcheu  ihr  Verhalten  immer  beibehs] 

niis  Reihe  und  Glied  kommen  mussten,  und 

vlialien  babe.  eine  totale  L'män- 
I  Verlaafe  der  Zeit  eine  Periode 
lie  Tbeilchen  das  dem  eben  bex{jrochenen  entgegM 
der  Weise  einschlugen ,  dass  sie,  wenn  nicht  g 
allen  Platz  zurückkommen:  es  darf  der  Flatzwecbl 


1  2fl — (^ 
nd  da«^' 


neb  durch  die 
1  erkliiren  lies 
und  hergegang 
mglicben  Stell« 


nicht  grösser  sein,    als  dass  er  sich 

Wechsel  vorkommenden  Viränderung 

ist  bis  zum  SchlnssB  von  57  wohl  bin 

doch  erbeblich  weit  von  seiner  nrsp 

weit  nach  links  gerückt.      Um  nun  hier  etwas  klarer  blicki 

habe   ich   mich  veranlasst  geseben ,  der  Tabelle  VI! 

dehnnug  zu  geben.    Wie  die  zwe 

der  fUr  die  Zeiten  64  und  6a  ber« 

ergehenden  unhezu  entgegengese 

den  beiden  ersten  Zeittheilchen  i 


bei  dem  Temperatll 
se.     I>as  Tlieilchenjl 
;n  ,  hetiudet  sich  «U 
,  denn  es  ist  viel  ■ 
zn  köniu 
eine  so  grosse  Aw 
Tabelle  zeigen , 
bnete  Werth  von  m  v  dorn  sich  für  I  nnd  3 
it,  denn  fllr  diejenigen  Atome,  welche  in 
e  dnrchschnittliche  Uewegungsgröss 


ind  diejenigen,  welche  mit  4 

tben  also   die  Werlhe  d«r  I 

B  den  Tabellen  V  nnd  VI  ergiel 


eiligen 


halten.  Imhen  wir  bei  IM  und  »5  nahe; 

begannen,  bohilzen  nun  nahebei   400. 

wegungsgrüaeen  gewecbselt-     Wie  aicl 

entsprechen    sieb    die    Werthe    der   ji 

Weise,  dass  man  stets  dieselbe  Summe  hekomml 

Glied  einer  Tabelle  zugehörige  Prnducl  zu  dem 

man  von  dem  entsprechenden  Gllede  der  andei 

nun  die  erwÄbnle  Auswechselung  der  Werthe  vi 

seits,  hei  1  und  2  andererseits  ciuevoUsIHndige,  so 

der  Tabelle  VII  von  Ö5  an  zu  dem  Stucke  1—64  gei 

Tabelle  VI  zur  Tabelle  V  und  die  Summe  der  mv  (beiden  Zeichenfolgen 

die  Diflerenz)  müsste  für  die  einander  entsprecheuden  Glieder  die  gleiche. 

werden,  in  der  Zeit  1211  wilie  wieder  genau  der  Zugtand  von  1  hergestellt 

und  gämintlicbc  Theilcheu  wären  An  ihrer  urspiüng liehen  Stelle.    In  Wirk- 


iweguugsgröasen  in 
wenn  man  das  dem  eini| 
Producte  addirt,  welcU 
aa  Tabelle  erhXit. '  W« 
n  m  r  bei  Oö  und  66  ein^ 

^h  die  Fortsetaung"" 


würde 
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lictikeit  geht  die  AnswechseluDg  der  Wertlie  von  mv  in  Tabelle  Vit  nklit 
vollatänüig  vor  aicb,  sie  ist  ither  doch  nahe  genu^,  um  xa  dorn  Sulilustie  zu 
betechligeii,  das»  nath  Verfla»8  von  je  128  Zeittheilchon  srcli  jpde§  Tiieil- 
chea  wieder  nahezu  an  deiimelbeu  Ürle  befinde.  Das  Theilchnn  b,  da»  vnn 
9  an  eine  Zeit  lang  Htetig  nach  tecblB  ging,  geht  dem  enlsprcchend  van  70 
an  einige  Zeit  nacli  reihts,  und  ebenso  beginnt  für  A  und  B  in  73  eine  Zeit 
der  Btetigen  Wanderung  nach  tecbls,  enlsprechend  der  Zeit  8—26,  in  der 
Bie  na<:h  links  gingen. 

Bei  65  und  6(J  aind  die  Differenzen  der  Werth  von  m  v  nicbt  niehc  so  gross, 
nie  sie  bei  1  und  2  waren;  bei  128  und  ltM>  werden  sie  wieder  etwas  kleiner 
Bfiin,  alü  bei  05  und  66  und  daraus  ergiebt  sieb,  dass  nach  Verlauf  von  eini- 
gen TauHend  Stüsseu  eine  vollsliindige  Ausgleichung  stitttfindeu  muss. 

In  der  drit.llelzten  Zeile  der  Tabelle  habe  ith  den  mittleren  Wertb 
TOD  mv,  wie  er  üieb  ftir  die  Zeit  1 — M  entziffert,  angegebeu.  Man  findet 
hier,  dass  dietter  Mittelwerth  in  der  dritten,  fünften  und  siebenten  Colnmne 
ein  anderer  ist,  als  der  in  der  Colnmne  4 ,  Ö  und  8,  wekbe  Ungleichheit  mit 
dem  oben  ansgesjirotheuon  Satze,  dass  die  Werthe  in  der  ernten  und  zwei- 
ten, in  der  dritten  und  vierten  u.  a.  w.  Columne  gleich  seien,  wenn  die 
Zahl  der  Stösse  eine  gerade  Ist,  nicht  harmonirt.  Ks  rührt  dieses  dnvon 
her,  dass  die  TliPildv'n  J,  h  und  B  zeitweise  ihre  Kichtang  nicbt  ändern; 
denn  würde  mnn  diejenigen  Glieder,  in  welchen  das  entgegengeaetate  Zei- 
chen eintreten  sullte,  von  der  Summe  der  fibrigen  abziehen,  statt  sie  zu 
■ddiren,  so  würde  die  besprochene  Gleichbeit  sofort  eintreten.  Daicb  mir  eine 
negnitve  ßewegungsgrösse  nicht  denken  kann,  so  nehme  ich  Anstand,  diese 
Siibtraction  auszuführen,  nnd  ich  kann  mir  diese  eigentbilmliche  ErHchei- 
tiuDg  nicht  anders  erklären ,  als  indem  ich  annehme,  dass  wir  es  hier  mit 
einer  Vergrüssernng  der  Wttrmemenge  zu  thun  haben.  Ich  bringe  die  Er- 
scheinung mit  der  bekannten  Thatsnche  Jn  Verbindung,  dass  die  speci- 
fiwhe   Wärme    der   Körper  bei    wachsender  Temperatur    zn - 


nnit. 
Setzt  n 


nnd  für  den  l'^all  de:s  Eintretens  de» 


V  +  .. 


■  Temperatur 


f^ 
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Bereclmet  m«ii  nnn  L 
fiilirten  Dftten,  so  erbült  tnnn 

L  ~  785153 

wr  =  4)1,0(1, 

wnlireud  die  uraprUiiglicIie  üiittlere  Würti: 

durcli  cinfncho  Addition  ergiebl  =440  ist. 

grösserung  der  Wä 

r  gemiscl 


Hus  den  in  Tabelle  VII  Zeile   t  TOfge- 


sich  aus  der  crstei 
findet  ala,.  hier  eine  Ver- 
r  voci  sehr  vcrscLiedeuei 

Teniperatar  gemischl  werden,  uud  nii  dicaeui  Zuwachse  trSgt  die  Aaweseo- 

beit  der  Aethertheikhen  n,  und  ß,  die  Schuld,  wrthrond  die  Tbeilcben  A 

und  ß  als  mit  grösserer  Menge  der  inalerielleu  Subslanis  versehen ,  im  «ui 

gfgengesetzten  Sinne  thülig  sein  würden. 

Ueber   die   absolnte  Grösse   des  Wkrmezawachses  wage  ich   zur  Zflit 

eine  lOutäcbeMong  nicht  abzugeben.     Wenn  man  nümlich  nach   der  »ogt- 

iianiitPn  Misch iitigsmethode,  dem  genauesten  Mitlei  snr  ßestirumnng  der  Bp»> 

i;iti»chen  Würme,  diese  Grösse  Tiir  einen  Körper  untersucht,  so  ist  Aer  g*- 

wöiinliche  Vorgang  der,  dass   man   eine    klein 

Unterauchungskörpere  in  eine  gHissere  Menge 

'remperalur  bringt,  und    dann    die  hervorgehi 

ringe)  l'emperatuiünderuDg  mit  de 

sich  zumeist  dies  zu  thun,  weil  innn 

will,    und    knüpft  die  Ablesnng  di 

Angenblick,  in  welciiem  dns  Inslrument  seinen  h< 


I 


(juniititüt  des  erwübme» 
m  Wasser  von  gegebener 
htfi  (im  Allgemeinen  ge- 
besliiunit.  MaD  beeilt 
E  nach  aussen  vermeiden 
rs  in  der  Kegel  «n  im 
hsten  Stand  erreicht  hat, 


also  wieder  eu  fallen  beginnt.  Vergleicht  msn  nun  das  Ergebniss  dei 
helle  VII  [iiit  dein  Kcsullate  der  GU'ichnng  7|,  so  findet  man,  dass  vor  ge 
achehener  Aüs<;leicbung,  also  bei  Beginn  der  Beobachtung  [dargestellt 
durch  die  Tabelle)  eiue  grössere  Wfirmemenge  vorhanden  ist,  als  nach  den 
Ausgleiche,  der  durch  Gleichung  7)  repräsenliit  der  Zustand  ii>t,  der  nach 
einigen  Tausend  Slössen  eintritt.  Es  ergicht  sich  nun  die  Frage,  ob  man 
hei  der  eben  »ngefiibrten  Benhnchtungsweise  mit  dem  Falle,  der  durch  die 

i  tbnn  hnt,  oder  mit  dem  Falle  der  Gleichung  7). 

n  ein  jiaar  Secuudeu  viele  Millionen  von  Stüseen, 
Gleichung,  wiifarend  nudertirseils  die  Wärme  von 
viele  Atome    vorbreiten  miiss    und   daeu  wieder 


Tabelle 
Man  bat 

arges 
beid 

eilt  ist, 
r  WHrm 

und  die» 
einem  A 

sspr 
om  B 

cht  mr 

sich  üb 

von   Sl 

.prieht. 

Eine 

Reanlw 

verfrüht 

eu  ei 

kUren. 

icht, 


.   für 


;   dieser  Frage 


:len  Fall    der  Tabelle 
;  daher   zur  Zeit  noch  i 


:«  dürfte  woli]  selbstverstnndlich  e 
lügen    üher  Wärm 


ISS  alle  die  vorstehendet 
maclit  werden  können, 
dass  man  nöihig  hiltta,  sieb  mit  der  Beantwortung  der  Frage  zu  beschitj 
gen,  in  wekhoin  Verhftltnittse  die  d"rcb  Thermometergrade  besiimmten  1 
peralnren  zu  einander  stehen,  eipo  Frage,  welche  ich  aur  Zeit  gani  \ 
rithrt  lasse. 


Wie  man  aus  Tabelle  VII  leiclit  Beb<(n  ksno,  können,  wenn  einige  Zeit 
liindnrch  bei  eiD  pai;r  benaclibarteu  Mitsgeaatouapn  Jor  Zi-ichenwechset  aus- 
bleibt, diese  sich  niügliclierweisc  Kiemlicli  weit  von  einnniler  entforneii.  Im 
Allgemeinen  wird  die  Kutfernuiig  wohl  keine  aUzugrosae  sein,  denn  wir 
liaben  die  Zeiu  Leo  folge  nur  bei  denjenigea  Tlieilehen,  deren  Ge*cbwliidig- 
keit  ibrer   belräclitlicheu  Müsse   wegen    an  und    für  sicli   nicht  gross    ist- 

Nichtsdestoweniger  sind  bei  Testen  Körpern  und  tropfbaren  Flüssig- 
keiten Fälle  denkbar,  wo  die  aonst  so  engen  Grenzen  der  Molecnlaratlrac- 
tion  libersehritlen  werden.  Aggregatzustnndsfinderungon  oder 
chemische   Zerlegungen    werden    die   Folge    davon    sein, 

Ist  die  Atomzalil  in  den  zwei  Knsanunengebrfichten  Körpern  verBchie- 
den,  so  werden  die  bisherigen  Resultate  nicht  geändert,  wie  dieses  Ta- 
belle Vlir  zeigt,  in  wekher  das  Atom  Bß^  der  Tabelle  V  durch  ein  wei- 
teres Atom  c^  von  gleicher  BeEchatfenheit  mit  an  ersetzt  ist. 

Wir  haben  hier  den  Fall,  welcher  in  der  Praxis  hei  der  sogenannten 
Mischungsmethode  in  Anwendung  kommt,  Mru  nimmt  eine  grössere  Quan- 
tität  einer  Flitssigkeit  von  bestimmter  Terapernliir  {aubßcy  der  Tnbelte) 
mischt  dieselbe  mit  einer  geringeren  Quanliläl  der  Prürangssnbstanz  (.<((,} 
und  bestimmt  deren  specifische  Wärme  ans  der  Rndlemperntnr. 

Wendet  man  die  Gleichung  7)  auf  diesen  Fall  an,  so  hi-kummt  mau 
für  die  erfolgte  Ausgleichung  der  Temperatur 


i 


100.      40() 

Nach  erfolgler  Ausgleichung  ist  also  die  Temperatur  eines  joden  Theü- 
chens  ausgedrückt  durch  mr~A\<i,2[  und  die  Gosammlwarme  aller  8  Theil- 
eben  ist  daher  (r=3a82,4«,  wJlhrend  die  ursprüngliche  WÄrraemenge.  wie 
sich  aus  der  ersten  Zeile  der  Tabelle  ergiebt,  »'=3280,00  betrügt.  Macht 
man  also  das  Fxperimpot,  so  ergiebt  sich  die  specifische  Warme  etwas 
höber,  alt,  sie  nach  dem  Satze,  dass  die  specifische  Würnie  dem  Atomge- 
wichte umgekehrt  proportional  sei,  sich  berechnen  wtirdo,  nnd  wir  haben 
also  liier  eine  der  Ursachen  der  Ungenauigkeit  dieses  Satzes. 

Bisher  habe  ich  stets  snlche  Fälle  angenommen,  bei  denen  die  Aether- 

mengc  der  verschifdoneu  Atome  die  nämliche  war.     Wechselt  die  Aether- 

qnintitftt  von   einer  Substanz    zur  andern,   so   ist  eine  Vorändernug   der 

Wärmemenge  die  nächste  Folge.     So  viele  nicht  unmittelbar  mit  den  Mas- 

I  aenatnmen  zusammenhäugeudo  nnd  mit  ibnen  aivli  bewegende  Aetheratome 

I  nnd  ao  viele  Massenalomo  in  einem  Körper  sind,  so  oft  wiederholt  sich  das 

[  Product  mv  um!  damit  vergrössert  sich  die  Wärmemenge.     Das  Gewicht 

k  eines  Körpers,  d.  i.  die  Anziehung,  die  er  gegen  die  Krdo  erführt ,  ist,  wie 


500    Anwendung  der  Lelire  vom  Stosse  elastischer  Körper  etc. 
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Von  Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer. 


ich  an  einem  nDdern  Orte*  gezeigt  habe',  von  iler  ihn  begleitenden  Äetber- 
nienge  unabLängig,  und  wenn  bei  gleichbleibendem  Gewichte  die  Znbl  der 
sich  Tür  nlcb  bewegenden  Tbcilcben  wücbst,  ein  Fall,  der  bei  der  Zanabme 
der  Aetbermenge  eintritt,  so  rauss  eine  Vorgrössernng  der  spcciüschen 
'  Wfirme  die  uäcbäte  Folge  sein,  denn  die  WännemeBge  wQcbst  mit  der  Zabl 
der  freien  Aetber-  n  n  d  der  Masaentbeilcben,  das  Gewicht  wächst  mit  derZahl 
der  Mflssentheilchen  allein,  und  die  -sjieciliscbe  Würine  muss  daher  mit  der,in 
der  (>ewichtseinbeitGuthallcnen  Ar thrTniongo  wachsen,  wobei  ich,  um  Missver- 
standnisaen  vorzubengi-n,  bemerke,  daaa  ich  unter  freien  Aet bert heil*" 
eben  sowohl  den  i nl er mole ciliaren  Aetlier  als  auch  denjenigen  verstehe, 
welcher  snr  Bildung  der  Dynamidcnbiilleu  dient,  während  ich  als  geban- 
donen  Aetber  nur  diejenigen  Aetbertheilchen  betrachte,  welche,  gur 
SiittigUDg  der  Maesentbeilcheu  dienend,  in  unmittelbarem  Contacle  mit  den- 
selben sind,  mit  ihnen  sich  bewegen  und  nur  etwas  die  Menge  ihrer  mate- 
,   sonst   aber    für    die  Wärraeerscheinungen    ohne 


riellen  Substanz   ändern. 
Belang  sind. 

Ist  a  die  Zabl  der  i 
freien  Aethertheilchcn  ni 


I  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  enthaltenen 
id  u  die  Zahl  der  Maasentheüchen,  während  a, 
und  a,  die  gleiche  Bedeutang  flir  die  Gewichtseinheit  eines  anderen  Kör- 
pers haben,  so  verhalten  sich  bei  gleicher  Temperatur  die  Wäimsinengeu 
beider  Körper 

ff,      «,  +«,■ 


n,    das  des  andern  Körperu  vor 
igpkehrt  wie  die  Atomgewichte 


•Stellt  m  das  Atomgewicht  des  einen, 
und  sollen  die  specifischon  Wärmen  steh  nt 
verhalten ,  so  wird 

'".^  °  +  « 

I,.        a,  +  er,- 

Nun  verhKlt  sich  die  Zahl  tt  der  in  der  Gewichtseinheit  enthalteoen 
Mass«nalome  des  einen  Körpers  zu  n,  nmgekebrt  wie  die  Grösse  des  Atom- 
gewichts, es  ist  also 

—  =  —      und      o  =  —  tt,  , 
es  wird  daher 

8) 


m  «,  +  t,. 

Die  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enlltaltenen  Aelherlheilcben  ver- 


hält sich  nmgekehrt  \ 


9  Atomgewicht,  direct  wie  die  Zahl  der  Atome 


•  Itieis  Zeitschrift  XI,  3,  S.  ISO,  111. 


Um  nun  diesen  Widereprucli  zwischen  Theorie  und  Crfahrang  ] 
heben ,  will  ich  im  Nachslchendon  einen  Sntz  anftilellen ,  den  icb  jedoch  a 
Zeit  nur  ah  H^potbese  geben  kana. 


Bei  der  Be= 


nannten  Mischnngsmethode  wird  diese  i 
in  ein  Käblgefjiss  geleitet,  iu  welchem 
Wärme  an  Waaser  abzugeben,  aus  dess 
fixcbe  Wärme  der  Liift  berechnet  wird. 
aus  ihrem  stärkeren  Lichtbrechangsver 
Aether  ah  dünne  I.uft,  nnd  da  ausaerdei 
men  Iilelner  ist,  so  lasst  sich  mit  aller  B< 


mg  der  specifiscben  Würme  der  Luft  nach  der  s 


dichter  Luft  weniger  iu 
Gewithie  dünner  Luft, 
befindliche  Luft  auf  wi 
der  Conipression  weuigi 


Gefö^se  erwärmt  Und  daj 
hr  Gelegenheit  geboten  is 
n  Temperaturerhöhnng  die  apei 
Die  dichte  Lafi  enlbüll,  wie  a 
tiögen    evgiebt ,    weniger    diciittj 
1  bei  gleiehem  Gewichte  il 
jtimmtbeit  behaupten,  dass  nebea 


Com 


:  Aethei 


Äctber  sei  als  neben  einem  gleichen 
rt  man  die  in  einem  liirtdichten  GeHlasa 
ir  eine  Weise,  so  enthüll  die  Luft  i 
la  vorher,  nnd  letzterer  tau^a  sich  dal 
,  entsprechenden  Theile  durch  die 
deH  Gefässes  entfernt  haben.  Da  man  nun  kein  Blasen  u.  dgl.  wahn 
so  lüsst  eich  schliessen,  dass  Ihm  das  Gefäss  gar  nicht  einmal  einen  gros»«! 
Widerstand  leistet,  der  Aelher  geht  durch  die  Poren  eines  Gefässei 
die  Luft  durch  die  Maschen  eines  Netzes.  Mau  denke  sich  nun  ein  cylii) 
drisches  Net/  in  der  Luft  befindlich  und  mit  Luft  gefüllt,  an  seiner  GrunJi 
fiäche  befinde  sich  ein  grösseres  Loch  und  der  Deckel  sei  durch  einen  vmS 
schiebbaren  Kolben  ersetzt.  Drückt  man  nun  den  Kolben  langsam  in  dos 
Netz  hinein,  so  uird  der  Kaum  in  letzterem  kleiner  und  die  Luft  inuss 
hinaus.     Wird  diese  wohl  durch  das  Luch  des  Bodens  des  Netzes  geb«n 


oder  durch  dessen  Maschen  V  Aller  Wahrs 
schliesslich  das  letztere  geschehen  und  di 
molecularen  Aether  ein,  wenn  man  die  s 
bestimmt,  er  geht  gsr  nicht  oder  nur  z 
Kühlrobr,  denn  er  findet  Wege  geuug  iu  dt 
kann  auch  die  Temperatur  des  Klihlgefässt 
Wir  befinden  uns  inmitten  eines  Oce 
fös3  eingeschlossen  werden  kann,  weil  e- 
den  wir  aber  aus  demselben  Grunde  aui 
können.     Wo  ein  ätherfreier  Raum  enlsie 


cheinlicbkeit  nach  wird  fa^t  ant 
irsetbe  Fall  tritt  mit  dem  intex^ 
pecifiscbe  Wärme  der  Gasart 
im  geringsten  Theile  durch  du 
m  Poren  des  Gefäsaes  ii 
:s  durch  ihn  nicht  erhöht  werdeilj 
ans  von  Aetber,  der  in  kein  ( 
i  kein  solches  ohne  Poren  g 
I  kemem  Gefasse  ausechlieasei 
bt,  da  sucht  von  aussen  Aethol 


hinzudringen,  denn  die  gegenseitige  Abslossung  der  Aelbertbeiichen  unta 
einander  bewirkt,   wie  ich  schon  früher*  gezeigt  habe,   einen  Druck  d 
Üuaseren  Aethers  gegen  den  leeren  Kaum.     AetherverdUnnungen  könnei 
Jedoch,  wie  ich  an  deniaelben  Orte  gezeigt  habe,  bleibend  gemacht  werdei 
wenn  die   Massentheilcben  um    sich    berum   eine    andere   Gruppirnng    < 


■  Dies«  Zeitaefarift  Jahrg  XI.  lieft ». 


paar  Jnhre  spitter  oder  als  natürlicher  Krystill  bealtat,  weil  der  frisch  ge- 
achmolKene  Schwefel  nach  nnd  nach  in  «inen  kryatalliniscben  ZoHtand  Über- 
geht, mit  welchem  Vorgänge  eiue  Äbscheiiiiing  von  Aetlier  verhunden  ist. 
Ist  ein  fester  Körper  aucli  nicht  kryatallisiil,  en  int  dui-h  ilie  gegenteilige  Ein- 
wirkung der  Llynamiden  nach  verschiedeiien  Uichtangr.u  eine  andere.  Die 
Hiirte  der  festen  Körper  ist  grösser  als  die  Sehwerewirkmig  der  Erde  ,  dpiin 
letztere  vermag  es  nicht ,  die  Thnilchen  des  Körpers  um  einander  zu  drelipn, 
wfihreiiU  bei  denFlüsüigkeitPn  der  nmgpkehite  Fall  eintritt  und  die  Schwere- 
Wirkung  für  die  Gestalt  derselben  mesegebend  ist.  Die  Körper  haben  ira 
äUeaigen  Zastnnda  eine  geringere  USrEe  als  so  lange  sie  fest  aiad;  dieser 
Umstand  beruht  darauf,  dass  die  Dynamiden  bei  den  Flüssigkeiten  mehr 
Aetberscbicbleu  um  sich  haben  nnd  dieses  hat  wieder  eine  grössere  speci- 
fisehe  Wärme  der  Flüssigkeiten  Kur  Folge,  d.  h.  die  Körper  haben  im  ge- 
Bcbuolzencn  Zustande  eine  grössere  speciäscLe  Wärme  als  im  faxten. 

Die  Lnftnrten  sollten,  da  sie  sm  meisten  Aetber  enthalten,  eigentlich 
weitaus  die  grösste  sppciti.scbe  Wärme  besitzen ,  doch  ist  dieües  bekanntlich 
nicht  der  Fall  und  ich  «lebe  hier  vor  einem  Widerspruche,  der  ohne  Hy- 
pothese zu  lösen  schwer  ist.  Wenii  man  einnm  beliebigen  Quantum  Luft 
gestattet,  ein  grössrres  Volumen  einzunehmen,  vo  hnt  man  in  dem  grösse- 
ren Räume  die  nümlicbe  Luft  und  so  nud  so  viele  Aetlieilbeilcbeu  dasn; 
soll  nun  eine  Eiwilimung  stattfinden,  ao  brnucht  man  Wärme  a)  zur  Er- 
höhung der  Temperatur  der  Stoffe,  welche  vor  der  Ausdehnung  da  waren 
nnd  li)  zur  Erhöhung  der  Temperatnr  der  Aetbcrtheilchen ,  welche  bei  der 
Voliimftnderung  dazu  gekommen  sind.  Man  mag  sich  nun  den  Aclber  vor- 
stellen wie  man  will,  ein  materieller  Stoff  wird  er  immer  bleiben  und  so  lange 
dieses  der  Fall  ist,  wird  er  auch  Kraft  nothwendig  haben,  wenu  er  in  lie- 
wegnng  gesctat  werden  soll.  Angenommen,  man  linbe  zwei  Gefftsse,  deren 
eines  Luft,  deren  anderes  Actber  enthält,  ao  muss  der  Aether  ebenso  gnt 
als  die  Luft  eine  specifi-che  Wärme  haben,  und  wenn  bei  Herstellung  der 
Coiiimnnicaiion  awischen  beiden  Geffissen  die  Lafl  sich  über  beide  vertlieilt, 
80  ist  der  Aelber  neben  ihr  auch  noch  in  und  die  specifiscbe  Wurme  von 
Ln^t+  Aeilier  mnss  doch  grösser  sein  als  die  der  Luft  allein.  Ich  habe 
mir  schon  viele  Milbe  gegeben,  die  specifische  WÄrme  des  Aetbers  nus  den 
vorhandenen  Beobachtungen  abziileilen  ,  doch  war  bisher  alles  umsonst. 
"Nach  Regnaiilt  ilndnrt  sich  die  speeifisclie  Würmo  il er  Luft  mit  ibrer 
Dicbligkeit  nicht  und  demzufolgo  wäre  also  die  specifiscbe  WÄrme  des 
AethciB  glciili  Null.  Die  specifische  Wärme  des  Aethers  ksnn  aber  nicht 
gleich  Null  sein ,  sie  hat  im  Gegentheüe  aller  Wahiscbeinlicbkoit  nach  einen 

I  lehr  grossen  Werlli,  donn  es  ist  die  Zahl  der  Äelbertheikben  jedenfalls 
eine  sehr  bedeutende,  die  Menge  der  materiellen  Sub-tana  eines  Aether- 
theilcbena  ist  eine  sehr  geringe  und  der  Umstand  ,  dass  di?  Äetherth  eil  eben 

L  uiclit  ttuhwer  sind,  but  hui  der  Wäriuo  uii:h>4  xu  »idiaffeu. 


Kleinere  Mittheiliingen. 


XX.    Eine  geometriBclie  Eigenschaft  der  sechizehn  Kabeln,   weldi 
vier  beliebig  gegebene  Kngeln  beitibien.     Vun  U.  öchubekt,  Stud.  ; 
in  IStili... 

Dil'  Detrni'htUDgen,  welcbt  der  ilerleitung  iliesi>i'  EigenBcbaD  als  B«| 
dienen,  moihten  wolil  zum  giossien  Thcile  beknnut  sein.  Ducli  sind  s 
bier  ,  nRmeniHcb  bclinfs  EinfUlnuug  übersichtlicber  BezeicbnnngeD,  in  «Itfl 
Kürze  vorangescbickl. 

I.    Die  Aobnlichkeits-  und  Chordalgobilde  bei  Kngeln. 

1.  LehrNitiz:  Diß  diei  %UEHeri;n  Aebiiliclikeitflpunktf<  der  drei  Kugel- 
paare,  welche  «ich  aus  AtpÄ  Kngoln  cotnbiniren  laseen,  liegen  In  einer  Ge- 
rxden  (der  äusseren  Aebnlicbkeitsaxe),    ebenso  die  beiden  ina« 
Faare  und  der  äosBeren   des  dritten  Paares    (den  drei  ioneren  Aebniich 

'i,  Lelirsatz:  Von  den  sechs  äusseren  und  sechs  inneren  AehnlichbeitS' 
punkten  der  secbn  Kngelpaare,    welche  sich  aus  vier  Kugeln  combi 
lassen,  lie-cii  in  einer  Ebene: 
«)  die  sechs  Süsseren; 

h)  die  drei  ttusseren  dreier  Kngeln   und  die  drei  inneren  der 
Kugelpaare,  welche  jede  dieser  Kugeln  mit  der  viertnu  bildet; 


.)de. 

und  die  vier 

'i.  Lehrsatz:  Die 

Kugejpnare,  welche  s 

in  eiuer  Geraden  (dei 

4.  Lihrsatz:  Die 

welche  sich  aus  i 


anderaS 


weier  Kugeln,   der   Susseren  der  beidi 
leren  der  übrigen  vier  Kugelpanre. 
i  im  Endlichen  gelegenen  CJiordalebenen  der 
aus  drei  Kugeln  combinireu  Unson  ,  schneiden  «fll 
r  Chordalgeraden). 

e  sechs  endlichen  Cbordalebenen  der  sechs  Kugelpaa« 
'  Kugeln  connbiniren  lassen,  schneiden  sich  in  eiocq 
Punkte  (dem  Chordalpunkte)*. 

Wir  bezeichnen  nnn  immer  die  vier  der  Bctrachtnng  unlerliegendfll 
Kngeln  mit  A',.  k^,  k^,  k,,  irgend  eine  von  iluien  mit  t«,   irgend  eine  toi 

*  IJa  die  im  Uneuil liehen  gelegenen  Cliordiilebenen ,  ChordHlg-erKden  aod  Cbol 
dalpunkiD  im  Fo1(renilpn  nicht  anflrelen,  so  njnd  liier  ihre  Ei^enschAflcn  aiisM 
Acllt  gelusen. 


Kleini-rc  Mitlhcilungei 


51)7 


ihnen,  die  von  A-y  Tdrsdiieilcn  ist,  mit  ^y ,  demgemlisH  die  CLnnlsli'lietn' 
von  *,  und  k^-  mit  <"„,- ,  die  Chords]gerade  der  drei  Kugeln,  zn  welclieii  /„ 
niclit  geliört,    u.it  c,,  den  Chorilalpunkt  der  vier  Kugeln  mit  I)\  ferner  drn 


ApfanlichkeilHpunkt  v 


itirt  k. 


dio   HtiM»>pre  ApIul 


Ik'likeitsaxe  der  drei  Kngelii,  zn  welchen  k^  nic.ljl  gehört,  mit  p  ,  diejenige 
innere  Aehnliclikeitsaie  der  drei  Kngeln  tnDtser  A„,  welrhe  /y  dt-rnrtig  he- 
vorzngl,  dase  der  auf  ihr  liegende  Jiusaere  Aehnlichkeitopnukt  Aihnüch 
keitHpnnkt  der  heiden  von  Ay  verschiedenen  Kugeln  ist ,  mit  p"  ,  nlsn  v..  B 
die  -^j5,  Zu,  ^13  enthaltende  innere  Aehnliclikeitsnxe  mit  p^-.  Nim  lelirl 
der  3.  Lehrsalz,  dasa  es  8  Ebeiieu  giebt,  nuf  detien  je  6  At^Lolithkeil.s 
punkte  nnd  je  4  Aehnliclikpitsaxen  liegen  und  liefert  die  uiiicn  fulgcmli 
Tabelle,  in  welcher  für  diese  8  Aehnlichkeilsebenen  geeignete  Bejunch- 
nnngen  eiugefüUrt  sind. 

I.Tabelle. 

Es  liegen  !□  einer  Ebene: 

•"  '■  Pi    Pi    P^  Pi    »nd  -^M  -^la   ^n  '*K  '^it  '*« 


<■'  •■  Pi    !V  Ps    P* 

e'  :  p,*  Pä*  p/  p,' 

e»  :  Pi"  p/  Ps"  Pi* 

**  :  /"i*  Pa*  Pi    Pt 

"  ■  P*  Pi  Ps*  P* 
/■"•  :  p^^  p*  Ps'  p;' 
C       :  V  p^  Ps'  /^' 


^,,  A^. 


A„   A^ 


I  -^«    ^u  •/» 


J»  Ju   J»,  Jh 
•"it    ■'la   •'*»   •*«• 


Diese  8  Aehnliclikeitsebenen  zerfallen  also  in  drei  Gnttungcn, 
Dnterechiede  vorstehende  Uebersicfat  erkennen  lUnst. 


Die  Tabelle  Keigt  ferner,  dass  sich  je  zwei  dieser  Ebenen  entweder  in 

r  Kugeln 


AebnliclikeitsHxe  schneiden,   z.  B,  e"  und  c'  in  /»(',  i 
fedcr  in  der  Vecliindungsgeraden  eines  Aehnlichkeitspunkti 


Biit  einem    Aohnliclikoitspnnkte   der  bejdei 


meieren. 


und  t 


'mi  ^'  und  c*  in  A^  /,,,  e'*  nnd  «'•  in  J^,  J^y  Unter  den  66  Pnnkten, 
rir  erhallen,   wenn  wir  den  Schnittpunkt  von  je  dreien  der  8  Aehn- 

Jichkeilaebenen  bestimmen,  sind  4S  Punkte  Aelmlichkeitspunkte  nnd  8 
•onkte  nieht.  Jeder  der  12  Aehnlichkeilspunkte  kommt  viermal  bU  Schnitl- 

fankt  dreier  der  8  Ebenen  vor  und  zwar  so,  daxa  die  vier  xa  einer  Golcben 


;  MittlieiluDgen. 


Gruppe  gehörigen  Ebeneo  sich  in  einem  Punkte  und  zwar  einem  Ael 
liclilieilspUDkte  scfaneideD.     Dies  lierert  die 


Es  Bcbneiden  sich  in 


(.5*  p5« 

M  M 


■.^  f^  e^'e^K 


Es  bleibcD  «Iso  nocli  8  Gruppeu 
lichkeitspunkte  Bchneidenden  Ebenpi 
Ebenen  einer  solchen  Grnppo  ist  abf 
lichlceitspunktes  zweier  der  vier  Kugeln  mit  einem  ÄelinlichkeitBpunkte  A 
beiden   anderen.     Achtmal   drei   derartige  Verbindungsgernden  echi 
Eich  also 


on  je  drei  sich  nicht  i) 
übrig.     Die  Schnitigerade  je  zweier 
die  Verbindungagernde  eines  AebD- 


0  einem  Punkte.     Dies 

verdeutlicht  die 

3. 

Tabelle. 

iineiden  sich  in  ein 

m 

Punkte 

P:e» 

M  M 

Ode 

t  /„  y„,    /„  /„, 

■',.  A 

P^:e> 

^  ,' 

„ 

.l,j  J^,    J,^  J,,, 

■4,,  J^ 

P':^ 

e*     e' 

-'»-'.„  -'„•';.. 

A,  A 

?':(• 

c"     e" 

■*M    A»'      ^St   -^U. 

^ssA 

P'-.e' 

t>     f> 

A,i  /«.    ^M  As. 

As  A 

,ir,. 

ß  M 

A»  Ali    ■■'■.As. 

As  -^^ 

f«:^ 

M  ß 

As  ■'«.    -'i.  -^s(. 

■'t*  -**■ 

P'i-.^ 

ja  M 

A.As.  As^Ai. 

■<«   -^s. 

II.   fiertthrnng  der  Kugeln. 
Der  Bestiminnng  der  BeriiiirnngHkiigoln  für  vier  gegebene  Kugeln  il^ 
gen  folgende  SSlze  lu  Grunde: 

1.  Lehreatz: 
Der  Berührungspunkt  zweier  sich  Die  Bcrührungsehenc  zweier  sich 

von  .  berührenden  Kugeln  ist       berührender   Kugeln  ist  ihre  Chot- 


ihr 


Aehnliclikpüsi 


hkt. 


I   daiebeue. 


Kleineri'  Mittlipiliingen. 


Berühren  zwpi  Kugeln 


2.  L^l.i 
iie  di'ilte 


'oder  beide  von  iiinna 

BUKeeii,  die  andere  von  innen 

so  geht  die  Verbindun-isgerBde  der 

BerülirungBpunkte    —    die    Beriili- 

I  ,  1       ,      ,        äDBSereil 

-«nngsaehne  —  durch  den 


'Aehnlichkeitapu 
jtkares. 


ikt       des      Kugel - 


gleichartig,  d.  h. 
ungleichartig,    d. 


so  liegt  die  Sclmittgerade  der  Bp- 
tltbrnngttebenen,    d.  i.    die  Polare 

der  Berührniigsaehne  —  die  Berüh- 


rungapolai 
ebene  des 


Luf    der    Chordal- 


3.  Lehriinlz: 

■  dritt.«:'"'f':","'8.    , 

nngieichartig 


äusseren  | 


Berühren  zwi^i  Kugeln 

,1»  geht  die  Potarebene  ihr 

AehnlicbkeitGpunktes  in  Bezug  auf  ',    in  Bezug  i 
fdie  dritte  Kugpl    durch  die  Berfih-   |    der  Bettthn; 

irungspoiare.  ' 


t  liegt  der  Pol  ihrer  Cbordnlebene 
.uf  die  dritte  Kugel  >iuf 


Berührt  jede  von  zwei  Kugelu  zwei  nndc 

lordalebene  der  beiden  ersteren  durch  den 

r  beiden  letzteren. 
Ks  sind  nun  16  Comb 
deren  berührt  werden  hon 
rung  ituterscheiden.     Vot 
gegengesetzt,  d.  b.  jede  d. 


,re  gleichartig 

ungleichartig 
änsseren 


geht  die 
Aetinliebkeitspnnkt 


lationen  möglich,  wie  vier  Kugeln  von  einer  nn- 

leu,  wenn  wir  die  Kassere  und  die  innere  Beruh' 

diesen  sind  achtmal  zwei  gerade  einander  ent- 

'  vierKogeln  erleidet  in  solchen  zwei  Füllen  nn- 

gleiciiarTigfl  Berührung.    Kugeln  nun,   welche  jede    von  den  vier  Kugeln 

jJti,  *,.  I'j,,  A«  ungleichartig  berühren,   nennen  wir  in  Bezug  auf  diese  nn- 

t|]eichartig  conjugirt  und   versieben    unter  gleichartig  conjugirten  Kugeln 

•elciie,  welche  jede  der  vier  Kugeln  gleicIiBrtig  berühren.     Dann  ist  klnr, 

dasa  die  sümmtlicben  Berübrungskugeln  in  8  Gruppen  conjugirter  Kugeln 

Kerfallen   uiüssen.     Und   erst  spftter  wird  «icli  ergeben,   wie  viel  Kugeln 

.  «ine  eolclie  Gruppe  enthält.     Alle  einander  conjugirlen  Kugeln  bevorzugen 

^Dn  ,  hiusichllich  der  äusseren  oder  inneren  Berührung,  entweder  keine  der 

:  Kugeln,   dies  seien  die  Kugeln  k«,    oder  eine  der  vier  Kugeln,   dies 

üen  k\   A»,  k",  A*,  oder  zwei   und   zwei    der  vier   Ktigeln,    dies   seien 

*'*     t**  ,  *"  ;  wobei  also  einander  conjugirte  Kugeln  nur  eine  ßpapich- 
13 
erhalten  haben.     Es  bedentet  also  z.  B.  k'*  ■ 
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ib,  and  Ar,  von  niissrn,  k^  nnd  ki  von  innen  berlibrl,  wie  nncli  j«i1e  Kngel, 
die  ky  nnd  k^  von  innrii,  Ar^  uni]  jt^  von  ausafn  berührt.     Irgend  einen  dio- 

iei'  acht  Indicea  0,  1,3,3,4,  —  ,  — ,  — ,  die    übrigens  identisch  sind  yäi 

d<>n  Indices  der  acht  AelinHclikeitüobeDen,   wollen  vir  mit  1  bezeiahnm, 
demgeniSiis  irgend  Bineii  der  beiden  Aehnlicbkeitspnukle  irgend  siweivr  der 


conjugiilen  Kugeln  k    tnli  H    ,  ihre  Chordalobem 


./* 


die  Uenihrangssehne  irgend  zweier 
conjngirter  Kugeln  A  in  *p  mit  i,, 
endlich  den  in  Bezug  «nf  k  be- 
stimmten Pol  der  Aehülichkeita- 
ebone  e    mit  £y. 


die  BerUbruagspoUre  irgend  zweier 
coDJugirter  Kugeln  k  für  k^  mit 
ß  ,  endlich  die  in  Bezug  auf  k^  be- 
stimmte Polarebene  des  Chordal- 
punktcs  t>  mit  d  . 


liegt  dann  //     anf    alle 


t  D  zusammen. 


liegt  aber  H \  d.h.  D 


Nach  I^ebrsatz  4 
1    Chordftl-        geht  dann  f^  durch  alle  Aebnlicti- 
,    fällt  also        keitspnnkte,  die  «uf  e    Hegen,  fkllt 
also  mit  c    zusRiiimen. 

Nach  Lehrsatz  'l 
\iib\.  I    geht  aber  /■^  d.  b.  (■*  durch  ß^ 

Nach  Lehrsatz  3 


liegt  auf  6     auch    der  Pol  von  /' 
d,  h.  e    in  Bezng  auf  A   ,  also  E 


geht  durch  j3    auch  die  PulareUea^ 
von  H    ,  A.h.  D  in  Bezug  anf  ti 


Es  ist  daher  für  irgend  s 
die  BerlibTungüsehne  als  dit 
bindungsgerade  von  D  mit  i 
deutig  bestimmt. 


,.'  : 


conjugirte  k'  in  jeder  der  vi 
Vor- 


ig anf  k  M 

J 

die  Schnt^^ 


Berübrnngs polare  als  die  Schal 
gerade  von  e     mit  rf    eindeutig  be- 
stimmt. 


Daraus  folgt,  das«  die  Anzahl  der  cnnjugirlen  Kugeln  k  zwei,  sfimmt- 
licher  Bertihrungskageln  also  10  iat.  Nennen  wir  also  die  beiden  conjngir- 
len  Kugeln  vom  Index  k  k  und  x  ,  so  können  h  und  x  nun  gleichartig 
nnd  Ungleichartig  conjugirt  sein,  was  von  der  Lage  von  k^,  k^,  A3,  k^  zu 
einander  abhängt  nnd  damit  znaammenrällt,  dasa  tlber  unser  H  keine  Be- 
stimmung getroffen  war,  ob  es  änsserer  oder  innerer  Aehutichkettspunkt 
a«iu  •oUto.    JUie  beiden  eenjugirten  Kugeln  vom  Iudex  1  sind  ferner  imftgi- 


,',  ....         BeriiiiTUnzselinen  ihreKueelu  niclit 

nSr  an  nennen,  wenn  die  zagehongen  .  "  ° 

°  °       BeruhrungBpolaren  ihre  Kugeln 

■cLnc^iden. 

III.  Die  secliszehn  Berübrnngskugeln. 

Aas  den  I.phrsätzen  über  die  Berübrnng,  sowie  aus  den  angegebenen 

Constructiimeu  det  Berührungskiigeln  folgt  sofort: 

1.  Lphrsets:  Die  Äehnliclikeitsebene  e  ist  die  Chordalebone  von 
/r  und  xl 

2.  Lehrsatz:  Der  Clioidalpunkt  D  ist  der  linsaore  oder  innere  Aelin- 
fichkeitspunkt  vun  k  und  n  ,  je  nach<tein  letztere  gleichartig  oder  un- 
gleicliartig  cotijugirt  tiind. 

3.  LehrsHU:  Der  Schnittpunkt  dreier  Aehnliciikeidjebcnpn  ist  der  ge- 
'nsame    Cbordalpunkt    der    drei    Paare    conjugivler   BerilbrungBkugeln, 

welche  dieselben  drei  Indices  haben,  wie  Jene  drei  Ebenen, 

Lebraatz :  Haben  vier  Aehnliclikeitsetienen  einen  gemeinsamen 
Schnittpunkt,  so  Ist  dieser  der  genieineame  Cbordnl]]nnkt  der  vier  Paare 
Gonjugirter  BerULrungskugelu,  welche  dieselben  Iniliues  haben,  wie  jene 
Vier  Ebenen. 

Nach  den  beiden  leuten  Sätzen  erhalten  wir  zwei  neue  Tabellen,  wenn 
in  den  Tabellen  2  nnd  3  des  1.  Abscboitts  an  Stelle  Jedes  /  die  ent- 
qirechenden  k  ,  x  setzen  und  gleichzeitig  statt  ,, schneiden  sich  in  einem 
Punkte"  „baben  zum  gemeinsamen  Cbardajpunkte"  sagen.  So  erhalten 
wir  Vi  Grnjjpon  von  je  4  Paaren  conjugirter  Kugeln  und  8  Gruppen  von  je 
.S  Paaren  conjugirter  Kugeln  von  der  lieschafieubcit,  dass  die  zu  einer 
jGruppp  gebfirigen  Kugeln  einen  gemeinsamen  Cbordalpunkt  haben. 

iben  nun  n  Kugeln  einen  gemeinsa.men  Cbordalpunkt  und  ausserdem 
sine  gemeinsame  BeriilirungRkngel,  so  giebt  es  immer  eine  der  letzteren 
conjugirte  Berübrungskiigel  zu  allen  möglichen  vier  Kugeln,  welche  man 
aus  den  n  Kugeln  combinireu  kann,  weil  die  sugebörigen  Berübrnngsaebnen 
durch  Verbindung  des  gemeinsamen  Chordalpnnktea  mit  den  bekannten  Be- 
rührungspunkten bestimmt  sind.  Alle  die  so  erhaltenen  Beriihrungskiigelu 
aind  aber  in  der  Thai  nur  eine,  da  es  sonst  verschiedene  Kugeln  geben 
I  nfisBie,  die  zwei  oder  drei  Kngeln  in  denselben  Punkten  berlihren.  Daher 
iilt  der 

&.  Lehrqatz:    Haben  n  Kugeln  mit  gemeinsamem  Chordalpunkto  eine 
aeinsame  BerUhruogakugel,  so  giebt  na  immer  noch  eine  zweite  Berttb' 
ingskugel,  wclclio  jede  der  n  Kugeln  mit  der  ersten  gleichartig  oder  un- 
Fgleicbartig  berührt,   ihr  also,   wie  wir  aagen  können,  gleichartig  oder  nn- 
gleichartig  conjiigirt  ist  in  Bezug  auf  die  n  Kugeln. 

Wir  baben  nun  obeu  Gruppen  von  Kugelu  mit  gemeinsamem  Chordal- 
punkte    kennen  gelernt.     Alle  Kugelu  einer  bolcbeu  Gruppe  werdun  vun 

34«  .M 
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-«reo 
eits- 
,,  *, 

i 

.1c1w?l 


jf^det  der  vier  Kugeln  i\,  k^,  k^,  /i^  gleiclizpiiig  beriilirl.  IZa  louss  datier 
iiKch  dem  b.  Lelirsatie  zu  jeder  dieser  vier  Kugeln  eine  in  Keaug  auf  jede 
Gruppe  conjugirte  Bprührnngskiigel  gcl]en,  Beriitksiclitigeii  wir  nun  nocli, 
(lass  Tiir  eine  Gruppe  von  Kugeln,  deren  gemeinsamer  Chordalpuukt  ein 
AphnÜclifeeitspiinUt  der  Kugeln  k^  und  i.,  ist,  diese  beiden  Kngclu  selbsl 
aIb  einander  conjugirte  erscheinen  werden,  so  schlieBxea  tvir,  dass  es  für 
jedfi  der  12  Gruppen  von  vier  Fanren  conjugirter  Kugeln  awei  neue  beriili- 
rungskugela  giebt,  welclie  den  beiden  der  vier  Kugeln  *,,  frj,  Ag,  A^  conji-s 
girtsind,  welche  andere  Indices  baben ,  als  der  Aebnlichkeitspunkt, 
als  gemeinsamer  Cbordnipunkt  der  Gruppe  auftritt.  Es  giebt  dabei 
chfr  Kugeln.  Dagegen  mnes  es  für  jede  der  8  Gruppen  von  je  drei  Paaren 
conjugirior  Kiigaln,  deren  geuieinsamer  Cliordnipunkt  kein  Aelinlicbkeits- 
punkt,  Boudern  ein  P  ist,  nocli  zu  jeder  der  vier  Kngeln  t,, 
eine  conjugirte  Berflbrniigskugel  geben.  Solche  Kugeln  giebt  es  daher 
Ea  gilt  also  nchliesslicb  folgender  ■Satz: 

„Die  le  Kugeln,  welche  4  Kugeln  berühren,  haben  eine  b"1c1i«11 
Lage,  1)  dnss  man  12  Gruppen  von  je  8  Ktigeln  ann  iJiuen  bilden 
kann,  so  dasa  es,  abgesehen  von  den  4  nrsprti&gUchen  Kugeln, 
immer  2  Kugeln  gieht,  von  denen  jede  die  sjimnillichen  6  Kngeln 
einer  solchen  Gruppe  berührt,  nnd  2)  dass  man  6  in  jenen  Gn 
niclit  schon  enthaltene  Gruppen  von  je  6  Kugeln  bild4 
,  so  dass  es,  abgesehen  von  den  4  urbprünglicheu  K 
immer  4  Kugeln  giebt,  von  denen  jede  alle  0  Kuijetn  einer  8< 
Gruppe  berüiirl." 
In  etwits  anderer  Form  laucet  der  änU: 

„Die  l(t  Kugeln,  welche  4  Kugeln  beriibren ,  liegen  so,  du 
iiicb  ^4  neue  Kugeln  iindeu  Inssen ,    von  denen  jede  8  von  jenM 
le  Kngeln  berüiirt,  und  3a  von  den   24  verschiedene  Kugeln, 
denen  jede  6  von  jenen  18  Kugeln  herübrt." 
Mitn  cnnstruirt  diese  5<i  Kugeln,  indem  man  durch  Verbinduug  des  pb4 
dalpuuktes  der  eu  berührenden  8  oder  8  Kugeln  mit  den  ziigebürigen  I 
riibrungspunkten    auf  den  4  ursprüiiglichi'u  Kugeln  die  Berührungsaebnt 
bestimmt.     Eiue  andere  von  der  Keuntniss  der  zu  berührenden  Kugeln 
abhangige  Con^truction  liefert  die  lietrnchLnug,  dass  die  Cbordalebene  d« 
gesuchten  Kagel  x  uud  derjenigen  der  i  urfpiünglichen  Kugeln, 
eher  sie  in  Bezug  auf  irgend  eine  Groppe  conjugirt  sein  soll,  den  Chord«!-™ 
punkt  D  enthalten  muss,  und  dnse  die  Verbindangsgerade  des  Mittelpunk- 
tes von  k    mit  dem  Chordalpunkte  der  Gruppe,  der  ja  Aehnlichkeitspnnkt 
der  coujugitten  Kugeln  k     und  x   ist.    Centrale  der  lettlL-ren   sein   muss. 
Dadurch  ist  ein  Aehnlicbkeitspuukt  und  die  Chordalebene  von  k   and  a; « 
«ine  durch  J)  xur  CentTMle  senkieobt  gelegte  fibene  beslimmt.     Di»  Ka| 


pen 
kam 


ftlier,  wf'IctiR  mit  einer  gegebenen  eineo  gegebenen  Aehnlichkeitopankt  ntid 
eine  gegebene  Clin rda^ ebene  haben  soll,  ist  dnnn  leicht  xa  conslraireii. 
Diese  Constrnclion  hdwoIiI  ,  wie  ancli  der  UrDstniiii ,  dnxs  jeile  der  50  Kugeln 
irgend  einer  der  vier  uraprfinglithen,  also  einer  reellen  Kugel  cnoJDgirt  ist, 
liefern  den  Bowets,  dasB  jene  50  Kugeln  stets  reell  und,  wenn  mich  meh- 
rere oder  nlle  Kugeln,  welche  sie  berühren  BOÜen,  imaginftr  aind. 

Anmerkung:  Zu  dem  Ifntip,  welclirr  als  i\n»  Sclihisareaultat  der  vor- 
irtehenden  UnlerBiioliniig  erRcUeint,  gieljt  ea  naliirlich  ein  AnftloRon  für  die  acht 
KreUe,  welclo  drei  Kreise  beriibreu.  Diene  liegt^a  nilmlicli  so,  daxa  jedo  iler 
atda  Gruppen  von  je  zwei  Paaren  uoajugirtor  ltvriiliriiii[;»krciiie ,  in  welche  die 
•cht  Kreise  Eerfxlleii,  einen  neuen  ifemeiiiaaniL-n  llErübruui^Bkicis  lial. 


XXI.  metrische  Relationen  swlBcbsn  den  Radien  der  16  Kugeln, 
welche  4  Kugeln  berühren.     Von  H.  RcHUHBar,  Srud.  innib.  iu  Derliii. 

Unter  dou  lö  Kugeln,  welche  die  vier  heliebig  gegebenen  Kugeln 
t^t >  ^'i I  ^1  •  ^'t  berühren,  sind  achttaal  zwei  gleichartig  oder  ungleichartig 
conjngirt,  d.  h.  jede  der  gegehenen  Kugeln  wird  von  nolcben  awei 
Kugeln  eiitwpder  gleichartig  oder  niigleichartig  berührt.  Ilinsichllicb 
der  Susseren  oder  inneren  Bprührung  bevomugen  von  diesen  acht 
Paaren  onjugirter  lieHibrnngskugeln  1  Paar  A°  x"    keine  dpi-  -1  gpgi^'jpiinn 

jKu-eln,  4  Paare  A'jt",  Ä'»',/;*»",  Ä*x*  eine,  3  Paare  A"x",  A"  x",  k"  n" 
•wei  nnd  zwei  der  gegebenen  Kugeln.  Zwischen  den  Radien  dieser  lii  De- 
rthrungskugeln  müssen  (t  von  einander  nnabhüngige  KelatioiiPn  bestehen, 
weil  die  Grösse  und  Lage  der  gegebenen  4  Kugeln  zu  einander  dnreh  Ui  Bn- 
Btimmungsstücke  vollständig  gegeben  ist.  5  dieser  sechs  Helniioni-u  aufzn- 
«tellen,  gestattet  die  folgende  Untersuchung,  Hat  irgend  eine  von  den 
gegebenenKugeln,  k  ,  die  Mittelpnnklsconrdinaten  a  ,  li  ,  c  ,  den  Itadius 
r  ,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  von  einer  Kugel  mit  den  Miltel- 
piinktBCoor dienten  :r,  y,  :  und  dem  Itadlua  ff  berührt  wird:  (x  —  a  \* 
+  (y  —  '',)'+  l^  —  0'=  (e±  0*«  *"  +  '",  för  die  änasero,  —  r^  für 
äie  innere  Berührung  zu  wShlen  ist.  Soll  also  jede  der  4  gegebenen  Kugeln 
(<.„  ft,,  C„  rj,  (a„  i,.  C,.  r,),  [«3.  i,,  f„  r^),  {a^.  /.„  n.  r^  von  der  Kugel 


(_x,  y,  i,  p)  berührt  werd 
füllt  werden,  aus  denen 
für  K  erhält,  die  nur  vc 
zweier  der  4  Gleiehnngei 
fortfallen.  Ertheilcr 
gesetzte    Vorzeichen, 


n,  so  müssen  4  Gteichnngen 
lan  durch  Elimination  von  x,  1/,  2 
1  zweiteu  Grade  ist,  weil  durch 
die  zweiteu  Potenzen  der  Unboki 
dann  den  4  Hadii 


B  Gleichung 


chts 


isetztfl  yqrxeioben  geben,  so  erhalten  1 
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wultLe  driii  Gleicbuogen  nur  zwei  uu«bliängige  Kelalionen  daretellen.  Va 
der  lUchtigkeii  jener  fünf  Gleichungen  kann  man  aicb  leicht  ilherzeagt 
In  I  ist  Dämlich  jede  Seite  =4n'.i[.  U  =i{l^^  +  It'  + l^'  + \=),  in  Ul,  I 
V  =  2ÖÖ  /, ;,  /j  i^. 


mf  die  Tangenten  ein« 
ispunkte  die  FnsHpnnk 
it  der  Pol  und  die  Ci 


XXU.  CoDStniotion  des  KrDmmnngakraiiei  fOi  FnBflptmktoiirTaii.  Vi 
Kmil  Weyk,  Asaiatenleu  Lei  der  Lelirkanii*!  i'iir  Msllii-matik  am  Polytec 
niknm  ku  Prag.      (Hierin  T.ifel  Vill,  Fi^-.  1  —  5.) 

1.    Wenn  man  von  (>inein    festen  Funkte  i 
Catve  C  Perpendikel  frtllt,  so  erfüllen  deren 
curve  ipoitaire)  F  der  Gurre  C.    Der  Pankt  0  In 
t-'die  Uirecirii. 

Dhs  Entstebungagpst'tE  der  FaaHpniiktcnrTen  Usst  es  natllrlidi  eraclH 
neu ,  die  Uirectrix  C  als  Gnveloppe  einer  Geraden  —  ilirer  Tangente  —  i 
beiracliten, 

Üies  vnranggcaetxt,  enlepricitt  jeder  Tangente  f  von  C  ein  Pankt/»  ▼< 
F,  nänilicli  der  Fusxpnnkt  des  von  0  auf  l  gefällten  Perpendikels. 

Ist  die  Directrix  C  von  dor  k*'"  Klasse,    so  Ist  ilire  Fasspunklcurve 
im  Allgemeinen  von  der  aft'"""  Ordnung  und  besitzt  im  Pole  0  einen  Ar- fachoi 
Punkt.     Die  k  Tangenten  dieses  Ponkten  sind  senkrecht  auf  den  von  0  m 
an  C  gehenden  k  'l'angenten. 

Es  versteht  sieb  mii  »xllist,  dass  die  besondere  Natur  der  Direetrl 
auch  Krgenthiimlichkeiten  dir  Fus^punktcurve  bedingen  wird. 

So  entspricht  einer  Doppeltangenti*  dur  Uirectris  ein  Dopjirlpunkt  der 
Fusspunklcurve  und  einot  Iudex ionttangento  der  Uirectrix  eine  Bpilxe  der 


FnxspiiQktcarve.     Die  I&ftexioDatangentnn  der  FusspoDklcurve   entstehen 
jedoch,  wie  Hpnter  gezeigt  werden  soll,  in  ganz  anderer  Art. 

Dieae  EigeutbUmlichkeiten  der  Fusspanktcurven  zu  anteraachea,  soll 
nicht  der  Zweck  dea  Folgenden  sein.  Wir  wollen  uns  vielmehr  unter  ganz 
Bllgemeinen  VoraussetKiingen  die  Conatruction  des  Krlimmangükreiaes  der 
Fusepunklcarren  in  irgend  einem  ihrer  Pankte  zur  Anfgabe  stellen. 

2.  Wie  schon  in  l)  erwähnt  wurde ,  soll  die  Directrix  C  als  Eiiveloppe 
betrachtet  werden.  Dann  erhält  man  auf  jeder  Tangente  (  von  C  durch  daa 
Fällen  der  Senkrechten  aus  0  einen  Punkt  p  dir  Fusspunktciirve  F, 

Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  /,  /,  der  Directrix  liefern  zwei 
anf  einander  folgende  Pnnkto  p,  p,  der  Fusspiinktcarve  F. 

Kennt  man  also  den  Berührungspunkt  n  der  Tangente  /.  ao  kann  man 
leicht  die  Tangente  ö  des  Punktes  p  construiren.  Die  betreSende  Construc- 
tion  ist  eine  bekunnte  Sache  und  mag  nur  des  Zu^Hmmenliangea  mit  dem 
Nachfolgenden  wegen  kurz  erwühnt  werden, 

Ist  (Taf.  VIII,  Fig.  1)  C  die  Directrix ,  0  der  Pol  und  (  eine  Tangente 
von  C,  NO  ist  der  Fusspunkt  p  des  von  0  aaf  (  gefitilten  PorpendikeU  ein 
Funkt  der  Fusspnnktcurve  F.  Ist  re  der  Berührungspunkt  der  Tangente, 
so  können  wir  die  Punkte  n  nud  p  als  entsprechende  Punkte  bezeichnen. 

Beschreibt  man  über  Ow  als  Durchmesser  einen  Kreis  ^,  ao  wird  die- 
ser des  rechten  Winkels  hei  p  halber  nothwendig  durch  den  Funkt  p  hin- 
durchgehen. Die  Tangente  8  dieses  Kreises  im  Funklo  p  ist  nun  zugleich 
die  Tangente  der  Fusspnuktcurve  im  Punkte  p.  Die  Normale  If  der  Fuss- 
punklcurve  im  Punkte  p,  welche  durch  den  Mittelpunkt  c  des  Kreises  K 
geben  musa,  schneidet  daher  diesen  Kreis  in  demselben  Punkte,  nie  die 
Normale  v  der  Directrix  im  Punkte  n. 

3.  Um  den  Krümmuugskreiü  oder,  was  auf  dasselbo  hinauskommt, 
dessen  Mittelpunkt  für  irgend  einen  Punkt  der  Fusspunktenrve  F  zn  finden, 
betrachte  man  drei  auf  einander  folgende  Tangenten /,  I,,  (,  (Taf.  VIII, 
Fig.  2)  der  Directriic,  Vom  Pole  0  lasi^en  sich  auf  diese  Tangenten  drei 
Perpendikel  fällen,  deren  Fusspuukte  p,  p, ,  p,  drei  auf  einander  folgende 
Punkte  der  Curve  F  sind.  Durch  diese  drei  Punkte  p,  p, ,  p,  lässt  sich 
ein  Krois  R  legen,  welcher,  wenn  die  drei  Punkte  uuondlicli  nahe  zu  ein- 
ander rücken ,  zum  Krümmungskreise  der  Fusspunktenrve  im  Punkte  p  wird. 

Das  Ziisarameurficken  der  dref  Punkte  p,  p, ,  p,  wird  man  am  einfach- 
Bten  dadurch  bewerkstelligen,  dasa  man  die  beiden  Tangenten  l,,  I,  immer 
mehr  und  mehr  gegen  die  Tangente  /  rtieken  lÄsst,  wodurch  auch  deren 
Berührungspunkte  n,,  n^  sich  dem  Berühiungspuukte  n  der  letzteren  nH- 
hern  werden. 

£b  handelt  sich  min  um  die  Orenilage  dos  Kreises  R.  Um  rasch  au 
derselben  zu  gelangen,  möge  Einiges  über  Kngelschnltte  vorausgeschickt 
werden. 


4.  Wenn  mnn  von  einem  Brennpunkte  eines  Kegulschnittes  unt  desi 
Tangenten  Perpendikel  Rillt,  so  liegen  deren  Fusspnnkte  in  einem  Krt 
welcher  über  der,  die  Brennpunkte  onthaltcndea  Aie  aU  Durclimesser  bi 
svhricLien  werden  kann.  Dieser  Kreis  ift  die  b'nsspnnktcttrve  des  Kegi 
sciinittes  bezüglich  jedes  seiner  Brennpunkte  ah  Pol. 

Fnllt  man  also  von  einem  Punkte  0  (Taf.  VIII,  Fig.  3)  auf  di 
Seiten  (,  I,,  /*  eines  Dreiseits  Perpendikel  und  l^gt  durcb  deren  drei 
punkte  p,  p, ,  p,  einen  Kreis  R,  so  ist  dies  der  über  der  Axo  jenes  Kegel- 
Hcbnitles  bcsciiriebeoe  Kreis,  dessen  Brennpunkt  0  ist  und  welcber  die 
Linien  f,  l,,  t,  zu  Tangenten  bat. 

Dieser  Kreis  li  trifft  die  drei  Seilen  i,  (, .  /,  in  drei  weiteren- Pi 
P  1  P  it  Pf  Wenn  man  in  denselben  auf  die  Dreiecksseiten  Feipendikel 
riuhtot,   so  müssen  sieb  diese  in  dem  zweiten  Brennpunkte  0'  des  besagl 
Kegelschnittes  sdinciden. 

Die  Gorade  00'  ist  die  Äxe  dos  Kogelschniltes  (der  Richtung  nach) 
nnd  der  Halbirnngspunkt  !U  der  Strecke  00'  ist  der  Mittelpunkt  desselben 
so  wie  jener  des  Kreises  Ä. 

5.  Denkt  man  sich  nun  die  drei  Tangenten  der  Directrix  C  atts  Fig.  i 
an  Stelle  der  Dreiecksaeiten  in  Fig.  3  gesetzt,  so  wird  der  in  Fig.  2  mit  Ä 
bezeichnete  Kreis  dieselbe  Kollo  spielen  wie  der  gleicbbezeichnete  in  Fig.  3; 
so  dass  wir  also  folgenden  Satz  anfstelleu  können: 

„Legt  man  durch  die,    dreien  Tangenten  de: 

rectrix    entsprechonden  drei  Punkte   der  Fnsspi 

cnrve  eineu  Kreis,  so  ist  dessen  Mittel  punktzngl  ei c! 

der   Mittelpnnkt  jenes    Kegelschnittes,    welcher   dÜ 

drei  Tangenten  berührt  und  den  Pol  der  Fusspnnk' 

curve  zum   Brennpunkte    bat." 

Wenn  die  drei  Tangenten  unendlich  nahe  zn  einander  rUckon,  etwa  ii 

die  Lage  von  (,  so  werden  dio  Punkte  p, ,  p,  nach  p  nnd  n, ,  nr,  nach   i 

rücken;    der  Kieis  R    wird    zum  KrÜmnngskrcis   der  Fnaspunktcurt 

Punkte  p  nnd  der  mehrerwähnte  Kegelschnitt  wird  die  Directiix  im  Punk) 

noscnliren,  weil  er  mit  ihr  daselbst  drei  ftuf  einanderfolgende  Tangenta 

gemein  hat. 

Wir  gelangetr  also  zu  folgendem  Haupitesullale  : 

„Ist  (  eine  Tangente  der  Directrix  C,  deren  Be- 
rührungspunkt !f  iüt,  und  entspricht  dieser  Tange Dte 
der  Punkt  p  der  Fnsapnnktcnrvo  F,  so  ist  derKrüm- 
mnngamittelpunkt  Sf  von  Fin  p  der  Mittelpunkt  jenes 
Kogclscbnittes,  welcher  den  Fol  0  zum  Brennpunkte 
hat  und  dieDirectrit  C  im  Punkte  «  ein  fach  ob cnlirU" 

6.  Zn  demselben  Kesultate  hätten  wir  auch  unmittelbar  durch  folgeaw 
Betrachtung  gelangen  k&nnea. 
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I  Conitmirt  man  für  einen  Pol  O  die  beiden  FnaspiiTiktcarTea  F,  F, 

'     der  zwpi  Curven  C,  C,,  bo  liefert  jede  gemeinBchartlicho  Tangente  von  C 
nnd  C,  einen  gemeinscliaftlichen  Punkt  von  F  und  F,.     Zweien  auf  einan- 
der folgenden   gemeinschaftliclien  Tangenten  von    C  und  C,    entspreclien 
,      Kwei  auf  einander  folgende  Schnittpunkte  von  F  und  F,,  d.  h. 

„Wenn  sich  die  beiden  DirectricenC,  C,  berühren, 
so  berühren  sich  auch  deren  Fnssiinnktcnrren  F,  F„ 
und  zwar  an  der  entsprechenden  Stelle." 
Haben  die  beiden  Directricen  drei  anf  einander  folgende  Tangenten 
gemein,  d,  h.  wenn  sich  die  Directricen  einfach  oBCuliren,  so  haben  die 
beiden  Fuaspnnktcurven  drei  auf  einander  folgende  Punkte  gemein;  sie 
usculiren  einander  ebenfalls. 

„Wenn    die  beiden   Directricen    einander    osculi- 
ren,    so   thun  es   an   der  entsprechenden  Stelle  auch 
die  FnsBpanktcnrven." 
Wio   man  die  Sache  weiter  fortsetzen  könnte,  ist  klar.     FUr  uns  ist 
jedoch  nur  der  letzte  Satz  von  Wichtigkeit. 

Wenn  man  nÜmlicL  annimmt,  datis  die  Directnx  C,  ein  Kegelschnitt 
wird,  welcher  im  Punkte  0  einen  Brennpnnkt  besitzt  nnd  im  Punkte  tc  die 
Directrix  C  oscuHrt,  so  wird  nach  dem  letzten  Salze  deisen  Fxtsspunkt- 
curve  Ff  die  Fusspunktcurvo  F  im  entsprechenden  Punkte  p  osculiren. 
Nun  iat  die  Fusspunktcurve  f,  des  Kegelschnittes  t,  bezüglich  des  Brenn- 
inktes  0  der  über  der  Axe  von  Ü^  beschriebene  Kreis  R,  und  somit  ist  F, 
\  oder  R  der  Osculntionskreis  der  Ciirve  Fim  Punkte  p. 

Da  schliesslich  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit  jenem  des  Kegel- 
i  Schnittes  C,   zusammenfallt,  so   ist  der  Am  Ende  von  ö)  aufgestellte  Satz 
liier  zum  zweiten  Male  bewiesen. 

.  Wenn  der  die  Direclrix  C  im  Punkte  jt  oscultrende  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkt  der  Pol  0  Ist,  eine  Parabel  wird,  so  wird  der  Oscula- 
tionskreis  der  Fusspunktcurve  F  im  Punkte  p  die  Scheileltangente  dieser 
Parahtl,  also  eine  gerade  Linie.  In  diesem  Falle  ist  der  Punkt  p  ein  In- 
ionspunkt  von  F.  Wir  erhalten  also  folgenden,  die  Inäexionstangcnten 
der  Kusspnnktunrven  belrcflenden  Satz: 

„Die  FosspunkteurTB  F  einer  Carve  C  bezüglich 
des  Poles  n  besitzt  so  viele  In  flexionstaugenten,  als 
es  Parabeln  giebt,  welche  0  zum  Brennpunkte  haben 
nnd  die  Directrix  C  osculiren;  die  Inflexionspunk t e 
sind  die  den  Berilhrnngstangenten  dieser  Parabeln 
entsprechenden  Pnnkie." 
.  In  dem  in  5.  nnd  «.  bewiesenen  Satze  liegen  zngleich  die  Mittel  f&r 
die  Constmction  der  KrUmmungsmittelpankte  einer  Fusspunktcurve. 

Diese  Constmction  kann  besonders  dann  einfach  ausgeführt  werden, 
wenn    man  den  Krummuugskrcis  der  Directrix  zu  bestimmeu   i 
r  auch  voraussetzen  wollen. 


Sei  in  Taf-  VIII,  Fig.  4,  K  der  Krttmmungskreis  der  Directrix  C 
Punkte  w,  nnd  0  der  Pol  der  FnsspanktcurTe  F. 

Der  Fnsspnokt  p  der  vod  (i  nuf  die  Tangenlß  l 
rechtPB  ist  der  dem  Punkte  n  ent.'i[)  rech  ende  Punkt 
wir  nun  den  Kriltninungskreis  R  bestitnineu  wollen. 

Uer  Kegelschnitt  C, ,  welclipr  in  0  einen  Brennpi 
«  oscalirt,  wird  anclj  K  in  «  oscnliren,  oder  mit  anderen  Worten,  K  ist  di 
Kriimmungskreis  des  Kegekclinittes  C,.  Um  den  Mittelpunkt  ,tf  dieset 
Kegelscbnittes  zu  finden,  welclicr  der  von  una  rerinngle  Krtimniongeinittel- 
punki  der  FHssponktcnrve  im  Punkte  y  ist,  werden  wir  seine  durch  den 
Brennpunkt  0  geliende  Axo  conatrniren. 

Für  diese  Axe  erhMlt  man  durch  Umkehrung  der  bekannten  Coa 
slrnction  des  Krlimmungsmittelpunktes  bei  Kegelschnitten  folgende  Bb 
stimmiingsort: 

Man  fälle  vom  Centram  r  des  Kreises  K  auf  den  Leitstrabi  o;c  e!i 
Perpendikel,  nnd  au«  dessen  Fusspunktcurve  «  ein  Perpendikel  auf  cn 
welches  diese  Linie  in  einem  Punkte  h  trifft. 

Der  Punkt  6  mit  0  verbunden  liefert  die  Axe  de«  Kegelschnittes  C„  desaa 
Mittelpunkt  M  &wX  derselben  liegen  muss.  Nun  muss  dieser  Mittelpunkt  A 
Krümmungscenlruni  von  p.  auf  der  Normale  N  der  Curvn  F  im  Punkte  j 
liegen,  welche  Normale  man  orhillt,  wenn  man  p  mit  dem  Halbirungspunkb 
m  von  öw  verbindet.  Der  Schnittpunkt  der  Linien  JV  und  o6  ist  das  ga 
sncLte  Krttmmungscentrum  M  des  Punktes  p,  nnd  folglich  der  aus  M  ml 
Mp  beschriebene  Kreis  R  der  KTÜmmungskreis  der  Fusspunktcnrve  ii 
Punkte  p. 

3.  Wäre  der  Kreis  Ü  die  Directrix  selbst,  b<i  würde  sich  die  Constrna 
tion  der  einzelnen  KrUnimuugsniittpIpunkte  oder  der  Evolute  von  F  ds 
durch  wesentlich  abkurzen,  dass  die  beiden  Punkte  a.  m  auf  zwei  featei 
Kreisen  bleiben;  nämlich  a  auf  dem  tlher  Vc  als  Durchmesser  beschrie 
benen  Kreise  und  m  auf  einem  anderen  Kreise,  welcher  mit  K  den  Punk 
0  zum  Aehnlicfakeitscentrum  besitzt. 

10,  Die  in  8.  angeführte  Constrnclion  erfilhrt  e 
die  durch  den  Pol  0  gehenden  Zweige  der  Fusspunkti 

Ist  nämlich  i  (Fig.  5)  eine  von  0  aus  an  die  Directrix  C  gehende  Tan- 
gente, so  ist  die  in  0  auf  l  errichtete  Senkrechte  0  die  Taugente  eines  durch 
0  gehenden  Zweiges  der  Fusspunktcnrve  F.    Nun  lässt  sich  leicht  «eigen, 
dass  der  über  o»  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  R  der  KrUroi 
kreis  der  Fusspnnktcurve,  resp.  des  betrachteten  Zweiges  im  Punkte  O  ii 
Dabei  bedeutet  wie  frÜheT  ic  den  Beriilirnngspunkt  der  Tnngenti 

Der  freundliche  Leser  wird  dies  sofort  einsehen,  wenn  er  awei  Naol 
harlangenteu  der  Tangente  (  betrachtet  und  sie  hierauf  unendlich  nahe 
rHcken  Itoat, 
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11,  SchlieBBÜcli  sei  noch  bemerkt,  d&ss  man  In  umgekebiter  Wni 
den  KrttininUDgakreia  der  Directrix  constniiren  kCnne,  wenn  man  Jenen  ä 
Fnsspnnktcurve  zn  bestimmen  weiss. 

Ks  sind  also  in  der  varhergehenden  MelLode  nicht  allein  die  Constru 
tiooen  der  KrüoimuiigsmiltelpDnkte  roa  Fasitponktcarven,  sondern  bu< 
jene  für  Directricen  entlialten. 

tAuB  den  Sitinngsbeiichten  der  Wiener  Akademie,  Febr.  1860.) 


XXIII.  Znr  Theorie  des  Potenziales.  (Hiersn  Taf.  VIII,  Fig.  R  und  7). 

Herr  Prof.  Dr,  Clausrus  fiibrl  in  seiner  sclifioen  Abbandlung  über 
„die  Potenzialfunction  und  das  Potenzini"  nnf  ca.  2i  Seiten  einen  streng 
wiäseascbaftlicbea  Beweis  für  den  beknnnten  Satz  über  die  Werthe  de« 
Green'scheii  AasdrackeB 

a^r    a»^    3^ 

wPnn  dpr  Pntenzialpnnkt  (x,  y,  i),  auf  welchen  sieb  die  Polenzialfunction 
F  beziebl,  ausjerbnib  oder  innerhalb  d«s  agenserrullten  Itanmes,  insbe- 
Bondere  aber  in  unend  lieber' Näb  e  au  der  Grenzfläche  des  letzteren 
lie^t.  Es  lüsat  sicii  aber  zei(;eii,  dass  der  erwähnte  Beweis  bei  gleicher 
wissenscbal'tlicber  Strenge  bedeutend  kilruer  geführt  werden  kann. 

Dieses  uaiihaiuweiseii  ist  der  Gegeaatand  der  folgeliden  Zeilen. 
I. 

Wir  denken  uns  daa  Agens  beliebig  im  Haume  vertbeilt  nnd  salzen 
lilos  voraus,  dasa  die  Dichtigkeit  desselben  in  jedem  Punkte  endlich  ist; 
ferner  nehmen  wir  an,  die  Dichtigkeit  des  Agens  sei  au  irgend  einer  Stel!<^ 
innerhalb  einer  unendlich  kleinen  mit  dem  lladius  &'  beschriebenen  Kugel 
gleich  Null  und  ändere  sich  von  der  naendlich  kleinen  Oberflücbe  dieser 
Kugel  aus  in  beliebiger  Weise,  ohne  jedoch  (unserer  Voraussetzung  ge- 
mäss) unendlich  grobs  zn  werden. 

Innerhalb  dieser  Kugel  (siehe  Fig.  S)  beschreiben  wir  mit  einem  un- 

•ndlicb  kleinen  Radius  6  <  i',  fUr  welchen  1  —  ^  eine   beliebig  kleine  aber 

•ndliche  GrSase  ist,  eine  zweite  concenlriscbe  Kngel  und  setzen  fei>t,  dats 
der  Potentialpunkc  M,  dessen  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  OXYZ 
bezogene  Coordiualen  (.r,  y,  z)  sein  mügen,  in  der  zweiten  Kugel  vom  Ka- 
diua  d  jede  beliebige  Stelle  einnehmen,  ans  derselben  jedoch  nicht  heraus- 
treten darf. 

Nimmt  man  in  der  Oberfläche  der  grosseren  mit  dem  Kadius  d'  be- 
schriebenen Kugel  einen  festen  Punkt  A  an,  legt  durch  denGelbcn  als  neuen 
Ursprung  ein  dem  ur^riingllcben  paralleles  Aiensjstem  AXYZ,  bezeich- 
net lerner  mit  |>  die  Ditilanz  AN  eines  beliebigen  Punktes  ;V  des  agenser- 
fSlltea  BAttmet  vom  Punkte  A,  mit  d  den   Winkel  der  A  N  mit  der  Axe 
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dar  +  X,  mit  u  den  Winkel  der  Ebene  ^iVA'  des  Winkels  »  mit  der  Ebea^ 
derXl'i  mit  Ar  die  bloe  von  den  (auf  deo  Ureprung  0  bezogenen)  rechtwnl 
keligen  Cuordinalen  (^,ij, £j  des  Punktes  JV  abhüngigo  Dichte  des  Agens  i) 
Punkte  N\  endlich  mit  r  die  Dialana  MN  des  Polenzialpunktee  vom  PunI 
N,  BO  ist  kff^  sin  9  df/  d&  da  das  MasKeuelement  und 


t) 


v  = 


~d^d&d(ä 


die 


PotensialfuDCtion  des  Agens  b«2üglicb  des  Fnnklpa  31. 
Man  übersieht  sofort  (und  hierin  liegt  der  Schwerpunkt  t 


weises),  dass  hier  nach  den  gemachten  Bestimmungen  der  Qnotient  - 
jeden  Punkt  N  des  agenGerfilllten  Kauoies  eadlioli  bleibt;  dass  daher 
gen  der  Endlichkeit   von   k,   (t  und   sin  9   auch    der  Factor  - 


.SjV. 


dgd^dio  endlich  ist;  und  dasa  die  Coordinaten  des  Potenzinlpunkies  l 
[x,  y,  z)  nur  in  der  Grösse 

vorkommen,  da^,  &,  w,  |,  i],  £und  k  von  x,  y.  z  nnabbängig  sind. 

Man  kann  somit  das  Potenzial  T  unbedenklich  einmal  partiell  n 
einer  der  Grössen  x,  y,  z  dadurch  differenliiren,  dass  man  die  betreffend 
Differentiation  unterhalb  des  8numeuzcichpns  S,  welches  eine  flber  den 
ganzen  agenserfülltcu  Uaum  sieb  erstreckende  Summation  (beziehungsweise 
Inlegratiou)  bezeichuel,  ausführt.    Thut  man  dies,  so  ergiebt  sich 


dV 


r-< 


Hier  ist  innerhalb  der  Bummeaiseiche 


8, 


-(:)'< 
-(f)' 
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Da  mm  die  Ricbtcosinua  der  Distanz  r  und  der  Qaoltont  ~  endliclte 

Grössen  sind,  ho  erhellt  augeobliclclich,  dass  die  Factoreu  vor  dyd&dto 
JDDerlialb  der  SummenzeicbPii  m  den  rechten  Theileu  des  tileichungs- 
BfslemB  3]  ehenfnlls  endlich  sind,  dass  man  alao  die  Gloichuageu  des 
'letstereu  S^steais  noch  einmal  reitpective  nach  a^,y,  z  differeutiirpa  kann, 
,indeni  man  die  betreiTeoden  DUTerentiatioDcn  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
unterhalb  des  SummenzeichcnK  S  ausführt. 

DiB'erentiirt  mflD  solchergestalt  die    ersie  Oleichnng   des  Systems  2) 
noch  einmal  [larticll  nnch  x,  die  zweite  partiell  nach  y,  die  dritte  partiell 


uirt  n 


1  die  so  resultirenden  Glcicbnogcu,  so  erhält  n 


^(^h 


^V-- 


-(^)/a),K7) 


8'P 


^'+Ji'+Ji' 


i.  h.:  ,,Ist  ein  beliebig  begrenzter  Raum  mit  einem  Agen 
Dichte  in  jedem  Punkte  endlich,  aber  sonst  beliebig  ist,  i 
der  Green'scbe  Ausdmck  J  V,  aobftld  um  den  Potenaialpi 
nneudlich  kleine  Kugel  gelegt   gedacht  weiden  kann,    ini: 


s  erfüllt,  dessen 
10  veracbwiHdet 
:nkt  X.  y,  z  eine 
erhalb   welcher 


kein  Agens  enthalten  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  inaeihalb  welcher  die 
Dichte  des  Agens  gleich  Null  ifit." 

tu. 
Es  sei  wieder  ein  agenBcrfüUter  beliebig  begrenzter  Körper  A  gegeben, 
iv  welchem  das  Agens  in  Jedem  Punkte  eine  endliche  sonst  beliebige 
pichte  hat. 
In  diesem  Körper  denken  wir  uns  nn  einer  beliebigeo  Stelle  (selbst  in 
Dnendlicher  Nähe  nn  der  Oberfläche)  eine  uueudtich  kleine  Kugel  be- 
Echtiebeu,  in  welcher  das  Agens  die  constnute  Dichte  /.*„  besitzen  aoll.  Es 
handelt  sich  nun  dnrum,  den  Werth  des  Green 'sehen  Ausdruckes  A  V  für 

kden  Fall  zu  bestimmen,  dass  der  Potenxialpnnkt  lU  (a,  ^,  z)  innerhalb  der 
letzterwäbiileii  Kugel  frei  beweglich  gedacht  wird. 
Um  diesen  FaII  auf  den  unter  I.  behandelten  zurückEuführen,  nehmen 
wir  iu  endlicher  Enit'ernung  vom  Potenzialpunkte  einen  Testen  Punkt  D  (mit 
den  rechtwinkeligen  Coordinaten  (n,  li,  c)  nu  und  beschreiben  um  denselben 
als  Centrum  ciue  Kugel,  welche  die  unendlich  kleine  Kugel  (in  der  sich 
'   der  Potenzialpunkt  frei  bewegt)  ganz  uuscbliesst. 

t    Diese  Kugel  B  denken  wir  uns  homogen  mit  dem  Agens  von  der  con- 
ut«n  Dichte  —  k^  erfüllt  and  Uhei  den  Körper  A  gelegt  (siehe  Fig.  7), 
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Unter  dieser  VoraasBPtaiing  erbSit  das  Agens  in  dem  uns  den  KSipmi 
^  und  B  zTit<Ammen«;esplzten  Körper  {A-\-B)  innerbalb  der  iioeodlicb 
kleinen  den  Fotenninlpunkt  einscliliessendpn  Kugel  die  Dichte  k^  —  *o^'- 
d.  h.  der  Körper  (vf-f  B)  erliHlt  binaicbtHch  des  Pntenzinlpuuktes  dieeclbe 
•Beschaffenheit  wie  der  uuter  I,  bntrachtele  agenserflillie  Ranni. 

Ist  nun  V  das  Potenzial  des  Körpers  A,  U  das  Foleniml  der  Kngel  B 
beaiiglicli  M,  so  ist  (P+  V)  dns  Potenitial  des  Körpers  (//+*)  beinglich 
des  Punklee  (a-,  y,  ;),  "ud  es  wird  nach  dem  anter  I.  gefundenen  Satxe 

Beachtet  man  hier,  dass  die  Kraftcomponenten  der  homogenen  Kn| 
S  von  der  Dichte  (— A-„)  bezfiglicli  des  Punktes  {x,  y,  x)  bekanntlich 

sind  und  differentiirt  luau  die  erste  von  diesen  GK 
die  eweite  partiell  nach  j/,  die  dritte  partiell  nach 
Addition  der  so  entstehenden  Gleichungen 

lind  [siehe  3)] 

^F     ST     r'V 

d.  h.:  „Ist  ein  beliebig  begrenzter  Knum  mit  einem  Agens  erfüllt,  dei 
DiuhCe  in  jedem  Pankte  endlich^  aber  sonat  beliebig  ist,  so  bat  der  G  reftfl 
sehe  Ausdruck  J  V  deu  Werth  — 4n^Q,  so  lange  sich  der  FotenxislpniiU 
\x^  y,  :)  iunerhalb  einer  um  ihn  gelegt  gedachten  unendlich  kleinen  Kugel 
bewegt,  inuerlialb  wek-her  das  Agens  die  coubtante  Dichtigkeit  *„  besitit," 

Der  hier  ausgesprochene  Sau  enihSlt  offenbar  den  unter  I.  bewieeenoi 
Lehrsats  aU  specieiteu  Fall  (fürA„  =  0)  in  sich,  und  lehrt,  dass  sieb  der 
Greeu'sche  Ausdruck  bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Potenzialpunk- 
tes  M  iui  Räume  so  lauge  stetig  ändert,  so  lange  als  die  Dichte  des  Agens 
im  Potenzialpunkte  hei  der  betreffenden  Bewegung  stetig  bleibt,  jedoch  so- 
fort unbestiiurobar  wird ,  wie  der  Potenzialpunkt  bei  seiner  Bewegung  durch 
eine  Stelle  hindurchgeht,  in  welcher  die  Dichte  unstetig  wird. 

Piag.  am  1.  Januar  läGO. 

Dr.  A.  K.  GröRWALu. 


mgen  partiell  n.ollj 
0  ergiebt  nick   (Idl 
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XXIV.  Uober  die  Boheinbare  und  abiolnte  Oröiie  d«i  Sonne.     Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessek  in  Uueam.    {Hionii  Tafel  VIII,  Fig.  8.) 

Ua  durch  die  Resultate  der  sorgfältigen  Beobacbtuugen  <lor  Sonnen- 
flecke  wühlend  der  drei  letzten  Jnbre  die  Photosiibärentlieorie  immer  mehr 
an  Haltbnrkeit  zu  verlieren  Nclieint  und  nur  noch  von  Fayc  vertreten 
wird,  80  knüpfen  sich  an  die  neuere  Ansicht  der  Schlackcntlieorio  von 
Zttllnor  und  der  WoJkcntheoiio  von  Kirchhof  und  Spöror  nucli  Fragen 
matbomatiiicher  Natur.  Wenn  schon  jetzt  entschieden  ist,  doss  unsere 
Sonneoscbeibe  ein  in  WeissgliihhitKc  bet5ndlicber  flüssiger  unduicbsicbtiger 
Körper  ist,  umgeben  von  einer  gasförmigen  Hülle  (corona)  von  colossalon 
Dimensionen,  aber  geringer  Leuchtkraft  und  niedrigerer  Temperatur,  so 
kann  die  Sonne  den  Durcbmesser  von  IB-ICIOO  Meilen,  den  man  ihr  nach  den 
neuesten  Qestiminungen  zuschreibt,  uicht  besitsen  und  es  uiuss  diese  Ver- 
grössernng  eine  Folge  der  Hefraulion  der  Sonnenstrahlen  in  der  eigenen 
Atmosphäre  sein.  Dazu  kommt,  dass  man  wenig  geneigt  ist,  der  Sonnen 
maase  die  hieraus  resultirende  geringe  Uicbtigkeit  von  nur  uugefähr  l,(i  der 
Dichte  des  Wassers  zuzuschreiben,  ein  Umstand,  der  die  Verfechter  der 
Pbnlosphürentheorie  hnupt!<ächlich  bestimmt,  an  ihrer  Ansiclit  festzuhalten. 
Weit  unter  die  Dichtigkeit  des  Eisens  möchte  wohl  kaum  die  Dichte  der 
Sonneukugel  2u  setzen  sein,  und  diese  würde  ihr  aehou  zugeschrieben  wer 
den  müssen,  wenn  es  sich  dureh  Beobachtungen  nachweisen  liosae,  dass  ihr 
wahrer  Durchmesser  nur  %  des  scheinbaren  betrage.  Es  findet  nun  aber 
unter  jeder  Bedingung  eine  Vergrössening  statt. 

Um  diese  Ansicht  ausser  allen  Zweifel  zu  setzen  und  zu  begründen, 
gehen  wir  aus  von  einem  phj-siknlischen  Versuche,  denmanauciizii  einer  sehr 
eiofachen,  ziemlich  genauen  Mossungsmethode  dorBrechungsexponenton  von 
Klüesigkeilen  einrichten  kann,  LSsstmanin  dcrMitteeines  Glases  mit  Wasser 
eine  hölzerne  Kugel  sehwimnien,  so  sieht  man  den  im  brechenden  Modiniii 
befindlicben  Theil  derselbe»  genau  um  das  I,330fncbe  linear  vergWiasert. 
Hei  diesem  Versuche  ist  erforderlich,  dass  man  einen  Becher  von  dllunem 
Glaxe  H'ählt,  wozu  sich  am  besten  Kochgläser  eignen,  und  dass  der  Durch- 
messer des  Glases  den  der  Kugel  mindestens  um  den  dritten  Theil  iibor- 
-ttcffe.  Aehnllch  wird  es  sich  auch  mit  der  scheinbaren  und  absoluten 
Grösse  der  Sonnenkugel  verhalten;  ihr  Durcbmesser  muss  bis  auf  das 
R- fache  vergrösseil  erscheinen,  wenn  «  den  Bvcchungsexponenlen  der 
Corona  bezeichnet.  Ferner  erkennt  man  leicht  bei  demselben  Eiporiraente, 
dass  man  eine  bedeutend  grössere  Flüche  aU  die  Halbkugel  übersieht; 
dasselbe  tnuss  bei  der  Betrachtung  der  Sonuenscbeibu  der  Fall  sein  uud 
man  wird  höchst  wabrscheiolich  ans  sorgfältigen  Beobnchlungeu  über  diu 
relii'ive  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Sonnenüeeke  vorzugsweise  am 
Uande  der  Scheibe  zur  Zeit  des  8.  Juni  und  II.  Decenibers  hierzu  wichtige 
Belege  sammeln  können.  Die  Flecken  werden  einige  Tage  länger  als  die 
halbe  Kolalionsdaner  der  Sonne  sichtbar  »in  tnÜMen. 


Nun  ist  freilieb  üWr  die  IJchtbrpchpnde  Krnft  der  SonDenatmosphlire 
nichts  bekanot,  indessen  wird  hier  als  Ansgangepuakl  für  weitere  Tlnler 
sQchungeii  eine  auf  Vergleiche  mit  lerreaiiischen  VerbUltnissen  gestützte 
Hypotbese  vorläufig  geniigen.  Nach  den  Uberemstimmendea  ZengoisMii 
verschiedener  Beobachtet  hat  die  SonneDatiniispLäre  eine  immense  Höhe. 
Nach  Foncaiflt  ergab  eine  während  der  totalen  Finsternias  1860  in  Spa- 
nien Rufgenommene  Pbotograpbie  die  Breit««  der  Corona  gleich  der  Grdu* 
von  dreiSoiiiienhalbmi^ssern,  wogegen  Vf  e.yei  direct  dieselbe  gleich  eines 
SonnenbnIbmetiFier  scliäuie.  Struve  nnd  Schidlowski  schatsten  IStt 
die  Breite  gleich  V4  Sonnendarchmessern.  Secehi  fand  auf  seinen  n 
Desierto  aafgenomnieQen  PhotogrspUien,  dnas  die  flornna  ihre  grösste  Ab>- 
dehnang  in  di^r  Richtung  des  Sonneniiquators,  di*!  kleinste  in  der  Rich- 
tung der  Polarnse  hntte,  Uies  deutet  otTenbar  auf  einen  GleicbgewichU- 
zBstand,  auf  Niveanflächen  in  der  Corona,  also  auf  ihre  physische  Natnt  hin. 
Auf  eine  materielle  Beschaffenheit  weist  ancb  die  Be»bachtnng  des 
Directors  der  Warschauer  Sternwarie  Prazmowski  eu  Briviesc«  in  Spa- 
nien (1860)  hin,  da&s  nämlich  das  Licht  der  Corona  überall  stark  polarixirt 
ist  in  einer  Ebene,  welche  darch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht.  Folg«! 
wir  nun  den  Angaben  von  Prof,  Weyer  und  Struve  und  nehmen  a  priori 
eine  scheinbare  Vergrösseruiig  des  Sonnendurchmessers  an,  so  würde  di« 
Hohe  der  Sonnenaimosphüre  mindestens  150000  Heilen  betrngen.  Dab«l 
würde  die  Gravitation  (Fallgeschwindigkeit)  auf  der  Sonne  nicht  mehr 
433  Fuss,  sonders  mindestens  IbOO  Fusb  betragen;  d.  i.  das  Eundertfaeb* 
von  der  auf  unserer  Erde.  Nun  betragt  der  Kochpnnkt  drs  Wassers  uf 
der  Erde  lOO"  C.  bei  einem  Atmospbürendruck;  hei  lOOfacher  ScbwerkrsR 
würde  der  Kocbpunkt  auf  fast  300"  erhöht  werden.  Wenn  hjad  weilet  tn- 
nimmt,  dass  bei  mindeRtena  500"  nnd  etwa  1000  Atmosphären  die  beidra 
Aggregfttzustände  für  das  Wasser  in  einander  übergeben  und  dann,  wie 
sich  auch  aus  Cagniard  dela  Tonr's  Versuchen  mit  Aeiher  ergeben  hm, 
bei  coDstantem  Volumen  die  äpannkräfie  der  Tempernlurzu nähme  nahe» 
proportional  bleiben,  so  würde  bei  derWeissglühhitze  von  2000"  die  Spi 
kraft  nicht  den  Druck  von  4000  Atmosphären  übersteigen.  Nun  nimmt 
l.nfldruck  mit  der  Tiefe  der  Aluioepbäre  in  einer  stark  wachsenden 
portion  nach  der  Function 

e  =  C.e* 
an  ,  so  dass  anf  der  Erdkugel  in  einer  Tiefe  von  10  Meilen  oster  der  Ol 
fläche  der  Lnftdruck    schon   über  8000  Atmosphären  betragen 
die  Laft  in  dieser  Tiefe  eine  Dichtigkeit  annehmen  milsste,  welche  die  det 
Wassers    überschreitet.     Dies    entgprJiche  dem    Drucke    einer    Erdatmo- 
sphäre von  nur  der  doppelten  Hohe,  die  man  ihr  zuzuschreiben  pflegt. 

Vergleichen  wir  mit  allen  diesen  terrestrischen  Verhältnissen  die  im- 
mensen Verhälinisse  anf  der  Sonne  und  rechnen  hinzu,  dass  in  Analogie 
der  Versuche  von  Masson  und  Jamin   mit  darchsichligen  Masaen  aber- 
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lianpt  die  dtirchGichtigen  Schichten  der  Coronft  in  bobem  Grade  diallier- 
man  sein  müssen  und  nnr  die  imtersteD  Schiebten  der  leiteoden  Würme 
exponirt  aiud,  welche  »neb  noch  durch  den  «phüroidnlen  Za.stand  zurück- 
geh«llen  wird,  ea  isl  kaum  noch  zn  bezweifeln,  dass  die  weisbglüUcnde 
Sounenkugel  von  einer  glubeDdpn  Waseerechicht  bedeckt  ist,  die  durch  den 
UDgehenreu  Ätmoäphareudruck  in  flüssigem  Zostando  erhalten  wird  und 
daas  diese  von  eiaer  äusserst  comprimirten  LnAschicbt  bedeckt  ist,  welche 
gleichfalls  an  Dichtigkeit  die  Dichte  des  Wassers  eher  weit  libertrifTt ,  als 
ihr  nachsteht.  Aus  der  Existenx  einer  Wasserschicht  und  ihrer  Zer- 
setzung AH  dem  metallreichen  glühetiden  Kerne  würden  sich  anch  die  wns- 
serslofTreichen  Piotuberanzen  erklären  lassen,  welche  als  durch  die  Was- 
eerdecke  emporschiesaende  WasserstoflsHulen  vielleicht  die  Flecke  erzeu- 
gen und  durch  Eutzliodung  mit  dem  freien  SanerBtoff  der  Gasatwospbftre 
helle  Linien  in  ihrem  Specirum  zeigen.  Das  gaugie  Phänomen  erinnert  sehr 
an  die  Thäligkeit  unserer  Vulkane,  welche  auch  Wasserstoffs  Knien  ans- 
hancben. 

Da  nun  wegen  der  obengedachten  Bohnellen  Zunahme  des  Luftdrucks 
Ton  oben  nach  unten  gestattet  sein  wird,  anzunehmen,  dass  jene  Dichtig- 
keit der  Corona  mindestens  bis  zu  einer  Höhe  von  50000  Meilen  sioli  erhebt, 
mit  einem  Brechnugsexponenten,  der  sicherlich  den  des  Flinlglases  über- 
steigt und  wohl  fast  sn  den  des  Diamanten  reicht,  so  scheint  hierdurch  die 
Annahme  einer  scheinbaren  Vcrgrössernug  des  SonnendurchmesserR  yoll- 
atändig  geTechlfertigt. 

Um  vorgehende  Ideen  mathpmatiach  zn  fiiiren,  sei  inTafel  VIII,  Fig.  8 
AB  der  wahre,  CD  der  sclieinbare  SonDendurchmesscr,  EPFR  die  Peri- 
pherie der  liciilbrecheuden  Corona,  mit  einer  anfangs  langsam,  bald  aber 
rapid  wachsenden  Dichtigkeit  und  einem  entsprechend  wachsenden  Bro- 
chungevermügen.  Dabei  kommt  es  nur  auf  den  Br^chungeexpooenten 
der  nuteten  Schichten  und  eine  hinreichende  Dichte  derselben  nu.  Es  sei 
also  den  obigen  Auseinandersetzungen  gemäss  n^=2,!&  der  mittlere  Bre- 
cbungsexponent,  fV  einer  der  von  der  Erde  ans  wahrgenommenen  Rand- 
Strahlen,  welche  auf  dem  Wege  obcdef  z\xx  OberflÄche  der  Corona  ge- 
langen.    Dann  ist  , 

sinSfl/itin  afM  =  %,ia 
nnd  ferner 

sin  Sf  ü  =  Kin  NfM  ^MN:Mf, 

folglich  JH!f^2,^aM  der  scheinbare  äonnenhalbmesser. 

Bescichuel  man  den  wahren  Sonnenhalbmesser  a^  mit  r,  die  wahre 
Dichtigkeit  der  Sonne  mit  d,  die  der  Corona  mit  1  (d.  i.  gleich  der  des 
Wassers),  so  ist  nahezu 

3r'«.(rf-l)+J(2,25r)'it  =  S(2,«r)';r.l,(l. 

Mithin  würde  unter  diesen  Voraussetz  an  gen  (/  =  T,7&  bei  ragen. 


KIfiDCrD  MitthcilungCB. 


pODenlen    Twfl^H 


Nnn  schweben  wir  allordJDgB   in  Betreff  des   BrecbuD^expODenlen    ' 

ständig  im  Dnukeln.    Wir  wollen  aber  noch  kurz  einen  Weg  andeuten, 

welchem  man  möglicberweise  snr  Kennlniss  desselben  gelangen  k an d.  Wir 

baben  acbon  bei  jeueni  pbyarkaliacben  VerKUche  darauf  aufmerksam  gc- 

macht,  daes  ntsn  unter  alleu  Umetänden  einegrössere  Flüche  als  die  Ilalbkn- 

gel  übersiebt.  Wir  wollen  noch  zeigen,  in  welchem  ÄbbiIngigkeitsTerbältnissfl 

dieser  Kxceee  zum  Brechungsexponenten  Gtefat.    Dieser  Excess  ist  oSinlicb 

eine  Function   von  dem   scheinbaren  SonnonhalbmcHser,    dem  Halbmesser 

der  Corona  und  dem  Brecbungsexponeutcn  n  derselben. 

Mit  Zugrundelegung  der  obigen  Ännalinien,  nämlich:  dem  berechneten 

Sounenhalbmesser  von  !M)000  :  2,25  =  40000  Meilen  und  dem  Halbmesser  i 

Corona  zu  90000  Meilen,  ist 

,  „       40000 
sin  a/Jti^- =  0.444. 

ooooo 

sin  SfM  =  2,25  .  0,444  =  1,000. 


Mithi. 


(ogfin  ßZ  = 


.  aresin  l  =  ÖO^O', 
.  arccos  0,444  =  63" 


d.  b.  man  wUrdß  va 
überblicken  können. 

Uies  ist  aber  bei  de 
des  Excesaes,  Dnss  man 
nicht  bemerkt,  rührt  von 
zufolge  den  mitgetbeilten 
(Struve}.  Setzen 
Meilen,  so  ist  jetzt 


Bogen 

Bogen  ßn=ia3"30', 
m  Aequator  2  (158" 30'—  90' 


O')  =  127"  O'  mehr  i 


3  BrccIuiugaexpnnentDn  »  =  2,15  das  Maximitin 
aber,  wie  bekannt,  einen  solchen  Ueberscbns« 
iet  grösseren  Breite  der  Corona  her,  sie  betrli 
Beobacbtuugen  mindestens  I50ÜU0  geogr.  Meila 
ilso    ihren  Kugclhalbmcsser  gleich  200000  geoJ 

40000 
tnafM= =0,200, 

'  200000  ■     ' 

n  SfJH=  2. 2b.  0,2  =  0,400. 


Mithin  würde  betragen: 

Bogen  PZ  =  r  .a»TH"n  0,450  =  2(5"  50', 

Bogen  Za  =  r . arreo» 0,200  =  7ö" 30' 
and  folglich 

Bilgen  fifl  =  ft6"20', 

d.  h.  man   radssto  vom  Äeqnator  2  (;ö5"20'— ÖO^O')  =  i0''40'  mehr  »Is 
überblicken  können,  was  wir  für  sehr  möglich  halten.     Das  Min 
Kxcesses  ist  Null,  wenn  der  Jladius   der  sichtbaren    inneren    Kugel    ver- 
schwindend klein   ist  gegen    den  Ualbniesaer  der  brechenden  1 
Man    übersieht    also  nur   die  Halbkugel,   wenn   entweder  die 
sehr  gros*  ist,  oder  dieselbe  keiu  Brechuiiguvermögon  besitat. 


I  Dunslkugs^H 
c   Onnetkiigl^H 

_J 


Kleinere  Mittheiluagcn. 

Man  ist  bud  auch  im  Blande,  nrngekehrt  nns  der  VoTgrSeaetuog  des 
sichtbaren  Tlieiles  der  Oberfläulie  den  Brecbungsoxpononten  zn  finden. 
Gezeichnet  nämlicb  u  die  siclitbnre  Länge  des  Acqnatnrs ,  r  den  wahren, 
ff  den  aclieiubaren  Ualbmesser  dei'Sonae,  R  den  liaibiuesser  der  Duust- 
kugel,  se  ist 


folglich 


+  arccos  - 


Da  u,  e  und  R  durch  Beohachtnng  gefunden  werden,  so  läast  sich 
hieraus  n  berechnen  and  folglich  auch  der  wahre  Durchmesser  r.  Diese  Ent- 
deckungen sind  Tielleicht  spSteren  Zeiten  vorbehalten;  so  viel  aber  scheint 
gewiss  zu  seio,  dnss  unter  allen  Uiniitäadeu  eine  üc.hciubare  Vergrösserung 
der  Sonocnkugol  stattfindet,  nicht  hlos  wegen  der  Iriacliation,  sondern  vor- 

►  :iagttweise  wegeu  der  Kefraction  der  Kandstrahlen  inneriialb  der  Corona. 
Es  giebt  nun  aber  Doch  eine  andere  leichtere  Methode  der  Beobach- 
tang,  welche  hofTen  lässt,  eine  Beziehung  zwischen  den  Elementen  n,  r,  R 
und  p  zu  entdecken,  nämlich  die  Beobachtntig  und  Messung  der  schein- 
baren heliocentriscbcn  Winkelgeschwindigkeit  der  Elecke  oder  der  Fackeln 
»in  der  Nahe  des  Centrums  der  Sonnenscheihe.  Ich  führe  hier  die  Sonnen- 
'fackelo  an,  weil  laut  brierircher  Mittheilung  Herr  Hofrath  Schwabe  in 
Dessau  diese  für  feste  Gegenstände  auf  der  Sonne.noberflachc  hfllt.  Sohr 
.  schöne  Photographien,  die  ihm  vom  Baron  Warren  de  la  R«e  (Kew-Ob- 
servatorium)  zugesandt  sind,  lassen  eine  kreisförmige  Gestalt  der  meisten 
Fackeln  deutlich  erkennen,  wodurch  sie  den  Mondgehirgen  zu  gleichen 
scheinen.  Da  grosse  Züge  von  Sonnenflecken  immer  von  vielen  Sonnen- 
fackeln begleitet  sind,  so  könnte  man  geneigt  sein,  die  Fackeln  für  Krater- 
gebirge, die  Protuberanzen  (Flecke?)  für  VVasserdampf-  oder  Wasseratoft- 
aäalen  zuhalten.  Nun  folgt  aus  physikalischen  Grümlen,  dass  die  schein- 
bare heliocentrische  Winkelgeschwindigkeit  der  Flecke 
oder  Fackeln  in   der  Nähe  des  Centrums   der  Sounenscheibe 

»bei  einer  vorhandenen  Refractioo  der  Strahl  en  in  der  Corona 
geringer  sein  mitsse,  als  sie  nach  Zugrundelegung  der  mitt- 
leren Periode  von  2ö,34  Tagen  eigentlich  sein  würde. 

Ist  nSmlich  r  der  wahre  Halbmesser  der  Sonne,  p  der  scheinbare,  p^ 
der  scheinbare  Halbmesser  in  der  Richtung  der  Sehaxe,  R  der  Halbmesser 
derlichtbrechendeuCorona,  ddie  Dicke  derselben,  n  ihrBrechungavermÖgen, 

Ia  der  Abstand  des  Bildes  eines  Punktes  der  Sonnenoberfläche  von  der 
OberfiKche  der  lichtbrechonden  Schicht,  so  ist  fUr  irgend  einen  Punkt  der 
Centrale  der  Sehaxe 


Klelnure  Mittlieilnngeii, 

-„(„_l)„,r-Ä)  +  Cn-l)rfl(i 

II  ist  für  den  Miltelpunkl  der  Sonnonachi 


rO'-l)+Ä- 

Das  Bild  oder  der  scheinbare  Ort  des  Mittelpunktes  der  Sonnensclieibe 
befindet  sieb  aUo  innerhnlb  der  lichtbreclieuden  Scbieht  und  sein  scbein* 
biirer  Abstand  po  vom  Kugelmitteljinnkie  ist  gtets  kleiner  als  der  schein, 
bare  Halbmesser  ^  des  Sonnenrnudes.  Die  Soune  mass  dein  Beobscbter 
daher  stets  nis  ein  von  vorne  abgeplattetes  Kolationsellipsoid  erscbeinen. 
Um  die  VerbfiltiiisGO  zu  veranschaulichen,  gehen  wir  wjedernin  von  einem 
concreten  Falle  aus. 


Bezeichnet  Vg  die  beobachtete  heliocentriscbe  Winkelgeschwindigketl 
einer  Faekel  zur  Zeit  des  8.  Juni  oder  0,  Decembers,  v  die  berechnete, 
ist  ofTenbiir 


Sei  n-=2,00,  Ä  =  p  =  r,/-,  also  Ä  =  2r,  so  ist  a  =  —  fr,  e,  =  Jr 
wegen  ()  =  2r 

d.  h.  dia  scheinbare  helioceutiiscbe  Wiukelgeachwindigkeit  würde  t 
der  berechneten  betragen. 

Umgekehrt  lässt  eich  offenbar  n  ans  v«  und  v  bestimmen.  Dabei 
3  Fälle  au  berÜckHichtigen .  nftmlich  R^nr. 

I.  Sei  Ä  =  Hr,   BO  ist   B  =  p  =  nr,  v„t  v=:po  :  p,  milbin 


^ 


folglich 
und  ferner 


-+ 


1)  -=    —■ 

In  diesem  Falle  erreicht  der  xcheinbare  Dnrcbmesser  der  Sonn 
icbeibe  sein  Maxininm,  nicht  aber  der  schciabare  D nrchm esse r  der  Soul 
in  der  Richtung  ihrer  Centrale  (8eha»e) . 
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•o 


2.  Sei  R^nr^  so  ist  Q  =  nr;   q^  erhält  aber  einen  grösseren  Werth 
als  im  vorerwähnten  Falle ,  was  sich  leicht  aus  der  Relation 

Rrn 

ergiebt,  indem  für  i2t=s  qo  ,    ^Q  =  r/is=3(»  wird,  die  Sonne  also  als  vollkom- 
mene Kngel  erscheint. 

Ist  nun  m^l  und  R  =  innr^  also  m=3J?:p,   so  ist 

rmn*  v       inn-\-n  —  1 


2)  n  = 


V 


0 


3.  Sei  R^nr^  so  ist  Q^nr  und  =  R,  Auch  nimmt  q^  ab,  so  dass 
an  der  Orenze  Ri=r^  auch  Qq  =?  r,  sowie  ^  =  r  werden.  Ohne  eine  licht- 
brechende Schicht  muss  also  ebenfalls  die  Sonne  in  ihrer  wahren  Gestalt 
und  Grösse  erscheinen.     Nun  sei  R=pnr^  worin  p<^  1>  dann  ist: 

Ä  — r           V       Ä  — r  . 
«  =  — ? r.     —  = V  I , 


(^■) 


Vo         rn 


r 

Rrn         rpn^ 

V       pn  +  n  — 1  Vo 


3)  — ='^ — 4 ,     «  = 


«  '  Vo(pH-l)  — V* 

Für  m  =  p  =  l  gehen  die  Formeln  2)  und  3)  in  1)  über.  Für  Vo  =  v 
ergeben  alle  drei  Formeln  natürlich  die  Bedingung  n  s=  ] ;  für  v^  ^  v  hin- 
gegen n^\\  für  Vq  >  V  würde  sich  aber  kein  physikalischer  Grund  auf- 
finden lassen,  da  n  unmöglich  •<  1  sein  kann.  Wir  schliessen  diese  Theorie 
mit   einer   Zusammenstellung  der  für   Messungen   geeigneten   Relationen 

für  n: 

2  p  (  1    )  V 

a)  R:=nr:     ii=  —  J  aresin  1  +  arccos  — )  = —  : 

u   I  n  \      2vo  — V 


V  2p    t  P  P 

b)    Ä>wr;     n  =  — ^<  aresin  -^  -j;-  arccos  -^ 


V« 


u  )  R   '  nRi  R 


c)Ä<nr:     >i  =  —  <  aresin  1  +  orcco«  —  >  =  — 7 — r~r . 

^  «I  »  j       Vo  (p  +  1)  —  V 
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de»  rein  imaginären  Argnments  yi,  y  «nd  S  gleichea  Vorzeichen  haben  , 
ist  Hy—c)  stets  positiv,  das  Vorzeichen  der  Coordiaate  |  Htimmt  &Uo  stst 
mit  dem  von  s  tiberein,  während  das  Vorzeichen  von  t]  diucb  daa  des  I 
diictes  ay  bestimmt  wird,  da  d  für  jeden  Werth  des  reellen  Arguments  j 
positiv  bleibt. 

Um  die  Gieichnngen  der  orthogonalen  Curvenaysteme  su  erbalt«ii, 
welche  den  Parallelen  zu  den  Uechteckseiten  entsprechen,  hat  man  xwi- 
Bchen  den  Ansdriitkon  für  §  und  if  entweder  die  nur  von  y  abbSngigen 
Grössen  o,  y,  i  oder  die  nur  von  x  abhängigen  s,  c,  d  mit  Hilfe  der  ReU- 


tionen  i)  s 


elin 


Bemerkt  t 


s'  +  V- 


,   dRS9 


Brbält  man  leiclit; 


lo.     (5-  +  .|'-l)'-4-^rH 

'  1  i- 

I  4.     (!>  +  ,■- i)'  +  4^r- 

r  auch  iD  Polarcoordinaten,  indem 


gesetzt  wird: 


I  =  d  CO«  qc 


('-i)'-'<4^-*^). 


G-i)--C 


V). 


Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  nur  noch  die  von  dem  Paranteler 
X  abhängigen  GroHflen  f,  s  und  d,  die  zweite  die  von  y  abhringigen  Grössen 
<f  und  ä.  Dieselben  sind  also  die  gesuchten  Eliminationsgleichnngen.  Da 
tr  und  y  reell  sind,  so  variirt  s'  zwischen  den  Grenzen  0  und  l,  a'  dagegen 
zwischen  0  und  +  00.  Da  die  Gleichungen  6J  nur  gerade  Potenzen  von  { 
und  ij  enthalten,  so  sind  die  Curven  symmetrisch  in  Beziehung  auf  beids 
Coordiuatenaxcn.  Ans  den  Glpichungen  0*)  ist  leicht  ersichtlich,  daaa  jede 
derselben  (abgesehen  von  dem  Grenzfall  s=0  oder  0=0)  in  zwei  getrennte 
geschlossene  Zweige  zerfdllt.  Damit  nämlich  die  erste  dieser  Gleichungen 
reelle  Werthe  für  ^  zulasse,  qiubn  der  auf  der  rechten  Seite  in  der  Klammer 
stehende  Ausdruck  positiv  oder  Null,  also 


7«) 


tanftp^Cji 


sein.     So  lange  diese  Ungleichheit  erfüllt  ist,  liefert  die  in  Beziehung  auf 
p'  quadratische  Gleichung  zwei  reelle  Werthe  von  p',  deren  jedem 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  von  p  entsprechen.     Da  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (wenn  s  nicht  gleich  Null  ist)    weder  Null  noch  anendlich 
werden  können,  so  folgt  daraus,  daas  jedem  gegebenen  Werthe  von  f*  iw«t 


I 


getrennte  gesclilossene  Cnrvenzweige  entsprecLen,  welcbe  in  den  durch 
obig«  Ungleichheit  bestimmtei)  WiakelrJininen  liegen.  Es  mag  noch  be- 
merkt  werden,  dass  das  Prodnct  der  beiden  VVoizelwerthe,  wekhe  die 
Gleichnng  6")  Tür  p'  liefert,  jederzeit  der  Einheit  gleich  ist,  oder  dass  die 


Gleich« 


mgeilndert  ble 


bt,  1 


- 
e 
d 

vertauscht 

E 

folgt  daraus 

iircli 

ponk 

rec 

dp 

pr 
r  ü 

oke 

Radien 
iinateo 

inBeaiehüng  nnfden  um  den 

mit  dem   Halbmesser   r=l    beschriebenen   Grandkreis   tra 
formirt  wird,  jede  Curve  sich  selbst  als  Bild  wieder  erzet 
'  Diese  Eigensthaft  haben  die  Ourven  S)  mit  einem  Theil  der  von  Sieb 
nntersQchten  CnrveuBysterae  gemein  [vergl.  Siebeck  a,  a.  O,  §  X). 
den  Grenzwinkel 


'(±/.) 


werden  beide  Wnrseln  der  Gleichnng  für  ^'  der  Einheit  gleich.  Jeder  der 
beiden  Cnrvenzweige  wird  also  von  den  unter  dem  Winkel  +  <fg  gegen  die 
Abscissenaxc  geneigten  Geraden  im  Ponkte  9  =  1  beruhet.  Nauh  den  obi- 
gen Bemerkungen  über  die  Vorzeii:hen  entspricht  jedem  gegebenen  Werthe 
doB  Parameters  x  nnr  oiner  der  beiden  in  Beziehnng  anf  die  y-Axe  sym- 
metrisch gelegenen  Curvenzweige,  und  zwar  im  Allgemeinen,  wenn 

4nÄ-<.c<(4«  +  2)Ä' 
ist,  der  auf  der  Seite  der  positiven  |,  dagegen  wenn 

(in-2)A-<X<4ni- 
ist,  der  aaf  der  Seite  der  negativen  |  gelegene  Cnrvenzweig. 
Auf  gleiche  Weise  Überzeugt  man  sich,  dass  jede  der  dm 
Gleichung   8*  A)    dargestellten    Curven    in     zwei    getrennte 

n  den  durch  die  Ungleichheit 


Zweige  zerfällt,  welche  i 
bestimmten  Pnlgegpngese 


rch  die  zweite 
geschlossene 


k'W 


n  Winkelräumen  liegen  nnd  von  den  Greaa- 
linien  dieser  WinkelrJiume  in  den  Punkten  ^=^1  berührt  werden.  Jedem 
Wertbe  des  Parameters  y  entspricht  derjenige  der  beiden  gegen  die 
3r-Axe  symmetrisch  gelegenen  Cnrvenzwcige,  welche  darcb  das  Vorzeichen 
des  Productes  ay  bestimmt  ist,  also  der  anf  der  Seite  der  positiven  t)  ge- 
legene Zweig,  wenn 

4r,Ä-<y<l4H-|-2)Ä", 
der  auf  der  negativen  Seile  golegeno  Zweig,  wenn 

(4n-2)i"<i/<  JBÄ-' 
ist.    Denkt  man  sich  anf  der  zn  einer  Rechteckseite  parallelen  unbegrenz- 
ten Geraden  x^cnnsl.  einen  Punkt  /"  beliebig  bewegt,  so  dnrchlilaft  sein 
Bild  p  den  ei^eprechendflii  Zweig  der  Cnrve  Oa)  einmal  im  positiven  Sinne, 


so  oft  der  Punkt  P  im  Sinne  der  wnchsenden  y  um  die  Strecke  4X'  fort- 
schreitet.  Ebenso  wird  der  der  Gor&dcn  y  ^  consl,  entsprechende  Zweig 
der  Gurve  66)  einmal  im  positiven  Sinne  darchUnfen ,  ao  oft  der  auf  jener' 
Geraden  bewegte  Punkt  im  Sinne  der  wachsenden  x  am  die  Strecke  4f ' 
fort«chreilet. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Grenzfiille 

S  =  0,      g=  +  l,      ffc=0,      B=_-t:QD 
zu  betiachten. 

Für  j;  =  0  oder  im  AllgemeioeD  für  x^^2n£  wird  s^O.  Dw 
Gleichung  8a)  redncirt  sich  in  diesem  Falle  auf  £^0,  oder  jeder  dieaer  G«--l 
taden  entspricht  als  Bild  die  reelle  Abscissenaxe. 

Für  y==  +  8i(Ä"  wird  ö=0  nnd  die  Gleichung  H6)  red ucirt  sich  anf  jj^O. 

Füi  x  =  {in  +  l)A' vhil  s= +1,  c  =  0,  d  =  k'.  Die  Gleichung 
tia)  wird: 

Bemerkt  man  dabei,  dass  die  Ungleichheit  Ta)  sich  in  diesem  Greos- 
fatl  auf 

redncirt,  so  ergiebt  sieb  die  Curve  da)  in  zwei  getrennte  Theile   der  mit  j 
dem  Halbmesser  1   um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebenen  j 
Kreislinie  degenerirt,  von  denen  der  eine  durch  die  Punkte  k-^-k'i,  A— Ä 
der  andere  durch  die  Punkte  —  A  +  k't,  —  k  —  k'i  begrenzt  wird ,  welche 
Punkte   3)   den    Eckpunkten   des  Hecblecks  2)    entsprechen.     Jeder    dii 


'm 
'm 


iht    einer    der   beider 


'allelei 


Rechteckseiten  I 


indlich.     Gleichnng  66] 


eer  Kreisbögen   entspri 
x  =  +  Jf,     x=-K. 

Füry  =  (4n  +  l)^ 
cirt  eich  ebenfalls  auf: 

stellt  aber  mit  Rücksicht  ftuf  die  Ungleichheit  ib),  da 
nur  die  beiden  Kreisbjjgen  dar,  für  welche 


ist  und  welche  den  beiden  Rechteck  selten  y  ^  +  &*'  entsprechen. 

Bezeichnet  man  nach  dem  Vorgänge  von  Sieheck  als  Brennpnnkte  \ 
des  durch  die  Gleicktmg 

dargestellten  Doppelaystoms  orthogonaler  Curven  die  Punkte,  in   welchea 
wird,  80  sind  die  Pnnkte  3),  welche  den  Eckpunkten  dea  Kecbteeka  t 
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E  Brennpunkte  des  vorliegenden  Systems.     Dieselben  mögen  der 
__.„... ihenfolge  nach  mit  P,,  P^,  P,,  P,  und  die  toü  einem  beliebigen 

Punkte  P  nstli  denselben  gezogenen  BiennstraLlen  mit  Ä, ,  Ä,,  B,,  Ä,  be- 
zeichnet weiden.  Sind  |,  ij  die  Coordinalen  des  Punktes  P,  so  bat 
man  2.  B. 

und  wenn  2ur  Abkürzung 

r-X±l 


gesetzt  wird,    so  findet  mnn  leicht  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  5): 

!CR,'  =  y~kai  —  k'do, 
CIi,'=y-ksS  +  kda, 
Cn,*'=y  +  ksS  —  k'da, 
Cn,^=y  +  ks8-^k-da. 
Haltiplicirt  man  die  vier  Gleichungen  der  Reibe  nach  mit  der  ersten, 
so  lassen  eich  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  leicbt  in  die  Form  von 
vollständigen  Quadraten  setzen  und  man  erhMit; 

Cß,^Ji,'  =  {y-  ksS  -  k'day, 
CB,'Iit'=^(.6-ksyy, 
CB,'Ii,'={dy-k'a)\ 
CB.^B^^  ={dd  —  kk'taf. 

Analoge  Auedriicke  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichungen  8)  der 
Reihe  nach  mit  CB,',  C//,»,  CA,'  multlplicirt  nnd  indem  man  die  QuaHrnl- 
wurzeln  auszieht  und  die  Vorzcicben  mit  Klicksiclit  darauf  bextimmt,  daaa 
die  Brennstrahlen  stets  positiv  geroebnet  werden  müssen,  findet  man  fol- 
gende äquivalente  Proportionen: 


B, 
-ksÖ- 


k'da: 


d~ksy 
y^k^Ö  +  k'ila 

dy  +  k-a 


B, 

dy  —  k'a 

dd  +  k/.'.^a 

y-^ksd—h'da 

i+kSy 


di-kk'so, 
dy  +'•'0. 

&  +  k..y. 
y  +  kiid+k'do. 


(Wenn  y  und  6  positiv  hind,  so  sind 
Glieder  dieser  VerbHlinisao  atets  positiv 
BKmmtHcbc  Glieder  negativ.) 

i  Proportionen  leitet  man  ferni 
tinncn  ab: 


nan  sich  leicbt  überzeugt,  die 
in  y  null  6  negativ  sind,  sind 


540  Kleinere  Mittheilungen. 

'  stn  am  [w  —  wi) 

EU  setzen,  woraus  sich  nach  einigen  Beductionen  mit  Rücksicht  auf  deu 

Werth  des  Moduls  kx=y  —  leicht  ergieht 

• g 

(1  -  0  (1+ ijO = -7——  ^V^*^»^  (^-»). 

£M  Otn  W 

Führt  man  also  auch  in  der  Bildebene  der  |  und  ^  ein  Coordinaten- 
System  ein,  welches  gegen  das  ursprüngliche  um  45®  gedreht  ist,  so  ist  et- 
sichtlich,  dass  die  den  Parallelen  au  den  Diagonalen  des  Quadrats  ent- 
sprechenden Curvensysteme  mit  den  von  Sieb  eck  untersuchten  Cnrven 
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identisch  sind,  die  der  Function  cos  am  t  für  den  Modul  k^=^y  — .  ent- 

sprechen.     Zwischen  den  von  Sieb  eck  untersuchten  und  den  oben  behan* 
delten  Curvensystemen  folgt  daraus  flir  diesen  Werth  des  Moduls  die  Be- 

liehung 9   dass   beide  einander  unter  dem  eonstanten  Winkel  von  +  — 
durchschneiden. 


nnd  liefert  t&i  jeden  Pnnkt  £,  i;  swei  reelle  Wnrzelo,  deren  Prodact  —  1 
ist,  wodnrcb  die  Eigenscbaft  der  OitbogonalilKt  beider  Curvensysteme  aus- 
gedrUcfct  wird. 

Bezeichnet  r  den  Winkel,   welchen  die  Tangente  im  Punkte  |,  tj  mit 
der  poMliven  Kicbtong  der  Abecissenaxe  einscblieagt,  so  ist: 


mitbin 

Eb  seien 
Breunpunkten 
X'A%e  eiöscbli 


rfs'  —  rftf* 
!■,  /i,y,  ö  di 
gezogen. 


(?-,,Y-4|'i,'+2(ä:''- 

Winkel,    welcbe  die  t. 

Irennslrahlen  mit   der  j 

Wird  dabei  in  jedem  Brennsi 


rt'  +  k''-k') 


Pnnkte  P  nncb  dem  Brennpunkt  nls  positiv  betracbtet 
den  positiven  Eiclilungen  beider  Scbenkel  eingescbli 
als  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je  nncbdcm 
der  Abscissenaxe  liegen,  eo  iet 


■A')(f-7f)+l' 
m  Punkte  P  nach  den 
ifiitiven    Ricbtnng   der 
ibl  die  Ricbtung  vom 


TdcD  die 

Winkel  seihst 

?  oberbalb  oder  unterbalb 


Diauu  folgt; 
lang  {a  +  ä 


lang  y  = 


4  +  A 
5+/.  ' 


a+ß+y+d 
2  ' 

en   mit  den  von  Siebeck  nntersnchten 


i  Fall  eines  Quadrats  wird  &'=^  &"  und  k  =  k' ^^  - 


Die  Gleich- 


ungen 6)  oder  10),  11]  bestimmen  auch  hier  die  Carvensjreteme,  welche  den 
Parallelen  zn  den  Seiten  des  Quadrats  entsprechen.  Um  die  Curvcn  zu 
erhalten,  welche  den  rnrallelen  zu  den  Diagonalen  des  Quadrats  entspre- 
chen ,  bat  man  die  Coordinatenaxen  in  der  Ebene  der  x  «ud  y  den  Diago- 
nalen parflllel  zu  legen.  Einer  Drehung  des  Coordinnlensyetems  nm 
45°  enlspriclit  »ber  die  Mnllipltcation  des  Arguments  ff^^^c-^^i  mit 
yis=  1  +  I.    Man  hat  demnach 
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Recensionen. 

« 

TTebung^baoh  zum  Stadium  der  höheren  Analysie.  Von  Dr.  O.  ScnLÖMiLcn, 
K.  S.  Hofrath  etc.  Erster  Theil:  Aufgaben  aus  der  Differential- 
recbnnng.  Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
Vorrede:  In  einer  zwanzigjäbrigen  LebrerpraxiB  bat  sich  bei  mir 
eine  reichhaltige  Sammlung  grösstentheils  neuer  Aufgaben  und  Beispiele 
aus  der  höheren  Analysis  gebildet,  deren  Veröffentlichung  ich  hiermit 
aus  zwei  Gründen  unternehme;  einerseits,  weil  eine  beträchtliche  Menge 
von  neuem  didaktischen  Material  immerhin  willkommen  sein  wird,  an- 
dererseits ,  weil  selbst  die  bekanntesten  Werke  dieser  Kichtung  sehr 
empfindliche  Lücken  zeigen.  Inder  Sohnck  ersehen  Aufgabensammlung 
z.  B.  fehlen  Untersuchungen  über  die  Convorgenz  und  Divergenz  unend- 
licher Reihen  ganz  und  gar,  von  Reihenentwickelungen  findet  man  nur 
die  gewöhnlichen  in  jedem  Lehrbuche  stehenden  Beispiele,  jedoch  ohne 
Angabe  der  Gültigkeitsgrenzen,  die  Doppclintegrale  sind  durch  ein  ein- 
ziges Beispiel,  dreifache  Integrale  gar  nicht  vertreten ^  die  Integration 
der  Differentialglei(;hungen  ist  mit  völligem  Stillschweigen  übergangen 
—  kurz,  es  fehlen  gerade  diejenigen  Partieen,  ohne  welche  man  in  der 
Mechanik,  mathematischen  Physik  u.  s.  w.  auch  nicht  einen  Schritt  thun 
kann.  Diesen  Mängeln  dürfte  das  vorliegende  Werkchen  abhelfen,  jedoch 
sind  dabei  die  übrigen  Theile  der  Analysis  keineswegs  stiefmütterlich  be- 
handelt worden.  • 

"Bei  den  Aufgaben  über  die  Differentiation  entwickelter  Functionen 
einer  Variabclen  (§§.  2  —  6)  schien  es  mir  zweckmässig,  häufig  die  ver- 
schiedenen, zum  Ziele  führenden  Wege  anzudeuten  und  dadurch  dem 
Studirenden  die  Mittel  zur  Controle  seiner  Rechnung  an  die  Hand  zu 
geben,  auch  habe  ich  kleine  Rechnungsvortheilc  bei  jeder  sich  darbie- 
tenden Gelegenheit  erwähnt.  In  §.  5  findet  sich  eine  Reihe  von  Fragen, 
welche  den  Studirenden  zur  Uebung  in  der  Transformation  cyclomc- 
trischer  Functionen*  veranlassen  sollen.  Die  Aufgaben  sind  übrigens 
soweit  als  möglich  stufen  weis,  von  leichten  zu  schwereren  fortschreitend, 

Uicralorzlg.  d.  ZriUrhr.  f.  Mnlh.  a.  I'hyi.  XIV,  f.  1 
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geordnet;  bei  der  erst^  Aufgabe -jeder  Art  ist  die  Lösung  etwas  auB- 
fübrlicher  gezeigt,  bei  den  übrigen  Aufgaben  sind  nur,  wo  es  notbig 
scbien,  Andeutungen  zur  Lösung  gegeben.  Hier  und  da  wird  man  auch 
neue  wissenschaftliche  Kleinigkeiten  finden,  wie  z.  B.  in  den  Abschnitten 
über  isokline  Normalen  und  reciproke  Maxima  und  Minima. 

Dem  vorliegenden  ersten  Theile  hoffe  ich  einen  zweiten,  Aufgaben 
aus  der  Integralrechnung  enthaltenden  Theil  rasch  folgen  za  lassen. 


Studien  über  die  Bessersohen  Functionen.  Von  Dr.  Eugen  Lommel  (gegen- 
wärtig Professor  der  Physik  an  der  Universität  Erlangen).  Leip- 
zig, Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1868. 

Das  vorliegende  0  Druckbogen  umfassende  Werkchen  giebt  weit  mebr, 
als  der  bescheidene  Titel  ^^Studien'^  erwarten  lässt;  es  ist  vielmehr  eine 
vollständige  Monographie  der  BesseT sehen  Functionen,  welche  letztere 
bekanntlich  bei  Störungsrechnungen  und  in  der  Wärmetheorie  eine  her- 
vorragende Rolle  spielen.  Als  BesseTsche  Function  der  Variabelen  z 
und  des  Index  v  defiuirt  der  Verfasser  jede  Function,  welche  den  fol- 
genden drei  Gleichungen  genügt 


2) 
oder 


oder 


■"!,::''— ^/•<'->+«-'-). 


v<»n    donen  jode    eine  Folge    der   beiden   anderen    ist.     Da    ferner    diese 
(Jloiclmngon   für  f{j',v)^  tj  auf  die  Differentialgleichung 


hlnauskninmon,    so    kann    es  nur    zwei    Arten    Boss eT scher  Functionen 


r.V 


gobon,    wolclic  durch  J     und  J'     unterschieden    werden.     Für    den    Fall, 

(X)  (X) 
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dass  der  Index  v  weder  Null  noch  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist,  lautet  das  vollständige  Integral  von  Nr.  4 

ist  dagegen  v  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  =  // ,  so  liefert  die 
vorstehende  Formel  wegen 

ix)  (X) 

nur  ein   particuläres  Integral   und    es  findet  sich  dann  als  vollständiges 
Integral 

y^AJ^'  +  BY". 

Hieraas  folgt,  dass  in  den  Functionen  erster  Art  v  jeden  reellen  Werth 
erhalten  darf,  was  der  Verfasser  zuerst  bemerkt  und  im  dritten  Abschnitt 
seiner  Schrift  sehr  geschickt  benutzt  hat,  und  dass  den  Functionen  zweiter 
Art  nur  für  ganze  Indices  eine  Bedeutung  zukommt.  Hinsichtlich  der 
letzteren  Functionen  differirt  Übrigens  die  Lommel'sche  Definiticfn  von 
der  Neu  man  naschen,  was  seinen  Grund  darin  hat,  dass  Neumann 
besonderen  Werth  auf  die  Analogie  zwischen  den  Kugelfunctionen  und 
den  Besser  sehen  Functioiien  legt;  die  LommeTsche  Definition  hat 
ohne  Zweifel  den  Vorzug,  von  anderen  Theorien  ganz  unabhängig  zu 
sein  und  sich  einzig  und  allein  auf  die  Difi'erentialgleichung  4)  zu  stützen, 
sie  dürfte  daher  den  Analytikern  am  besten  zusagen. 

Der  erste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  BesseT  sehen  Func- 
tionen erster  Art  und  entwickelt  die  vielen  zum  Theil  sehr  merkwür- 
digen Eigenschaften  derselben,  wobei  selbstverständlich  auch  die  Mittel 
zur  numerischen  Berechnung  der  genannten  Functionen  besprochen  wer- 
den. In  gleicher  Weise  giebt  der  zweite  Abschnitt  eine  Untersuchung 
der  BeaseT sehen  Functionen  zweiter  Art.  Von  besonderem  Interesse 
dürfte  der  dritte  Abschnitt  sein ,  in  welchem  gezeigt  wird ,  wie  sich  ver- 
schiedene lineare  Differentialgleichungen  durch  BesseTsche  Functionen 
integriren  lassen.  Beispielsweise  erwähnen  wir  die  bekannte  Kicca titsche 
Differentialgleichung 

1 

ist  hier  eine  gebrochene  Zahl,  so  lautet  das  vollständige  Integral 

der  Differentialgleichung 

ii)        (S) 
worin  zur  Abkürzung 


k  +  2'     ^      k  +  2 


1 
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gesetzt  ist;  wönn  dagegen  v  eine  ganze  Zahl  ausmacht,  so  tritt  an  die 
Stelle  des  vorigen  Werthes  von  y  der  folgende 

(5j         (I)     ■ 

wo  V  und  i  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin.  Die  Eleganz  dieses 
Resultates  dürfte  in  die  Augen  fallen  und  namentlich  zu  Gunsten  der 
vom  Verfasser  gegebenen  Definition  der  Functionen  zweiter  Art  sprechen. 
Anhangsweis  theilt  der  Verfasser  die  Hansen 'sehe  Tafel  der  Functionen 
erster  Art  mit  und  giebt  zu  deren  Gebrauche  die  nöthigeu  Erläute- 
rungen. 

Das  Mitgetheilte  wird  hinreichen,  um  der  Lo mm eT sehen  Schrift, 
welche  sich  überdies  durch  eine  sehr  klare  Darstellung  auszeichnet ,  das 
Interesse  der  Mathematiker  zuzuwenden. 

SCHLÖMILCU. 


Die  psychologischen  Grundlagen  der  Kaomwissentchaft    Von  Dr.  J.  C. 
Fresenius,  Lehrer  a.  d.  höheren  Bürgerschule  zu  Frankfurt  a.  M. 

Wiesbaden,  Kreidel's  Verl.   18(>8. 

Auf  empirisch  -  psychologischem  Wege  sucht  der  Verfasser  in  der 
Einleitung  die  Mittel  au  gewinnen,  wodurch  sich  die  Frage,  wie  wir  zu 
den  Grundbegriffen  der  Geometrie  gelangt  sind,  beantworten  lässt;  an 
die  im  ersten  Abschnitte  gegebene  Discussiou  dieser  Frage  knüpft  der 
Verfcisser  im  zweiten  Abschnitte  die  Prüfung  der  Bedingungen,  welchen 
die  weitere  Verarbeitung  und  Verbindung  dieser  Begriffe,  namentlich  die 
Gleichsetzung,  unterworfen  ist,  und  untersucht  endlich  im  dritten  Ab- 
schnitte die  Mittel  zur  Ueberzeugung,  d.  h.  die  Beweise  und  deren  Zu- 
sammenfassung zu  einer  naturgemässen  Methode.  Wenn  Referent  auch 
nicht  sagen  kann,  dass  ihm  durch  die  vorliegende  Schrift  alle  hierher 
gehörenden  Rathsel  gelöst  worden  seien,  so  muss  er  dem  Verfasser  doch 
die  Anerkennung  zollen,  dass  derselbe  einen  werthvollen  Beitrag  zur 
Grundlegung  der  Geometrie  geliefert  hat.  Seine  psychologischen  und 
mathematischen  ErörteruDgeu  sind  durchgängig  klar  und  sogar  mit  viel 
stylistischer  Eleganz  dargestellt;  sie  verdienen  ohne  Zweifel  eine  weitere 
Discussiou ,  welche  hier  freilich  zu  weit  führen  würde.  Nur  in  mathe- 
matischer Beziehung  möge  erinnert  sein,  dass  Gleichungen   wie 

1 '  +  2^  +  3'^+  ...  +  CO---  ^  c^3 
keinen   bestimmten  Sinn  haben  und  immer  durch  Grenzenfonneln  wie 
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Ltm r =  — 

n»  3 

ersetzt  werden  können  und  auch  ersetzt  werden  müssen ,  sobald  es  sich 
um  Anwendungen  derselben  handelt.  ' 

SCIILÖMILCU. 


Theorie  der  Bewegung  der  Himmeltkörper  um  die  Sonne  nebst  deren 
Bahnbestimmnng,  Von  Dr.  Jon.  Frischauf,  Professor  an  der 
Universität  Graz.     Graz,  Leuschner  und  Lubcnsky^  1868. 

Von  den  Kepler* sehen  Gesetzen  ausgehend  entwickelt  der  Ver- 
fasser 1.  die  Formeln  zur  Ortsbestimmung  eines  in  bekannter  Bahn  sich 
bewegenden  Planeten;  2.  die  Belationen  zwischen  mehreren  Orten  einer 
Bahn;  3.  die  Helationen,  welche  einen  einzelnen  Ort  im  Räume  betreffen; 
4.  Relationen  zwischen  mehreren  Orten  im  Räume.  Daran  knüpfen  sich 
die  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn  aus  drei  geocentrischen  Beobach* 
tungen  (nach  Gauss)  und  die  Bestimmung  einer  parabolischen  Bahn  aus  drei 
geocentrischen  Beobachtungen  (nach  0 Ib  ers).  Zufolge  des  im  Vorwort  be- 
zeichneten Zweckes :  „eine  für  Jedermann,  der  sich  die  gewöhnlichsten  Kennt- 
nisse aus  der  Mathematik  angeeignet  hat,  vorstäudliche  Darstellung  derBahu- 
bestimmnng  der  Planeten  und  Kometen  nebst  den  hierzu  uothwendigen 
Sätzen  der  theoretischen  Astronomie  zu  geben*\  wird  man  in  dem  Schrift- 
chen keine  neuen  Forschungen  suchen  und  nur  fragen ,  ob  der  Verfasser 
sein  Ziel  erreicht  hat.  Diese  Frage  dürfte  unbedingt  zu  bejahen  sein; 
die  Theorie  ist  sehr  präcis  und  vollkommen  klar  auseinandergesetzt  und 
überall  durch  Zahlenbeispiele  erläutert.  Namentlich  Studirenden ,  welche 
sich  nicht  speciell  der  Astronomie  widmen,  aber. doch  die  oben  erwähn- 
ten Hauptprobleme  in  gedrängter  Darstellung  l)chandelt  sehen  wollen , 
möge  die  vorliegendo-^  nur  50  Seiten  zählende  Schrift  bestens  empfohlen 
sein. 

SCIILÖMILCH. 


Freie  Perspective  in  ihrer  Begrtlndang  und  Anwendung.  Von  G.  A.  Peschk  a, 
Professor  am  Polytechnikum  zu  Brunn,  und  E.  Koutny,  Privat- 
docent  ebendaselbst.     Hannover,  Rümpler  1868. 

Die  Verfasser  erwähnen  zwar  im  ersten  Capitel  die  sogenannte  Durch- 
schnittsmethode, welche  voraussetzt,  dass  Grundriss  und  Aufriss  des  per- 
spectivisch  abzubildenden  Gegenstandes  vollständig  gezeichnet  vorliegen; 
gehen  aber  dann  zur  sogenannten  freien  Perspective  über  und  begründen 
dieselbe  durch  eine  selbständige  Theorie  der  Centralprojection.     Hierbei 
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Haoen,  G.,  Uebor  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.  (Akad.) 
Berlin,  Diimmler.  %  Tlilr. 

Frankrnheim,  M.  ,  Zur  Krystallkundo.  1.  Bd.  Charakteristik  der 
Krystalle.    Leipzig,  Barth.  l%Thlr. 

Tait,  f.  G. ,  Sketch  of  thermodynamies:  a  Ireatise  of  mechanical 
power  of  heaL     London,  Hamilton.  5  sb. 

Physik. 
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Recensionen. 

Die  Leb»  von  der  ElastioiUt  nnd  Festigkeit,  mit  besonderer  Kficksicbt 
auf  ibre  AnwenduDg  in  der  Tflcbnik ,  von  Dr.  B.  Winklek  ,  ord. 
Ptofoaaor    der    Ingenieurbaukunde    am   Polytecbnikum   in   Prag. 
Erster  Tbeil.    Prag ,  Dominicas. 
Je    mebr   durcb    di«    ^Virksamkeit  der  poljtecbni sehen   Scbniea  die 
WitiseoBchartlicbkeit  der  Tecbiiiker  gehoben  wird,  desto  wichtiger  erscbcint 
P8.  den  letzteren  Lehrbücher  in  die  Hand  zu  geben,  in  denen  dieselben 
nicht  blos  ein  Receptbuch  für  die  Lösnng  der  verschiedenen,  ihnen  am  hUn- 
figslen  vorkommenden  Aufgaben  erblicken,  sondern  aus  denen  sie  dieUeber- 
zeitgnng  schöpfen,  daas  bei  dem  raschen  Entwickelungsgange  der  ninthe- 
matischen  Ingenieurwiasenscbaft  nur  eine  gründliche  theoretische  Bildung 
sie  gegen  die  Gefahr  schützen  kann,  mit  dem  Verschwinden  dar  allen  Anf- 
ingen jener  Bücher   auch  ihre  in  der  Schule   erworbenen  Kenntnisse  no- 
hrancbbar  werden  za  sehen, 

Der  unglficklicbe  und  wobl  nie  endigende  Streit  zwischen  den  soge- 
nannten Theoretikern  und  den  sogenannten  Praktikern  hat  seinen  Grund 
gewiss  nicht  blos  in  der  UDkenntnias  oder  dorn  vornehmen  Uehersehen  der 
Bf^dingungeu ,  an  welche  die  wirkliche  Lösung  der  Aufgabe  in  Bezug  auf 
Zweck  und  Mittel  gehnnden  ist,  sondern  auch  in  dem,  grösstentlieils  durch 
den  Bildungsgang  verschuldeten  Umstände,  dass  die  Praktiker  dem  rein 
theoretischen  Resultate  nicht  genügendes  Vertrauen  zu  schenken  vermögen. 
Man  glaubt  eben  in  der  Wissenschaft  nnr  dann  an  Etwas,  wenn  man  es 
von  Grund  aus  versteht. 

Zur  Schlichtung  dieses  Streites,  zum  Studium  der  Elasticität  und 
Festigkeitslehre,  welche  für  die  Technik  eine  unbestreitbare  Wichtigkeit 
hat,  von  dem  aber  meist  eingebildete  Schwierigkeiten  abzuhalten  pflegen, 
wird  das  eingnngserwfibnte  ausgezeichnete  Buch  gewiss  in  hohem  Grade 
beitragen.  Dasselbe  setzt  als  mathematische  Bildung  nur  diejenige,  die 
jetat  an  allen  polytechnischen  Schulen  geboten  wird ,  voraus,  und  indem  es 
an  vorhandene  Werke  und  Abhandlungen  auschliesst,  bietet  es  auch  sehr  viel 
Neues  nnd  Anregendes,    wie    aus  der  foIgendoD   Inhaltsilbersicht    erhellt. 
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Der  nissenscliartliclien  AaUge  entsprechend  behandelt  der  eratt 
Abschnitt  die  allgemeine  Theorie  der  EUsticität.  Im  I.  C»- 
pite!  desselben  werden  die  Gleichgew ichtsbedingungen  der  Juneren  Krtft«, 
die  an  eiu^iii  unendlich  kleinen,  rechtwinkligen  Parallelepiped  aogreifes, 
gegeben.  Die  L'ntersuchung  der  SpHnriungen,  welche  ein  beliebig  geneig- 
tes Flächenelement  afficiren,  fölirt  «uf  das  sogenannte  Spaona 
ellipsoid  nnd  aaf  die  in  Richtung  der  Axcn  des  tflzlprpn  wirk> 
Haupt spaniningen.  Als  wesentlich  nen  erscheint  die  Uestimmung  dl 
Alaximalschubspnnnnngen,  die  in  sechs  Ebenen  wirkend  gefui 
werden,  von  denen  jede  dnrcli  eine  Axc  des  Spannnngsellipsoids  geht 
den  von  den  beiden  anderen  Äsen  gebildeten  Winkel  halbirt. 

Nachdem  im  2.  Cnpitel  die  Fnrmü  ndernngen,  d.  h.  die  Läiig< 
Änderungen,  sowie  die  Glcitungen  nnd  Volumänderungen  parallelepipi 
scher  und  kugelförmiger  Körperelemente  durch  die  VerrUcknngeQ 
ihrer  Funkte  nach  Kichlnng  der  Coordinntenuxeo  ausgedrückt  worden,  ent- 
wickelt das  3.  Capitel  die  Beziehungen  zwischen  diesen  ForniveräaderUD- 
gen  und  den  dieselbe  hervorbringenden  Normatspnnnnngen  «nd  Schnb- 
GpannuDgen,  wodurch  ninn  schUeeKÜch  zu  den  DiTfere  ntialgleicbnn- 
^tsu  riirdieForniänderungon  isotroper  Kurper  geinngt.  Auch  fiir  an- 
iäolrope  Körper  wird  der  Gong  der  Rechnung  kurz  angegeben. 

Im  4.  Citpitel  werden  xuuüchbt  vom  Gesichn^pankte  der  Moleculsr- 
theorie die  allgemeinen  UeKiehungen  zwischen  den  Spannungen  nod  den 
ForuverKnderungen  eutwickell  und  dann  speciell  Körper  mit  3  auf  einander 
senkrechten  Elasticilätsaxen,  mit  eini^r  Etnsticilätsn\c  und  endlich  isotrope 
Kövper  unter:>nchl.  Filr  den  Werth  ni,  welcher  das  Verhällniiis  der  Lüngcu- 
ünderung  in  Hichtung  der  Slahaxo  zu  der  LäugeuÜudcTung  der  Quei- 
scluiittsdimenbionrn  anzeigt,  giebt  die  Molecnlartheorie  die  Zahl  4.  Da 
jedoch  derselbe  nicht  vollständig  mit  den  Versnchswerthen  ühoreinstimait, 
so  rälh  der  Verfasser,  denselben  gleich  3  oder  4  an  nehmen,  je  nacbdi 
einer  oder  der  audcie  die  grössere  Sicherheit  giebt. 

Im  5.  Capitel  werden  die  Grundbegriffe  der  nligemeiD 
ycstigkeit^lehro:  Elaslicitätsgrenee,  Bruch,  Sicherheit,  Gi 
Fesligkeilecoefficieiit,  gegenüber  der  in  dieser  Beziehung  oft  vorkonmiea- 
den  Unklarheit,  gesichtet  und  festgesteltt.  Neu  ist  Hie  Kinführuug  der 
Bezeichnung  „Ide.ile  Hnu  pt  spnnn  nn^"  für  diejenige  llsnptspnnnung, 
welche  die  grosato  LängenHndiiruiig  hervorbringen  wilrde ,  wenn  sin  in  der 
Kichtong  dieser  Aenderung  wirkte  und  in  anderen  Richtungen  keine  < 
nungen  wirkten. 

Den  Inhalt  des  zweiten  Abschnittes  bildet   die  Normal 
ächnbelasticität".    Das  b.  Capital  entwickelt  die  Gesetze  fUr  die  N< 
uialelasticitat  gerndci-  St^ibe.     Neu  ist  in  der  Formel  für  die  Zugfestigkeit 
der  Drähte  die  Berücksichtigung  des  Umstnndes,  dnss  durch  die  Fabrika- 
tioa   der  IcUteraa  tick  «uf  der  Obettitohe  dgrselben  eine  Krnste  bildet, 
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welcho  fester  als  der  Kern  ist,  Anch  findet  sich  hier,  tnm  ersten  Male, 
eine  Untersiichnng  zweier  sich  drtiekender  rander  Körper,  welclie  im  Etaen- 
balm-  und  Brückenbau  zu  wiclitigen  Anwendungen  VeranlaBsong  gielit. 

Im  7.  Capitel  wird  die  einfache  SchnbeiHsticität  besprochen.  Nach 
der  strengen  Theorie  ergeben  sieb  nuch  liier  2  Hanptspannungen ,  die  in 
einer  atif  die  Treiiniingsebene  aenkrecliten  und  zur  Bichtnng  der  Krürie 
parallelen  Ebene  unter  einem  Winkel  von  Ab"  gegen  die  Trenuungsebeue 
wirken. 

Derdritte  Abschnitt  betiandelt  die  Diegangselaaticitftt  ge- 
rader Stäbe  im  Altgemeinen  und  enthält  viel  Neuerungen  und 
Erweiterungen.  Als  solch<-  sind.ansuf'ühi'en  :  Ein  Satz  über  dinTrSgheilB 
momente  proportionaler  Querschnitte,  die  Bedingung  für  das  Verbleiben 
der  nputraleo  Ase  in  der  Kraftebene,  die  Untersnchting  über  die  Grösse 
der  Schubspannungen  in  irgend  einer,  xur  Axe  des  Körpers  parallelen 
Ebene,  ganz  besonders  der  SchubspaanUDg  T„  welche  senkreclit  zur  Kraft- 
ebene  wirkt  und  deren  Bestimmung  in  anderen  Lehrbttcheru  de^  Klastici- 
tät  nicht  sttt  finden  ist,  endlich  die  Berechnung  der,  ebenfails  uieiat  utief- 
mlitterlicb  behandelten  transversalen  Normabpannung.  Im  9.  Capitel  wird 
bei  der  Behandlung  der  ForinSnderung  des  Stabes  auch  die  Del'ormirang 
der  Quarscbnitte  berücksicbtigt.  Interessant  ist  auch  die  Untertiucbung 
über  die  Formänderung  der  Axe  bei  schiefer  Belastung. 

Das  10.  Capitel  bespricht  die  Bruchfeatigfeeil  der  Stäbe.  Die  Feslig- 
keitabediugungcn  innerhalb  der  Elasticitütsgrenze  werden  mit  grosser 
Strenge  aufgestellt.  Es  wird  aber  aucL  der  Versnob  gemacht,  diese  Be- 
dingungen für  den  Bruch  zu  benutzen,  wobei  jeduub  statt  der  Coefticienten 
i'  und  S  der  suläesjgen  Inanspruchuahme  andere  Coefficienten  tBrnoh- 
coelücienten)  einzuführen  sind  ,  die  iu  der  Weise  von  der  Querachniltsforra 
und  von  der  Belastung  abhängig  gewählt  werden,  dass  die  innerhalb  der 
ElasticitÄtsgrenze  gellenden  Gleichungen  auch  hier  noch  ihre  Richtigkeit 
behalten.  Diese  Abhängigkeit  der  Bruchcoeffiuienten  wird  für  proportio- 
nale, für  symmetrische  und  fUr  unsymmeiriBche  Querschnitte  durchgeführt. 

Es  folgen  nun  im  vierten  Abscbnitte  die  Untersachnngea 
von  durch  Transversalkräfte  belasteten  Stäben.  Im  11.  Capi- 
tel wird  die  Belastung  als  bestimmt  vorausgesetzt.  Ausser  den  bekann- 
ten Fällen  findet  man  hier  den  gleiehförinig  betasteten  Stab  mit  Überragen- 
den Enden  (Anwendung  bei  IHaassstäben  für  geodäliscbe  Basismessnngen), 
sowie  den  mit  einer  nngleicbfürmig  vertheilten  Last  bedecktes  Stab  über 
einer  Oeffnung. 

Capitel  12  behandelt  bedingte  Belastnngsfiillc.  Die  Enden  der 
Stäbe  werden  horizontal  und  schief  eirtgcmauert  vorausgeitetxt  und  die 
Untersuchung  wird  auf  Stäbe  mit  variabelem  Querschnitte,  sowie  auf  Kör- 
per von  constanter  Fo«tigkeit  ausgedehnt. 


Die  Capitel  13  bis  18  enthalten  eiae  sein  »0TgCA\t]g  ditrchgearbüteie 
Theorie  der  coDtinuirlicheD  TrSger  sowolil  mit  gleichen  als  auch  mit 
ungleich  langsn  Fcldcrii.  Ünrcb  eine  grosse  Anzahl  voa  Tabellea  wird  in 
Anwendung  der  Reuiiltate  sehr  orleichterl.  Sied  aucli  manche,  für  deo 
Brlickpobau  wichtige  Delastiingsrälle  des  Raumes  halber  weggolasäen,  »o 
findet  mnn  dafür  einige  ganz  neue  Voranssetznugen  sownhl  in  Bezug  auf 
die  Vertheilong  der  Last,  als  auch  auf  die  Anordnung  der  QueraclmitW 
AufgeDomuien.  Hierher  gehört  z,  B,  die  Belastung  des  continuirlichen  Trä- 
gers durch  eine  isolirte  Last,  die  Untersuchung  des  Einflosses  der  Qner- 
schnittsrerKnderlichkoit  bei  Trägern  Über  2,  3  und  4  Felder,  die  Bespre- 
chung der  continuiriichen  Träger  von  conatanter  Festigkeit  und  die  Analy M 
des  Einflusses  der  Slützenseukungen,  Als  überraschendes  Resaltat  mag 
hier  nur  die  Thatsache  erwähnt  werden,  dass  bei  continuiriichen  TrSgem 
von  constantar  Festigkeit  über  2  Felder  eine  Üenkung  der  Mittelstutze  gl 
keinen  und  bei  3  Feldern  nur  einen  sehr  geringen  Vortheil  gewXhrt. 
In  dem  filnften  Abschnitte,  Capitel  19,  werden  diejenigeu 
atungsfälle  betrachtet,  bei  welchen  auch  centrisch  oder  exceutrii 
wirkende  Axial kräfte  vorkommen.  Die  theoretischen  Formeln  wer- 
den für  SiSbe  von  constantem  und  auch  von  veränderlichem  Querschnitt 
entwickelt,  wonnch  eine  Uutersuchnug  über  Körper  von  constantar  Kaick- 
fesligkcit  folgt.  Da  die  entwickelten,  rein  tbeoretiacben  Formeln  nur  dann 
anwendbar  sind,  wenn  man  die  Lage  des  Angriffspunktes  der  Axialkraft 
genau  kennt,  iu  der  Praxis  dies  aber  nicht  immer  der  Fall  ist,  so  giebt 
Verfasset  auch  eine,  vom  Angritfspunkte  unabhängige  theoretisch- empil 
sehe  Formel  au,  die  mit  den  beknnnten  Versuchen  von  Hodgkin 
übereinstimmt. 

Hierauf  folgen  in  Capitel  20  diejenigen  BelastungsRille,  bei  denen 
Axial-  und  TranaversalkrSfte  zugleich  vorkommen.  Man  findet 
hier  viel  neae  Resultate,  die  sowohl  in  strenger,  als  auch  in  für  die  Ata 
Wendung  genügend  angenäherter  Form  gegeben  werden.  Eine  aehrinler4fl 
snnte  Uiiterancliung  enthält  §,  105  über  die  Inanspruchnahmegosetze  eioM 
auf  einer  horisoutnleo  elastischen  Unterla^'e  rahenden  und  in  einzelndl 
Punkten  durch  isolirte  Gewichte  belasteten  Balkens.  Die  Anwendung  hiÖB 
von  lindet  man  z.  B.  beim  Langschwollensystem  der  Fiseubahnen.  M 

Der  sechste  Abschnitt  beachiiftigt  sicli  mit  dem  ZusammenhaoM 
der  Qoerachiiittsfotmcu  und  den  Elasticitätsbedingungen  der  Ötät« 
Zunächst  wird  im  Capitel  21  der  rechteckförroige  Querschnitt  uat«J 
sucht  und  das  Griisseuverhältniss  zwischen  der  liaupispaunimg  und  dd 
idealen  llauptspanniing  festgestellt,  sowie  auch  analysirl,  wann  die  eiH 
und  wann  dii-  andere  als  ftlaximalspannung  auftritt.  Die  Form  der  KöruM 
gleichen  Widerstandes  wird  nicht,  wie  man  dies  gewöhnlich  findet,  VI^M 
Epedell  für  die  Normalspannungeu,  sondern,  strenger  und  allgemeiner,  IH 
den  jedeaUMUgen  gröseten  \Yerth  dejr  lIauj)Upuuuuig  beötiuiiat,  wobwj^H 


1 


rait 

4 


Maximum  dar  letzteren,  je  dbcIi  dem  Verlittitniss  der  Tran aversal kraft  Q 
snni  Biegungsmomente  M,  entweder  in  <Ier  neutralen  Fnser,  oder  in  der 
von  der  nentraleD  Axe  entferntesten  Faser  Btatlfinden  kann.  Uiernach  wer- 
den die  Formen  gleichen  Widerstandes  complicirter ,  aber  richtiger. 

Die  Untersnclmng  über  den  l^intlusa  der  geneigten  Lage  dos  Quer- 
selinitts  führt  auf  das  Reaultat,  dass  daa  Qiegungsmoment  am  kleinsten 
wird,  wenn  die  Diagonale  des  Rechtecks  senkrecht  anf  der  Krnftebene 
sieht.  Auch  erhält  die  Biegungsebene  die  geneigteste  Lage,  wenn  die  eine 
Diagonale  vertical  steht;  die  andere  Diagonale  ist  dann  senkrecht  zur  Bie- 
gaugsebeuo  gerichtet  und  bildet  die  neotral«  Axe. 

Ausserdem  wird  noch  der  Werth  für  die  trAnsTersale  Normatspannung 
gegeben ,  der  sich  aehr  klein  herausstellt  nnd  demnach  vemacblässigt  wer- 
den kann. 

Aehnliche  Untersnchnngeo  fSr  den  elliptischen  Qnerschnitt  bil- 
den das  22.  Capitol.  Hier  kann,  im  Gegensatz  aam  vorigen  Fall,  der 
Werth  der  in  einer  Parallelebene  zar  LMngsaxe  des  Stabes  senkrecht  eu 
letzterer  gerichteten  Schiibspaonung  7*,  eine  betrSchtliche  Grosse  erreichen 
and  darf  daher  nicht  vernachlässigt  werden. 

Hierauf  folgt  die  Analjrse  einer  Reihe  von  verschiedenen ,  in  der  Pra- 
xis oft  vorkommenden,  theils  von  geraden,  theils  von  krummen  Linien  be- 
grenzten Querschnitteformen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  und  viel  Neues  ent- 
haltend sind  die  Capitel  34  bis  27,  welche  die  idealen,  d.  h.  blos  aus  zwei 
Gurten  bestehenden,  ferner  die  symmetrischen  und  die  unsymmetrischen  I- 
Querschnitte  behandeln.  Eine  Reihe  von  Resultaten  in  Bezug  auf  die  con- 
stante  Festigkeit  solcher  Träger  unter  verschiedenen  Belastungsverhült- 
nisseu,  sowie  bei  verschiedenen  Querschnittsconslructiooen,  unter  Zugrunde- 
legung der  in  den  früheren  Abschnitten  entwickelten  strengen  ElayticitKta- 
lehrc,  liefern  eine  bedeutende  Erweiterung  der  Theorie  Bolchor  Träger, 
während  die  Angaben  für  die  ökonomischeste  Conetruction  der  letzteren  ftlr 
den  Ingenieur  von  grossem  Interesse  sind. 

Indem  im  27.  Capitel  der  untere  Gurt  =0  gesetzt  wird,  geht  ein  Theil 
der  ftir  I-Träger  gewonnenen  Resuliate  in  solche  für  T -TrÄger  über. 

Der  sieben teAbsehuitt  enthält  die  genaue  Biegungstheorie 
gerader  Stäbe.  Kine  ganz  allgemeine,  genaue  Bestimmung  der  Span- 
nungen und  Formänderungen  bei  gegebener  Form  und  Uelnstungsweise  des 
Körpers  ist  bekanntlich  zur  Zeit  noch  nicht  geglückt.  Es  müssen  daher 
auch  hier  solche  Annahmen  Über  die  Form  und  die  Bclagtungsweisc  ge- 
macht werden,  welche  eine  genaue  Theorie  zulisscn. 

Es  wird  daher  zunächst  voransgesetzt ,  dass  die  äusseren  Kräfte  nur 
anf  die  Endqucrschnilte,  nicht  aber  auf  die  Mantelfläche  und  das  Innere 
des  Körpers  wirken  und  dass  die  Mittelkraft  der  unfeine  Enddäche  wirken- 
den Kräfte  durch  den  Sohwerpuakt  derselben  gehe.     Ferner  wird  die  An- 


nähme  gemacht,  dasa  auf  eine  zur  Axe  des  Körpers  parnllelan  Ebene  keiD« 
aiideire  Spannimg  wirke,  als  eine  zor  Axn  des  Körpers  parallele  Schub- 
üjiannuug  und  dnss  eudlicli  der  Körper  prismOitiscIi  nad  symmetriscli  in  Be- 
ziehung auf  eine  Ebene  sei,  in  welcher  die  älittelkräfte  der  aaf  die  End- 
ÜücLen  wirkenden  Krnfto  liegen,  und  aus  einer  isotropen  Masse  bestebe, 
Dieaea  sogenaunte  „De  Saint-  Venant'sclie  Problem"  wird,  ilhnlicU  wie 
dies  Cl  e  bsch  gezeigt  bat,  gelost,  wobei  jedoch  die  bei  der  Integration  der 
Differentialgleichungen  anftretende  und  von  der  Fenn  des  Queritcbuittes 
abbHngige  Function  8  nicht  Idos  für  den  ejlipiischen  (juerschnitt  entwickelt 
ivird,  sondern  auch  umgekehrt  diejenigen  Querschuittsformcn  discutirt  wer- 
den, welche  einer  gegebenen  Form  jeuer  Function  entsprechen  mtd  dem- 
uneb  anch  eine  gcuniie  Behandlung  zulassen.  Auf  diese  Weise  werden 
einige  tlieoretiache  Nnrmnlftlle  geschaffen,  welche  einen  Vergleich  mit  den 
gewfihnlicb  vorkommenden  QuerechnitlsflSchen  gestalten.  Ein  solcher 
Vergleich  der  durch  die  genaue  und  die  angenäherte  Theorie  gefandenea 
Formeln  flir  die  Normal-  und  Schnbspannnng,  sowie  für  die  Deforuialion 
der  Querachnittc  wird  durchgeführt. 

Der  achte  Abschnitt  bandelt  über  die  Normalelasticität  t 
fach  gekrümmter  Stäbe.     Es  ist  klar,  dasa  zar  Beanspruchung 
auf  Normalelasticität  eine  gewisse  Beziehung  zwischen  der  Form  der  aJ 
den  Körpers  und  dem  Belasttingsgeactz  cxistiren  muss.     Daher  findet  a 
hier  Untersuchungen  über  Slülzlinie,  Kettenlinie,  Belastnngscurveu  bei  | 
gebener  Stützlinie  u.  s.  w. 

Sehr  viel  Neuea  sowohl  in  der  Behandlnngsweise,  als  auch  in  den 
sultaten  bringt  der  neunte  Abechniit,  welcher  von  der  Biegnn 
elasticitüt  einfach  gekrüin  interStäbe  handelt.  Mit  grosser  Streng 
werden  zunilchst  die  genauen  Formeln  für  die  Spannungen  und  Deform 
rungen  entwickelt  und  daraus  die  einfacheren,  gewöhnlich  ausreichend« 
abgeleitet.  Von  Vorlheil  erweist  sich  die  Einführung  des  Q°^''B<^l>i>it^ 
kerues  in  die  Untersuchung,  insofern  durch  die  Lage  der  StÜtzlini 
Bezug  zQ  diesem  Kerne  die  Inanapruchnahmen  der  einzelnen  Theile  doi 
gnerschnittes  bedingt  werden.  Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Berech- 
nung von  Bogeubrücken  ist  der  §.  295,  in  welchem,  je  nach  der  Lage  der 
Stutzlinie  gegen  die  Gurte  einea  idealen  I-förmigen  Bogenträgers  (Gittet; 
trüger),  die  Inansprncbnahraen  der  Gurte  bestimmt  werden,  und  det 
in  welchem  die  Inanaprucbnabme  der  Träger  mit  vollem  I-Que 
(Blechtrüger)  auf  die  einfnclier  zu  berechnende  laansprnchniihme  der  idi 
len  I-förmigen  Trüger  zurückgeführt  wird. 

Ala  Anwendungen  für  bestimmte  Belastung  werden  die  Berechnua- 
gen  eines  Keltenhakena,  eines  Kolbenringes  und  einer  Spiralfeder  g 

Eine  gt-nauefuud  ausfilhrlicho  Tli  eor  ie  von  Bogonträgen 
iu  dar  deutsuben  Literatur  itin  j«I»t  noob  nicht  gagubeii,  wahrtiud  die  Uo) 


sltehangen  von  Bresse  in  seiner  „Mcctirii/jue  appliqjtee"  iiicht  erRcböpfencI 
gena^  aind. 

Eine  solche  Theorie  findet  man  io  den  Capiteln  35  bis  38  für  Bögen 
mit  Kämpfer  und  Scheitelgelenken,  mit  Kämpfergelenken  allein,  sowie 
anch,  zum  ersten  Maie,  für  Bögen  ohne  Gelenk  mit  eingespannten 
Kämpfern  durchgeführt.  Die  loanspruchniihraen,  sowie  die  Deformationen 
werden  fiir  flache  p&raheirdrniige,  kreisförmige  und  beliebig  gekrllmmte 
BiigentrSger  mit  constaiitcm  oder  veräiiderUchem  Querschnitte,  für  isolirte 
BowobI,  als  ancL  für  gleichfürmig  vertheilto  Belastung  untersucht  und  durch 
zahlreiche  Tabellen,  sowie  graphische  Darstellungen  für  die  Annendung 
aureubtgelegt.  Wichtige  Dienste  erweisen  hierbei  die  vom  Referenten  auiu 
ersten  Male  angewandten  Kämpferdrncklinion,  sowie  die  vom  Ver- 
fasser eingeführten  KämpferdruckumbülliingsliDieu,  welche  beide 
eine  dankbare  Anwendung  der  Construction  zur  Erleichterung  der  Koch- 
nung  gestatteo. 

Das  3t).  Capitel  bebandelt  den  Einfluas  der  Temperntnr  auf  Bo- 
gonträger.  Diese  Untersnucbungea  sied,  ebenso  wie  die  über  ringfür- 
mige  Körper  im  40.  Capitel,  nach  den  früheren  Aufsätzen  des  Verfassers 
bearbeitet  uud  eothalten  die  von  domselben  gefundeoen  neuen  Resultate. 

Den  ScbluBs  des  Buches  bildet  ein  Anhang,  in  welchem  einige,  bei  der 
Berechnung  der  gekrümmten  Träger  hÄofig  vorkommende  lutcgtal-  und 
Ueibenformeln,  sowie  eine  kleine  Anzahl  von  goniometriscben  Tabellen  ge- 
geben werden. 

Somit  enthält  dieser  erste  Band  alle  diejenigen  Tbeile  der  Elasticitäta- 
lehre,  die  hauptsächlich  fdr  den  Bauingenieur  und  den  Architekten  von 
Wichtigkeit  sind.  Der  zweite  Tbeil  soll  die  übrigen,  für  die  Technik  wich- 
tigen Theile  der  ElSsticitfltstheorie  behandeln. 

Uebrigens  bildet  der  erste  Band  ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganzes 
und  kann  nach  Obigem  sowohl  den  Stiidlrendeu  als  auch  den  ausübenden 
Technikern  und  Baumeistern  aufs  Wärmste  empfohlen  werden. 

In  Besag  anf  die  Fortsetzung  des  Werkes,  deren  baldiges  Erscheinen 
lebbafi  zu  wünschen  ist,  mag  hier  noch  echliesslicb  der  Wunsch  nach  eiuor 
strengem  Correctur  des  Drucksnlzes  und  einer  etwas  eleganteren  Ausfüh- 
rung der  Tafeln  ausgesprochen  werden. 

Dr.  W.  FrÜnkee., 
(Jeiirüfler  Ingenieur  und  ord.  Lahrcr  an)  I'olytei^huikum  zu  Uresdeu. 

Das  Strahln&givermdgeti  der  Atome,   als    Grund  der   physikalischen   und 

cbernischen  Eigenschaften  der  KHrper,  von  Carl  Pd8CI£L,  Capi- 

tular  des  BenedietinerslifteB  Seiteustetten.  324  S.    Wien,  Gerold. 

Der  Verfasser  giebt  In  diesem  Buche  eine,  wenn  auch  noch  nicht  in 

allen  Beeiehungen  vollendete,  so  doch  sehr  reichhaltige  Auaführnng  einer 

in,  die  Comtitulion  der  karperlicbcn  Materie  betreffende  Hypothese, 


welche  die  BeacLtang  der  Physiker  im  höchsten  Ornde  verdieiit,  da  dntdi 
dieselbe  eiDerseils  viele  Erscheinangon  eiufacher  als  nach  den  herrschenden 
Meinungen  erklärt  werden,  andetiarBeits  alier  auch  viele  bisher  g»r  nicht 
oder  nur  nugeuügend  gelöste  Kätheel  liier  eine  klare  Lösung  tinden.  Der 
beschrankte  Kaum  gestattet  nur  einige  Äudeutnngen  über  die  Grundgedan- 
ken zu  geben. 

Der  Verfasser  geht  von  dem  Verhültuisa  der  Körperatoma  »um  Aetbi 
ans  und  stellt  jene  nicht  als  absolut  uutbeilbar,  sondern  als  vom  Aether  fttl 
seitig  umgebene,  für  denselben  aber  undnrcbdriugltclie  Oonliana  hin.    Der 
Aether  als  ein  elastisches  Fluiilnm  musa  auf  jedes  von  ihm  nmsclitosseaa 
Atom  von  allen  Seiten  einen  Druck   ausüben,  und  diese  Wechselwirktii 
der  Atome  und  des  Aethers  ist  das  Fundament,  auf  welches  alle  weiti 
Entwic;kelnngen  gebaut  sind.    Sic  macht  die  herrschende  Ansicht,  d: 
Atome  auch  an  und  für  sich  eine  Wirkung  auf  einander  ansähen,  vol 
kommen  überflüssig,  und  dies  ist  entschieden  als  ein  Hauptvorzug  der  neni 
ilypolbese    antiuerkenuen,  da  jene  Ansicht  immer  uuhcgreiflich    bleibi 
wird.     Die  anleugbaren  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Atomen  ein«» 
Körper»  bestehen   nnd   welche   zur  Annahme   von  Anziehung«-  nnd  Ab- 
stossungskräften  zwischen  den  Atomen  geführt  haben,  erweisen  sich  viel- 
mehr anfeine  ungezwungene  Weise  als  Folgen  jener  Wechselwirkung.    Daas 
nun  durch  die  Aufhebung  eines  Tboiles  von  der  Grundlage  der  verbreite- 
ten Anscliauung  auch  die  Hesultate,  zu  denen  der  Verfasser  gelangt,  den  ver- 
breiteten tbeilweise  widersprechen  mUssen,  versteht  sich  von  selbst;  aber  des- 
halb die-neue  Hypothese  als  unhaltbar  zurück  zuweisen,  würdenm  so  weniger 
gerechtfertigt  sein,  als  die  Annahme  von  den  Atomen  als  solchen  innewoh- 
nenden Kräften  nicht  das  bietet,   was  man  von  ihr  fordern  mu 
einerseits  hat  letztere  mit  einer  Reihe  von  neuen  Ergebnissen  der  Expei 
mentalforschung  nicht  in  Einklang  zu  treten  vermocht,  andererseits 
alle  Versuche,  daraus  den  gasförmigen  Zustand  der  Materie  volletSudi 
erklären,  bis  heute  unzulänglich  geblieben. 

Mit  Recht  geht  daher  der  Verfasser  bei  der  Entwickelnng  seini 
Hypothese  von  den  Gasen  ans,  prüft  an  ihnen  die  Richtigkeit  allgemein 
theoretischer  Folgerungen,  und  an  der  Hand  der  erhaltenen  Resultate 
unternimmt  er  dann  eine  Betrachtung  der  das  Volnmen  bestimmenden 
Kräfte  in  flüssigen  und  festen  Korpern.  Dasa  dabei  aus  mancher  bisher 
als  Ausnahme  behandelten  Erscheinung  ein  allgemeines  Gesetz  hervorgeht, 
und  umgekehrt  Sätze,  denen  man  bisher  eine  allgemeine  Geltung  zuschrieb, 
nur  als  specielle  Fälle  erscheinen,  kann  denjenigen  nicht  befremden,  wel- 
cher mit  der  Geschichte  der  Wissenschaften  vertraut  ist.  Vielmehr  liegt 
eine  wohltbuende  Erweiterung  der  Anschauung  darin,  wenn  z.  B.  aus  der 
Hypothese  des  Verfassers  folgt,  dnss  die  bekannte  Entdeckung  Fisean's 
«mjodsilher  keine  vereinzelte  Tbatsavhe  ist,  ttoudern  dass  es  unter  bestimm- 
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tea  Bedingnngeo  KSiper  geben  kann,  &nf  welche  die  Wäinie  smumoea- 
siebsod  wirkl.  , 

Gerade  dieses  letztere  EigebniBä  verecliatft  der  netten  Hypothese  eine 
noch  weitergreifeude  Uedeutueg,  indem  sie  eiu  klärendes  Liulit  auf  die 
VerSuderungen  der  Grogec  und  Gestalt  und  den  Lauf  der  Kometen  wirft. 
Die  bereits  Tun  Arago  nls  aUgemein  angenommene  und  seitdem  vielfach 
beetÄtigte  Thatsaulie,  dase  die  Kometen  bei  Attnälierung  zuc  Sonne  sich 
susammenxiehen  und  bei  Entfernung  von  derselben  sieb  atisdehnen,  erhält 
so  wohl  die  einfachste  aller  denkbaren  Erklärungen. 

Schlieselich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Darstellung  eine  klare  und 
üborsicbttiche  ist. 

Dresdeu,  den  ZS.  December  l6ßS. 

Dr.  Gustav  Uofpmann. 


Fbjük,  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  L.  Kaublt.    171 
Seiten  mit  151  Abbildtiugen.   Breilau,  Hirt. 

Der  Verfasser  hat  ebenso,  wie  jeder  Lehrer  der  Physik,  erkannt,  dass 
ein  den  Bedürfnissen  und  Anforderungen  der  Schule  entsprechender  Leit- 
faden der  Physik  fehlt,  trotadem  dass  sich  eine  Unzahl  von  Machwerken 
neuerdings  diesen  Titel  angeiuasst  haben,  welche  anstatt  dem  Schüler  zu 
nützen,  ihm  einen  doppelton  Schaden  zufügen,  indem  sie  denselben  einer- 
seits denkfaul  macbon  und  andererseits  ihm  eine  nnnötbig  hoho  Geldaus- 
gabe verursachen.  Jenem  Mangel  abzuhelfen,  ist  das  genannte  Werkeben 
des  Verfassers  ganz  geeignet.  Es  zeigt  auf  jeder  Seite  den  erfahrnen 
Pädagogen,  und  als  HauptvorzUge  heben  wir  besonders  die  Uehersicbt- 
licbkeit  und  den  logischen  Zusammenhang  hervor,  beides  Eigenschaften, 
die,  so  nothwendig  sie  sind,  doch  selbst  in  sehr  verbreiteten  Lehrbüchern 
der  Physik  vergebens  gesuciit  werden. 

Dabei  wollen  wir  für  eine  zweite  Auflage  des  Werkchens  nicht  uner- 
wähnt lassen,  dnss  einige  der  Abbildungen  hätten  durchaus  we^^hleiben 
können,  da  sie  Apparate  darstellen,  die  zum  pbysikHlischen  Unterrichte 
unbedingt  vorbanden  sein  müssen.  Dafür  aber  hHtton  die  biographischen 
Notizen  wenigstens  insofern  erweitert  werden  künnen,  dass  hei  den  bedeu- 
tendsten Physikern,  wie  s.  B.  bei  Gaü  lei,  nicht  nur  das  Todesjahr,  son- 
dern auch  Zeit  uud  Ort  der  Geburt  und  der  Schauplatz  ihrer  Thätigkott 
angegeben  wuirde. 

Dresdeu,  den  31.  December  ItiW. 

Vt.  Gustav  HaFFBAHd. 


Lehrbnoh  der  Physik  für  KcalansCalten  und  Gymnasien,  sowie  zam  Selbst- 
unterricht, von  Prof.  Dr.  Greiss.     2.  Aufl.,  Wiesbaden. 
Der  Verfasser  hat  im  Titel  dieses  Buches  entschieden  einen  Missgriff 
gethan,     Ein  Buch,  welches  zum  Selbstunterrichte  bestimmt  ist,  kann  nicht 
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infolge  dieses  Stoases  vom  Hberflillt,  kknn  weder  eelir  s 
werden,  noch  wird  rnttn  ihm  dßii  Charakter  des  Possenhaften  gani  nebineit 
können.  —  Wo  man  aber  sonst  liinblitkl  im  ganzen  Werk,  allerorts  findet 
man  nur  neue  Beweise,  dasa  man  es  in  Ty  ndall  mit  einem  Meister  wissen- 
Bchaftliclier  Uarstellang,  mit  einem  der  bpsten  Lehrer  seines  Fache«  eh 
thun  hat.  Die  schwierigsten  und  cnmptitirtesten  Erscheinungen  und 
Theorien  versteht  er  mit  der  ihm  eigen tliiimlichen  Klarheit  austinander 
zn  setzen  nnd  auf  das  Vnrtllglichsie  durch  das  Experiment  ansehaulich 
zu  machen. 

In  dem  vfrhSllnisHmäsHig  kleinen  Knnm  findet  man  fast  alle  Theiln 
der  Aknstik  abj^'chanilelt,  welche  auch  für  Nichtfachleute  Interesse  babeo. 
Dabei  sttttzt  sieh  der  Verl'asaer  liberal!  auf  die  neuesten  Arbeiten  and 
zeigt  eine  sasserord entliche  Vertraotheit  mit  den  clHSKiHclien  Uotertnclnn^ 
gen  von  Helmboltz,  und  selbst  die  neuen  experimentellen  Unter- 
suchungen Hundts  iiuf  akustischem  Gebiete  findet  inaii  sehr  vollstiit- 
dig  vor- 

Naeh  dem  Erecheinen  de«  Epoche  machenden  Heimholt  z*scb«i 
Werkes:  „Die  Tonempfindnng"  hat  man  bekanntlich  von  vielen  Seiten  die 
Klage  über  dasselbe  gehört,  dass  für  den  Musiker  eu  viel  Phyaikaliicl»«, 
für  den  Ifaturforscher  aber  zu  viel  rein  Musiktbeoretiscbes  darin  enthalton 
sei  und  vielleicht  aus  dem  Grunde  hat  das  siinst  durchaus  nicht  schwor 
verständliche  Werk,  seihst  tu  den  dabei  interessirten  Kreiseu,  nicht  die 
allgemeine  Verbreitung  gefunden,  die  mau  stiinem  inneren  Werthe  nack 
h&tto  ei'w&rten  müssen. 

Hier  im  „Schall"  ündet  man  den  gröastea  Theil  der  KesultAte  der 
Uelmhi)  Uz' sehen  Untersuchungen,  soweit  siu  mit  Physik  iu  unmittelhai«r 
Beziehung  stehen,  and  zwar  in  einer  sehr  leicht  fassliclien  und  böcfasl 
anziehenden  Uarstellungslorm.  Alle  diejenigen  aber,  znmnl  Nktorfor 
schci  im  Allgemeinen,  ]iraktische  und  theoretische  Musiker,  Insinimenteii' 
bauer  etc.,  welche  die  Mühe  bis  jetzt  gescheut  haben,  an  die  „TonumpfiD- 
dnng"  seilet  heranzugehen,  mögen  inerst  einmal  TyndnlTB  ..Schkll" 
vornehmen.  Dieser  wird  dem  Geschmauke  eines  Joden  zusagen.  Jedcv 
wird  ihm  mit  gespannter  Aufmerksamkeit  folgen  und  Niemand  wird  ihs 
ohne  Nutzen  gelesen  bähen. 

Vielleicht  wird  zumal  Musikern  und  ganz  jungen  Studirenden  der 
„Schall"  eine  willkommene  Einleitung  in  die  Akustik  sein  und  sie  wer- 
den, wenn  sie  ihn  gelesen  haben,  wabrscbeinlicb  von  selbst  das  BedUrf- 
niss  fühlen,  sich  in  die  bcdentnngs vollen  Untersuchungen  zn  vertiefen, 
welche  in  der  „Touempfindnng"^  niedergelegt  sind. 

Aber  nicht  nur  dem  nicht  physikaliscben  Theüe  des  Publikums  ist 
der  „Schall'^  zu  empfehlen,  sondern  anck  den  der  Wissenschaft  Ange- 
hörigen kanu  mau  ihn  au»  vielen  Gründen  Hs  eine  höchst  vortheilbafle 
Ij>atl|re  »anttbeii. , . 
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Die  Knast  des  l^^xperimenlirens  rerstebt  Tyndkll  in  seltenem  Ornde 
und  swar  die  Kunst  des  Esperiioenlirftna  in  der  besten  Bedentnng  des 
Wartcs.  Ilim  dient  das  Experiment  überall  nur,  aber  aucb  im  voll- 
koramensten  Masse,  »ur  Versinnlicliniig  und  znui  Beweis,  nivgpnds  findet 
man  den  Vei'sucb  nla  eine  UDorgauische,  neben  dem  Vortrag  liegi'nde 
Zngab<4  2U  demselbt^n  oder  in  der  Form  der  kleinlichen  Spielerei.  Viele 
Versntlie  sind  dabei  entweder  ganz  neu  oder  in  neue  Formen  gebracht, 
So  dass  gewiss  jeder  Lehrer  der  Pbysik  das  Buch  mit  Vorlheil  benutzen 

Erinnern  wir  nns  an  den  kUglichen  Zustand,  in  welchem  sieb  der 
«xperimentelle  Tlieil  unserer  WissenscLaften  in  Dentscbland  nicht  nnr 
Jta  den  Mittelschnlen,  sondern  zum  I  h«il  anch  an  den  Hochsuhnlen  be- 
fude.t,  so  kann  man  gewies  niuht  angelegentlich  genug  darauf  hinweisen, 
eich  diese  Art  Eiperimentatphysik  vorzutragen    zum  Muster    zu  nehmen. 

Die  Eiperiraente  müssen  beim  physikalischen  Unterricht  die  Säulen 
aein,  auf  denen  sich  die  Hypolhcsen,  Gedanken  aufbauen,  and  diese 
müseen  den  ersteren  die  richtige  Verbindung  ku  einem  grossen  zusammen- 
gehörigen Ganzen  verleiben. 

'•  Auch  in  Beziehung  auf  Darstellung  weicht  der  Schall  rortheilhaft 
Ton  dem  sonst  bei  naturwissenschaftlichen  Ause,inander3etanugen  gebrÄucli- 
liehen  trockenen  Tone  der  Abhandlung  nb,  wenn  such  nicht  zu  verkennitn 
ist,  dass,  wenigstens  für  unseren  deutschen  Geschninck,  die  Diction  einige- 
mal beinahe  über  die  Grenite  des  erlaubten  Schwunges  hinaus  an  die 
Phrase  heranstreift. 

Selbst  die  Eigentbümlichkeit,  dass  die  Vorlesungen  wirklich  ganz 
.■olcbe  geblieben  sind,  verleiht  dem  Ausdrucke  eine  Frische  nnd  gestattet 
-«ne  Präcisioa,  welche  znmal  dem  Nichtfachraann  sehr  anziehend  sein 
wird.  — 

Der  „Schall"  ist  leichfasslich  und  doch  ist  er  sngar  in  höherem  Grade 
lüs  die  ,,Wäcme"  wissenschaftlich  streng,  nnd  zeichnet  sich  in  dieser  Hin- 
weht von  den  vielen  seichten  Arbeiten  sogenannter  populärer  Schriftsteller 
■ins;  CS  sind  das  bekanntlich  meist  nicht  den  streng  wissenschaflllchen 
Tßranchen  Angehörige  oder  gar  Dilettanten,  welche  glanben,  alle  hnlb- 
verdautea  wisBcnscbaftlichen  Studien  sofort  als  popnDlren  Zcitongsartikel 
oder  „Vorlesung  für  gebildetes  Publikum"'  wieder  von  sich  geben  zu 
^Ussfu, 

Das  Streben  nach  Vcrallgemeinerang  nnd  Verbreitung  znmal  natnr- 
^.  -wissenschaftlicher  Kenntnisse  ist  ein  gauz  richtiges,  nnr  sollte  es  Solchen 
niberlassen  bleiben,  welche  in  dem  Vorhandenen  die  gehörige  Auswahl 
«u  treffen  wissen,  und  deren  wissenschaftliche  Leistungen  für  die  Soli- 
,ditiit  des  Gegebenen  eine  gewisse  Garantie  gewähren. 

Nach  den  eben  hcrvorgehnhcneu  grossen  Vorzügen  des  besprochenen 
^Werkes    ist    us    mit   um   «o    grösserem    Danke   anzuerkennen,    dass   eine 


denUclie  Uebersetzung  Teranstaltet  worden  üt  und  swsr  eine  Ueberaetzniig 
vorzüglichster  Art.  Wer  es  niubt  weias,  dass  es  eine  Uebersetsnng  ist, 
wird  es  nacli  dem  Styl  nniü  Ausdrucke  gewiss  nicht  erkannt  haben;  nach 
Vergleich  mit  dem  Original  können  wir  aber  versichern,  dass  trotsdran 
die  üehersetzung  eine  sehr  Irene  ist. 

Die  AnsstHltung  ist,  dem  Vieweg'schen  Verlag  entsprechend,  in  jei 
Beziehung  musterhaft.  Um  so  auffälliger  aber  iet  es,  dass  ffir  die  Di| 
gramme,  welche  die  Dissonanz  der  Intervalle  graphisch  darstellen,  Fig. 
und  153,  pag.  307  und  3it8,  einfach  die  Figuren  Ö2A  und  B  der  Helm- 
bol  tz'scben  „Tod Empfindung"  wieder  benutzt  sind,  welche  Theile  enthal- 
ten, die  zum  Test  des  „Schalles'^  in  gar  keinen  Beziehungen  stehen, 
während  df)ch  Tyndall  im  Original:  ,,0n  Sound'-  Fig.  152  und  153, 
pag.  305  nnd  30Ö  ganz  richtig  die  seinen  AuseinaDdersetznugen  allein 
entsprechenden  Tbeile  der  Uelmholtz' sehen  Figuren  gegeben  hat. 

Sehon  der  Umstand,  dass  zwei  unserer  grössten  Natnrrorscher  der 
deuteeben  Ausgabe  ihren  Namen  vorgesetzt  nnd  sich  der  letzten  Correctnr 
der  Uebersetzung  unterzogen  haben,  kann  dem  deutschen  Publikum  eii 
Sicherheit  für  die  Bedeutendheit  des  Werkes 

Mögen  auch  diese  Zeilen  daau  beitragen,  dem  Werke  die  allgemei 
Verbreitung  verschalen  zu  heUen ,  die  es  verdient. 

Carlsruhe,  l.  Mttiz  1800. 
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Theorig  der  Cylinderlinien 

Figurentafeln,     f 

Die  kleine  Schrift  d. 

Lücke  unserer  pbysikalis 

aus,  eine  Lücke,  die  in  : 
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I  Prof.  F.  E.  Reuscii.   35  Seiten  mit  i 
Tenbner  18(W. 


rühmten  Verfassers  füllt  eine  recht  ftthlbi 
1  Lehrbücher  auf  eine  ausgezeichnete  'WeiBe 
I  so  fühlbarer  geworden  ist,  eine 
je  böbore,  praktische  Bcdentung  die  Cylinderlinsen  erhalten  haben.  Von 
dem  Brechungegesetze,  den  Linsen  und  der  Brechung  des  Licht 
an  paraboloidiecben  Flächen  ausgebend,  betrachtet  der  Herr  Verfasi 
vorerst  diejenige  parabotoidieche  Linse,  an  welcher  die  Hanptscbnitte  dl 
GrenzflSchen  zusammenfallen,  geht  dann  über  zu  derjenigen,  an  welcher 
die  Hauptschuitte  der  GronzSächen  einen  beliebigen  Winkel  bilden  und 
kommt  80  in  naturgemSsser  Fortschrei tnng  zu  den  Cylinderlinsen  selbst, 
deren  Behandlung  das  Ganze  abschliesst.  Die  Darstellung  zeichnet  sieb 
durch  schlichte  Einfachheit  aus,  so  dass  auch  flir  diejenigen ,  welche  nur 
der  elementaren  Mathematik  mächtig  sind,  das  Verstnndniss  der  Schrift 
nicht  die  geringste  Schwierigkeit  bietet. 


foa 
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Der  EUktromK^netiiinns,    inibetondere  als  TriebkTsft,    sowie  mettieie 
Dsae   elektromagnetiflohe  HaBcbinen,    Wa^en   und  Locomotiven 
von  Prof.  Dr.  J.  F.  Rolofp.      102  S.  mit  H  Taleln.     Berlin  !MÖS. 
Uie   grossen ,    iibpreilton    Hoffnungen ,    welche    mnn    nnfangs    an    die 
elektrouwgneti sehen  Maschinen    knüpfte,   musstcn   bekanntlich   sehr  bald 
aufgegobcn  werden,   hIb   man  wahrnahm,   ilass    die  Speisung  dieser  Ma- 
schinen  viel   kostspieliger  sei,    als   die    der  Dampfmaschinen,    und    dass 
dadurch  pelbst  der  Vortheil    des    geringeren  Anlagekapitals    mit  verloren 
gehe.     Die  Techniker  kümmerten  sich  seitdem  wenig    nm  die  praktische 
Verwerthung    der   elektromagnetischen    Mascbinen ;   sie   machten    diearlbe 
einzig    und    allein    abhHngig  von    der    Erfindung   einer   hilligeren    Kraft- 
quelle, welche  sie  von  der  Cbemie  erwarteten,  und  thaten  wenig  für  die 
Verbessernng  einzelner  Maschinentheile,  wodurch  der  Nntzeffect  allerdings 
hätte  gesteigert  werden  können. 

Die  obige  Schrift  nun  sncht  von  Neuem  die  Aufmerksamkeit  der 
Techniker  auf  die  Elektromagneto-Mechanik  zu  lenken,  und  es  wird  Nie- 
mand leugnen  können,  dass  Roloff  s  Maschinen  den  Klieren  gegenüber 
wesentliche  Verbcwserungen  aufweisen.  Sehr  wünschenswertb  aber  wäre 
es  gewesen,  wenn  Herr  Roloff  an  seinen  Maschinen  auf  Beobachtungen 
gegründete  Rechnungeu  angestellt  hätte  über  das  Verhältniss  des  Auf- 
wandes zum  Nutzeftect.  Uebrigens  ist  die  Schrift  populär  gebalten  und 
für  diejenigen,  welciien  die  Kenntniss  der  elektromagnetischen  Erschei- 
nungen und  Gesetze  mangelt,  eine  belehrende  Einleitung  Torausgescliickt. 

Xiuteitnng  in  die  theoretisohe  Physik  vou  Prof.  Viktük  v.  Lang.  400  S. 
Brannschweig,  Vieweg  m68. 
Wir  haben  das  Unlernehmen  des  Herrn  Verfassers,  eine  Einleitung 
in  die  tlieoreliscbe  Physik  zu  schreiben,  mit  Freuden  begrüsst,  weil  damit 
einem  von  'J'ag  zu  Tag  immer  fühlbareren  Mangel  in  der  physikolischen 
Literatur  abgeholfen  werden  konnte.  Leider  müssen  wir  aber,  nachdem 
wir  das  Buch,  in  alle  Wege  seinen  Zweck  im  Ange  behaltend,  genau 
durchgelesen  haben,  gestehen,  dass  unsere  Erwaiinngen  nicht  ganz  be- 
friedigt worden  sind.  Einmal  sehen  wir  nicht  ein,  warum  der  Herr  Ver- 
fasser sich  auf  die  Capitel:  Mechanik,  Schwere,  Magnetismus,  Electri- 
cilät  und  Licht  beschränkt  bat;  zum  anderen  will  es  una  an  mehreren 
Stellen  dünken,  als  ob  der  Herr  Verfasser  ganz  vergessen  habe,  für 
wen  er  schreibt.  In  dieser  Hinsicht  durften  mehrere  Figuren  besonders 
in  der  zweiten  Hälfte  des  ersten  Heftes  nnbedingt  nicht  fehlen  und  die 
Darstellung  musste  weniger  springend  sein.  Ganz  unverzeihlich  aber  ist 
es,  dass  dem  zweiten  Hefte  kein  Druckfehlerverzeichniss  beigegeben  ist. 
Denn  als  vor  Jahresfrist  das  erste  Heft  erschien,  worin  dergleichen 
Uängel  mehr  ala  billig  zu  linden  waron,  entfichald igten  wir  es  im  Stillen 


damit,  dus  der  Herr  Verfasser  vielleicht  durch  ir^nd  welche  VerbXlt* 
nisse  an  einer  genftuen  Ci>rrectiir  verhindert  gewesen  sei,  und  dem  war 
auch  so,  wie  aus  der  mit  dem  «weiten  Hefte  erschinncnen  Vorrede  her- 
vorgeht. Wir  hoffleu  indesa  sicher,  dnES  das  Versriutnte  nachgeholt  wer- 
den würde,  nnd  das  ist  nicht  geecbehen,  wodurch  nun  dem  AnHinger 
das  Stadium  des  Buches  wesentlich  erochwcrt  ist,  um  so  mehr,  «Is  vii 
der  Druckfehler  aut'S.  97,  110,  111,  141,  142,  14S,  Iä3,  1&&,  168,311 
höchut  störend  e!nd. 

Uebcrhaupt  scheint  der  Herr  Verfassir  Druckfelilerveraeichnisae  wenig 
SU  beachten;  denn  wie  hätte  er  sich  sonst  auf  S-  105  so  erheblich  irren 
können'^  Dort  lieisst  es  nämüch:  „G  (die  Beechleanigang  der  Schwer« 
in  einer  gewissen  Tiefe  unter  der  ErdoLerAäche)  ist  also  (nümlich  nach 
Airy)  grösser  als  g  (die  Acceleration  an  der  Oberfläche),  und  e*  ist 
nicht  G  <i  g,  wie  in  einem  neueiea  Lehrbncbe  der  Experimentalphysik. 
auBeinandergeselzt  ist." 

Dies  zielt  zweifellos  auf  Wttllner'a  bekanntes  Werk,  in  velel 
sich  wirklich  im  Texte  diese  Verwechslung  der  Buchstaben  C  and  9  v 
findet,  die  aber  im  Druckfehlerverzeichnisse  berichtigt  ist. 

Schliesslich   wünecbeu    wir,   dasa   es    dem  Herrn    Verfasser   gefkll«! 
jDÖge,  in  einem  dritten  Hefte  das  Versäumte  nachzuholen. 
f        Dresden,  21.  Februar  ISflB. 

Dr.    G.  HOFPMANM. 
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Recensionen, 

I  O.  A,  BRETscHNttDEß ,  BflitTäge  zur  Qeiohictate  der  grlechiBChen  Oeometrie. 

Programm   dns   hemugUciieii    Gymnasium   ErneBtinom  zu    Gotha. 

Ostern  1889, 
Dass  Referent  sich  jedesmal  freut,  wenn  ein  neuer  Beitrag  zu  den- 
jenigen UntersuciiuDgen  in  die  Oefi'entlichkeit  gelangt,  welche  ilin  selbst 
mit  Vorliebe  beschäftigen,  ist  leicht  erklärlich;  ein  doppelt  freudiges  Ge- 
fllhl  erweckt  es  aber,  wenn  wieder  ein  neuer  Anhänger  solcher  Ansichten 
an  den  Tag  tritt,  welche  noch  immer  theilweise  bestritten  werden,  wenn 
durch  das  Gewicht  treuer  Gründe  und  neuer  Vertreter  derselben  die  wahre 
Au£ichaDung  auch  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnt.  Mit  solcher  doppelten 
Freude  haben  wir  das  uns  vorliegende  Programm  begrtisst,  den  Vorläufer 
einer  ansführlichen  „Geschichte  der  griechischen  Geometrie  und  Geome- 
tor",  mit  welcher  der  Verfasser  uns  hoffentlich  bald  beschenken  wird. 
In  dem  gegenwärtigen  Programme  sind  fünf  Punkte  aus  jener  Geschichte 
besprochen:  der  angebliche  Geotneter  Euphorboa,  welches  als  Beiname  des 
Pythagoias  sich  enthüllt;  die  Isoporimetrio  als  nicht  nachweislich  bei  Py- 
tbagoras;  der  Ursprung  der  indirecten  Beweise  vor  der  Zeit  des  Euclid; 
die  Methode  der  llohenmessuDg  des  Thaies,  und  als  erster  und  am  aus- 
führlichsten behandelter  Gegenstand:  der  Charakter  der  ägyptischen  Geo- 
metrie. Nur  aus  dieser  ersten  Abhandlung  wollen  wir  kurz  berichten,  nm 
nnsere  üebereinstimmung  mit  dem  Verfasser  zu  bestätigen,  um  einen  be- 
vorstehenden Gontrolbeweis  anzukündigen,  llerr  Bretschneider  macht 
Euerst  darauf  aufmerksam,  dass,  wenn  auch  gaoz  zweifellos  die  Geometrie 
ans  Aegyptcn  herstamme,  die  Meinung,  als  sei  sie  durch  die  infolge  der 
jährlichen  Nilüberscbwemraungen  nothwendige  Wiederholung  der  Landes- 
vermessung entstanden,  nur  gemäss  eiser  Uypolhese  des  Herodot  bei  den 
Griechen  sich  vorbreitete,  ohne  selbst  ägyptisch  zu  sein.  Er  zeigt  weiter, 
dasB  die  ägyptische  Geometrie  im  Wesentlichen  Reisskunat  war,  dass  sie 
praktische  Regeln  zum  Berechnen  von  Längen  und  Flüchen  enthielt,  dass 
ihr  die  den  Griechen  vielfach  noch  oigenthümlichen  Einzelbetrachtungen 
in  BO  and  so  vielen  Fällen  entstammt,  dass  endlich  die  Form  derselben  uns 


ia  den  gricchi selten  Elementen  erbalten  ist.  Mit  ftllen  diesen  Bebanptiu- 
gen  Bind  wir  durchaua  emverBtHnden  nnd  haben  Belbflt  zn  viederholteo  Mi* 
len  Äehnlichea  ausgi-sp rochen.  Herr  BretKchnßider  wünscht  ferner,  die 
Anffindnng  eines  Papyrus  möge  udr  endlich  echwarz  auf  weiss  mit  dei 
ägyptischen  Mathematik  bekannt  machen.  Hier  sind  wir  in  der  Lsge,  ihs 
zn  ergünzen.  Uem  gelehrten  Verfasser  scheint  nämlich  entgangen  zn  eeig, 
dass  ein  solcher  geometrischer  Papyrus  existirt  und  dass  nlUi  Hoffnung  vor 
banden  ist,  denselben  bald  in  aatograpbirter  Vervielfältigung  zn  besitzen. 
Wir  verweisen  dafür  auf  den  Anfsatz:  Genmelric  Papyrut  hy  S.  Birck  it 
der  Zeitschrift  für  ägyptische  Sprache  und  Alterthumakunde  von  ProfesMf 
Lepsiua.  18(18.  September  und  Octoher.  8.108—110.  Diesea  geometriscl« 
Werk  ist  unter  König  Ra-aa-usr  verfasat  auf  Grundlage  älterer  Unte^ 
siichungen;  die  bieratiechen  ächriftzüge  und  die  tjualität  des  Papyms  «ei- 
sen auf  eine  Zeit,  die  nicht  höher  binaufliegt,  als  die  XX.  Dynastie.  Eioc 
untere  Zeitgreuze  giebt  Herr  Birch  nicht  an,  anch  nicht  in  einem  Briefe 
über  denselben  Gegenaland,  mit  welchem  er  una  beehrte;  vielleicht  dürfte 
darnach  die  Vcrmuthung  begründet  sein,  Herr  Birch  halte  die  XX.  Dy- 
nastie selbst  für  die  Abfassungszeit.  Diese  Könige  regierten  aber  (nach 
Urugsch)  von  1288—1110  vor  Chr.  Geb.!!!  Der  kurze  Auszug,  welchen 
Herr  Birch  in  der  genannten  Nutis  veröffentlicht,  stimmt  nun  in  seinem 
Wesen  duichaua  mit  der  sogenannten  heronischen  Geometrie  überein,  d.  h. 
also  mit  den  Ansichten,  welche  Herr  Brotschneider  entwickelt  hat. 

CA.NTOII. 


Lefbnitz  nnd  die  DifferoDtiation  mit  bellebigflm  Index.  Wenn  n 
das  Kennzeichen  des  wahren  Krfinders  einer  Wissenschaft  ist,  überall  in 
derselben  seine  Spuren  zurückgelassen  zu  haben,  überall  die  Fundgrube 
werlbvoUer  Dinge  eröffnet  zu  haben,  so  ist  Lethnitz,  abgesehen  von  cbro- 
nulogischen  Streitfragen,  der  einzige  Urheber  des  lufinilesimalcalcül«.  Uu 
kann  in  der  Thal  kaum  eine  Frage  besprechen,  deren  Beantwortung  in  d« 
Gebiet  dieser  Wissenschaft  fällt,  ohne  die  Vorarbeiten  bei  Lelbnitx  n 
finden.  So  ist  es  auch  allgemein  anerk.innt,  dasa  Leibniiz  schon  die  Ve^ 
gleichung  der  Differentiation  mit  der  Potenzirung  zum  Gegenstände  seinn 
Ueberlegung  gemacht  hat,  dass  er  mit  dem  Briefe  an  Ji>h.  Bernoulli 
vom  Mai  lllllö  ebenso  den  Grand  zum  gegenwärtigen  Operation scalcül  legte, 
wie  die  Anfange  jener  Theorie  schuf,  welche  man  als  Uifferentiatioa  mit 
beliebigem  Index  zu  benennen  pflegt.  Zwei  italienische  Gelehrte  haben 
sich  in  der  Jüngsten  Zeit  um  die  Geschichte  dieser  Untersuchungen  bemüht, 
die  Herren  Tardy  und  Genocchi.  Krsterer  veröffenilichte  im  Junihnft« 
1068  des  BuUeliiiu  ili  Bi'/Iiugrafia  e  di  Sluriit  ilelle  irieme  mntemaliclu  r  fiac/ie 
des  Prinzen  Bonconipagni  einen  Aufsatz  unter  dem  Titel:  „Inlorno  ad  una 
formoia  A  Ldbmt%  L«tsteier  l^te  der  Turiner  Akademie  am  10.  Januar  ISN 
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eine  Arbeit  rot,  welche  die  Ueberachrift  fuhrt:  „Di  iina  formola  dei  Leibnix 
e  di  una  lellera  di  Lagrange  at  Conle  Fngnana".  Beide  Abh  and  tun  gen  lassen 
den  Verdiensten  des  deutsoben  (lelehrtea  gleiche  Gerechtigkeit  widerfab- 
ten,  indem  die  einschlagenden  Stellen  aus  dem  Briefwechsel  Leibultzens 
mit  Bernonlli  sowohl,  &h  mit  L'Hopit  al  vollständig  abgedrnckt  und  er- 
läutert werden;  beide  Abhandhingen  fübreit  dann  später  zn  Lsgrange  Über, 
welcher  in  sPiner  Erstlingsnrbeit  vom  33,  Juli  1754  dieselbe  Formel  nach- 
entdeckte und  dem  Grafen  Fagnano  mittbcilte.  Sowohl  Lagrange  als 
Fagnani)  waren  damals  mit  der  Leibnitz'sehen  Unlersuchnng  un- 
bekannt, so  dnss  der  Brief  des  jnngen  kaum  18jährigen  Gelehrten  alsbald 
veröfientlicht  wurde.  Die  Exemplare  dieeea  Abdrucks  sind  sehr  selten,  sn 
dass  es  nur  dankbar  anzuerkennen  ist,  dass  Herr  Gen  occbi  der  genann- 
ten Abhandlung  den  Lagrange'ecben  Brief  im  italienischen  Onginalteicte 
beifügte.  Als  der  Brief  bereits  in  die  Oetfentüchkeit  gedrungen  war,  er- 
fuhr Lagrange  erst,  dass  seine  vermeintliche  Entdeckung  ihm  bereits 
vorweggenommen  war,  und  er  selbst  erkannte  1771  in  den  Memoiren  der 
Berliner  Akademie  dieses  Verdienst  Leibnitseos  in  einer  Beide  ehrenden 
Weise  an.  Aus  der  Abhandlung  des  Uerrii  Tardy  ist  noch  bervorsuheben, 
dass  er  die  Dichtigkeit  der  Leibnitz'sehen  Formel: 

DI'uv=,,.l>l*vi-(ß\.Ou.lj''-^v+(p),.i>''u.Dl'-^r-i-{fi.\.D^n./)'^v  +  ... 
ancb  für  gebrochene  und  negative  fi  durch  einen  bisher  noch  nicht  ver- 
öffentlichten Beweis  begründet.  .  Cantor. 


Der  Conitmotenr.  Ein  Handbuch  zam  Gebrauche  beim  Mascbinenentwer- 
fen  von  F.  Itrui.PAUX.     Dritte  Auflage,  ISflO,  bei  Vieweg  &  Sohn. 

Die  neue  Auflage  dieses  bekannten  Buches  enthält  in  ihrer  erschiene- 
nen ersten  Lieferung  manciie  Zusätze  und  Bereicherungen,  von  denen  §  11 
über  Scheerfestigkeit  in  der  neutralen  Ase,  §  12  über  Träger  mit  gemein- 
samer Belastung,  §  Hl  über  Festigkeit  der  Gelosewänile,  §  20  über  Federn 
(auch  Kantsubuk),  §  03  über  Sc h rauben scbl Uasel ,  §  04  Über  Scbrauhenver- 
bindnngen,  §§  Ufr — TU  über  Keilverbindnngen  und  Sicherungen,  und  §  71 
über  Nietfonnen  bu  erftälinen  sind. 

Besonders  aber  hat  das  Handbuch  durch  die  in  dem  zweiten  Abschnitte 
gegebeneu  Flilfslehren  aus  der  Graphostatik  gewonnen.  Dieser  neue 
WissensKweig  ist  in  kurzer  Zeit  auf  den  meisten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  eingeführt  worden,  Beine  Anwendung  auf  viele  Constructionsfnlle 
des  Maschinenbaues  hat  der  Verfasser  schon  in  der  letzten  Auflage  des 
„Constructeur"  durchgeführt  und  wenn  die  grap  ho  »tntische  Methode  noch 
nicht  die  ihr  gebührende  Beachtung  bei  den  Praktikern  gefunden  hat,  so 
lag  dies  jedenfalls  an  dem  Mangel  eines  geeigneten  kurzen  Leitfadens  zur 
Erlernung  der  so  einfachen  Element«  dieser  Methode.    Diesem  Mangel  hei- 


fen  die  §§  31—53  d^  „Constrnct^iir"  ab,  in  welchen  hUr  und  fasslich  die 
wichtigsten  Satze  tut  der  graphischen  Arithmetik  und  dnnn  die  ZnB«iniii*ii- 
aetznng,  Zerlegung,  sowie  das  Gleichgewicht  vim  Kräften  mit  Hilfe  tob 
Krnft-  und  Seilpolygonen  behandelt  werden.  Zahlreiche  Anwendungen  det 
Methode  auf  einfache  üeispiele  aus  dem  Gebiete  dps  Maschinen-  and  I 
wesens  zeigen  die  Kttrze  und  Uebersiuhtltchkeit  des  Verrnhri 

Di.  W.  FrÄnkm 
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StereoikopUche  Photogrspbien  dei  Modellea  einer  Fläche  dritter  OzdaaDg 
mit  27  reellen  Geraden.  Mit  erläuterndem  Texte  von  Dr.  Ciu. 
WIE.SER,  Profe-isdr  am  Polytechniknm  zu  Carlsrnhe. 

Durch  die  Veröfl'enlHchnng  dieser  stereosknpiscben  PhotogrAphien  Mi- 
nes  sorgfältig  ausgeführten  Gypsmodells  wird  Herr  Professor  Wiener  g»- 
wisa  sehr  viele  FachgenosBen  angenehm  überraschen,  welche  das  so  meifc- 
würdige  System  der  «  Geraden  »uf  einer  FlÄche  dritter  Ordnung  int«r«*- 
sirt.  Sie  sind  sehr  gut  gelungen  und  zeigen  den  wesentlichsten  Thoil  det 
Flüche  mit  Beinen  eigenlhümli<:ben  Biegungen  nnd  Oeffnnngen  in  IrefTlicher 
Plastik;  sie  bringen  das  Modell  in  zwei  etwa  nm  einen  Quadraten  verwra- 
deten  Stellungen  znr  Abbildung,  so  dafs  man  sich  sehr  deutlich  die  Ge- 
Kammtanschauung  des  Modellü  bilden  kann,  weiches  aus  einem  Würfel  na 
etwa  'Ä  Meter  Seile  geschnitten  ist. 

Die  Erlüuternngen  sind  kurz  itnd  zweckentsprechend;  sie  bescbreiboH 
die  CouKtmctiiin  des  Modells,  zunächst  die  der  27  Geraden;  dann  die  der 
10  in  gleichen  Winkel  abständen  gelegenen  Kegelschnitte,  die  als  Schnittt 
der  FIHche  mit  Ebenen  durch  eine  dieser  Geraden  zn  Erzeugenden  dersel- 
ben gewShit  wurden;  endlich  die  von  drei  ncguidisianten  Horizontalachnit- 
ten  der  Fläche.  Die  Notiz,  dass  GypsabgtlEse  des  Modells  (Preis  50  PL) 
durch  Herrn  Professor  Wiener  übermittelt  werden  kfinnen,  ist  aicberlid 
Vielen  willkommen;  denn  den  Besitz  eine«  solchen  Modells  werden  ^ta 
Photographien  sicherlich  mehr  noch  wUnschen  lassen,  als  ersetzen.  Dai 
System  der  '27  Geraden  mit  seinen  133  Scbniltputiklen  kann  nicht  wohl  ia 
den  gewohnten  Dimensionen  der  stereoskopiiichen  Photographie  zn  Toller 
Denllichkeit  gebracht  werden. 

ßitcksichtlieh  der  Coustruction  eines  Modells  ist  vielleicht  ein  kunei 
Bericht  von  Nutzen  Über  Art  itnd  Entstehung  eines  Drahtmoilells  desselbra 
Systems  der  37  Geraden  und  der  Flüche,  das  ich  seit  ISGS  besitze. 

Mein  Streben  nach  einem  solchen  Modell  ward  im  Sommer  IBfll  durch 
die  roehrseitigen  Mitiheilungen  in  den  „Comples  rfnriuf  der  Pariser  Akade- 
mie lebhaft  erregt  und  ich  unternahm  im  Ferienmonat  zunächst  die  Berech- 
nung des  ganzen  Systems  nach  der  Schlftfli 'sehen  Doppeleechs.  Ich 
■nchte  eine  solche  Anordnung  au  erlangen,  dass  die  I3ft  Schnittpunkte  dM 


Systems  in  einem  Parntlelepiped  von  nicht  sn  ungleichen  Uimensionen  un- 
tergebrai'lit  und  zugleich  in  den  einzelnen  Geraden  selbst  e.a  rei'theilt  wa- 
ren, dflss  die  Abstünde  der  zehn  Pnnktn  unter  einAiider  nirgends  sn  klein 
Ausfielen,  um  bei  der  für  ein«  Zeichnung  nlithigea  Rednction  dnrslellbar  zu 
bleiben;  ich  wollte  go<liinn  zwei  grosse  stereoskopische  Ccnlra1])ii)jcclionen 
dOH  Systems  construiten  und  diesRlben,  wenn  ich  ihre  Combinniion  zur 
raumlichen  Anschauung  nicht  zn  schwierig  fände,  vervi el  1^1 1 igen  lassen; 
ich  hatte  mich  gewöhnt,  ohne  Vermittelung  des  Slereoskopoukästchens  zu 
vomblniren  und  war  durch  grössere  Dimensionen  der  Bilder,  uls  dasselbe 
sie  erlaubt,  nicht  gestört  gewesen.  Aber  es  glückte  mir  bei  dreimaliger  Be- 
rechnung des  ganzen  Systems  nicht,  jene  Ziele  zu  erreichen  und  ich  rer- 
zichtete  ermüdet.  Aus  dem  laufenden  (X.)  Bande  des  ,.Ouarterli/  Journal  of 
Malkematkt'"  (pag.  53— Tl),  wo  Sir  A.  Cayley  eine  solche  Berechnung 
mittheilt,  ersehe  ich,  dnss  auch  ihm  das  nicht  gelungen  ist;  ich  benutze 
den  Anlasa,  auf  seine  Formeln  aufmerksam  zu  machen,  wer  etwa  die  Be- 
rechnung unternehmen  möchte.  Mit  den  Vorbereitun^eu  zur  deutschen 
Bearbeitung  von  G.  Salmnn's  .,Trtatise  un  Ihe  aiia/ylic  genmtlry  of  t/iree 
dimeiitioiif',  besonder»  mit  der  Ausarbeitung  des  zweiten  Tlmiles  (Leipzig, 
Teuhaer  ISß^),  wührend  deren  ich  nach  I'rag  Ubei'siedelte,  kam  ich  auf  das 
Vorhaben  zurück,  jedoch  nicht  auf  den  Plan  der  Berechnung,  Consirnction 
und  Btereuskopischen  Combinntion  zweier  Centralprojectioncn  des  Systems ; 
es  ward  nun  auf  dem  Wege  der  Modetlirung  ausgeführt,  freilich  mit  Ver- 
sieht auf  die  volle  durch  Uechuung  und  Cnnstrnction  erreichbare  Genauig- 
keit, doch  aber  mit  sehr  befriedigendem  Erfolg. 

Der  Assistent  der  darstellenden  Geometrie  am  Präger  Polytechnikum, 
Herr  R.Morstadt,  als  geschickler  Constvucicur  und  Modelleur  duruh  seine 
relief-perspectivischen  Modelle  auch  weiter  bekannt,  töthete  nach  meinen 
Angaben  aus  27  geraden  schwachen  Drähten  —  nachdem  es  nach  einigen 
Versuchen  gelungen  war,  eine  genOgeudc  Anordnnng  anszuprobiren  —  das 
System  zusammen.  Es  wurden  an  clnnn  Stab  i,  die  5  StKbe  b^,  b,,  b,, 
fcj,  bg  angclöthet,  die  Lagen  der  zweiten  Transversalen  der  Gruppen  von 
je  einer  derselben,  ij,  n^,  n^,  Oj,  n^  und  der  gemeinschaftlichen  Transver- 
sale '',  dieser  letzteren  b  sorgfältig  ermittellj  dann  war  es  leicht,  die  15 
Geraden  r,-*  dnrch  Einvisiren  zn  bestimmen,  da  sie  aU  Dnrchschnilte  der 
Paare  von  Ebenen  n,b*,  0*6,  erhalten  werden.  (Vergl  Analytische  Geome- 
trie des  Kaumes  II,  §.  3lf3.)  Nach  der  festen  Verlöthung  wurden  die  Stabe 
ff,  b,  e  roth,  schwarz  und  weiss  respective  gefimisst  und  mit  ZiffertAfelchen 
Tersehen.  Sehr  leicht  knüpfte  sich  dann  hieran  die  Darstellung  der  FlücTle. 
Durch  eine  der  Geraden  c  ward  ein  ebener  Schnitt  der  FUche  einvisirt,  die 
10  Punkte  an  den  das  gewählte  c  nicht  schneidenden  S'Hben  markirt  und 
durch  einen  schwachen  Messingdraht  der  verbindende  Kegelschnitt  dar- 
gestellt, um  so  die  doppeltberUhrende  Ebene  zor  Anschauung  zu  bringen. 
Sodnnn  wurden  parallel  dieser  Ebene  und  annähernd  ätinidistant  in  glei- 


ther  Weise  9  weitere  QaarscUniltB  der  FlHclie  einmodellirt.  Gurren  dritter 
Ordnung,  die  darcb  die  Sclinittp linkte  der  Viairebeoe  mit  deu  27  G«r&dn 
sehe  ausreichend  gegeben  waren.  Sie  neigen  sehr  schön  den  Uebergnng  An 
verschiedenen  Forincu  dieser  CnrreD  in  einander  und  dnrch  das  Sjstea 
von  Kegelschnitt  und  Gerade  bindurch. 

So  giebt  dns  Modell  aU  Stabmodell  doub  die  vollsländige  Anscbauang 
der  Flache  mit  ihren  höchst  merkwürdigen  Ot'finungen.  Es  ist  circa  0,i  Ue- 
ter  breit,  lang  und  hoch.  Ich  habe  ea  immer  ganz  vortrefflich  braachb» 
gefunden,  nm  die  allgemeinen  Anschaunngen  der  Theorie  algebraischet 
Flüchen  daran  zu  Tcrdeutlichen^  seine  Genauigkeit  reicht  dafür  völlig  ant. 
leb  habe  gelegontlicb  ein  Paar  der  Steiner' scheu  conjugirten  Triedtt 
markirt,  icb  habe  die  Doppelpunkte  der  Involutionen  auf  den  Geradei 
einer  dreifach  berührenden' Ebene  beatiinmt  und  dadurch  anschanlich  ge- 
macht, wie  solche  sechs  parabolische  Punkte  der  Fläche  in  derselbeu  £b«rM 
viermal  an  dreien  in  einer  Geraden  liegen  etc. 

Die  verhältnissmäGSi^e  Leichtigkeit  der  Uerstelluug  macht  ein«  Wie- 
derholung derselben  behufs  Uildung  von  Varietfiten  und  Specialfallea  mög- 
lich; vielleicht  regt  diese  Jlitlheilung  mehrfach  dazu  an.  Möge  aie  wenig- 
stens nicht  verfehlen,  für  die  Modelle  und  Photographien  des  üerra  Pro- 
fessors Wiener  vielseitig  Interesse  zu  erwecken. 

Fluntern  bei  Zürich.  W.  FiEi 
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Die  Elemente  der  Geometrie  i,  PlaDimelriu,  Trigonomelrie.  Sterenroelri« 
Kid  LeitTnilen  für  ifen  geometrisckea  Unterriclit  an  liöheren  l 
■natahen  von  Dr.  Richard  Bbsz,  Oberlehrer  ein  K.  Gymamii 
unJ  Upf  Realschule   lu  Planen  i.  V,     Plauen,  VerUj 
)>ci't.      ISÖO. 

Die  Änzelil  der  Lelirlücher  für  Elementnrmallieinntik  wuchst  beat 
zu  Tage  in  so  scbreckciierregeiuler  Prngression,  dnss  es  eiue  knum  lösb&re 
und  überdies  ziemlicb  undankbare  Aufgabe  sein  würde,  jedes  derselben  be- 
tiprecheo  «u  wollen;  um  so  mehr  ist  es  nber  I'lltcbt  der  periodiEchen  I'reeae, 
oaf  wirklich  beileutendere  Erscheiuungen  aufDierküam  zn  machen  und  sie 
dadurch  vor  dem  Versinken  in  der  Flulb  des  Gewitliiilichen  eu  bewabrcB. 
Unter  diese  wertbvolleu  Erschpjnojigpn  dürfte  der  vorgenannte  nnr  14  Bo- 
gen suhlende  Leitfaden  ohne  Zweifel  gehören,  und  wenn  auch  Kefereot 
nicht  überall  dem  Verfasser  beipflichten  kann,  so  mnss  er  doch  andererseits 
den  strengen  wiHBenechafilichen  Oeist  nod  das  pHdagogische  Gescbiok  dei 

Nncb  einer  Eröiteiung  der  sllgeuieiiien  Eigenschaften  des  XUnmet 
geht  der  Vctfa^iser  m  den  ÜeGnilionen  vnn  Ebene,  Gerade  und  Winkel 
(tber,  die  er  im  Sinne  von  Leibniz  (Malhem.  Schriften,  herausgegeben 
von  Gerhardt,  I,  p.  IIW  und  \Wi)  nnd  Berlrand  [Dereloppemenl  nouceau  de 
la  pnrtie  eUmentahe  des  Matlu-maiiijiies,  J/,  p.  3,  4,  tl)  sehr  soigfüllig  ausfahrt. 
Die  Ebene  wird  hierbei  als  diejenige  Flaihe  defioirt,  „welche  den  Raum  in 
Bwei  congniente  Hftimie  theilt,  die  einander  decken,  wie  man  auch  die 
GrcniflHchen  auf  ejiiaudcc  legen  möge".  Dem  enlspreciiend  beKeichnet 
der  Verfasser  eine  Linie  aIh  gerade,  „wenn  sie  die  Ebene  in  zwei  con- 
grnente  Tbeile  zerlegt,  die  stets  aur  Deckung  gebrnclit  werden  könnoD, 
wie  man  auch  ihre  Ränder  aneinander  legen  mag".  Den  Winkel  endlich 
betrachlet  der  Verfasser  als  einen  „  Aussthtiitt  aus  einer  Ebene",  tl.  h.  all 
einß  endlicbe,  von  iwei  Gernden  begrenzte  l'lSche.  -^  Dass  sieb  diese  Aa- 
ecbimungsweitie  streng  durcbflilircn  iNast,  ist  nicht  zu  beswelfeln,  und  des 
Verfassers  Arbeit  liefert  selber  den  Beweis  dafür;    die  Freiheit  von  logi- 
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den  Augen  des  Referenten  doch  nur  das  Mini 
B  er  an  einen  malberoaliHcben  Gedankengang 
len  ersten  Anftngen  der  Geometrie  düifte  wohl 
in,  dass.scbwerbegreifliche  Hypothesen  verniie- 
isBenschaftliche  Eutwickelnng  parallel  gehe  zur 
ing.  Nach  diesen  Ge«icht.'<punkleu  lassen  sich 
nkengniig  ein  paar  wesenllicbe  Bedenlten  er- 
Ebene  Uuft  auf  das  l'oslulat  hinaus,  den  gan- 
i-ei  gleiche  Theile  eu  zerlegen,  d.h.  zu  halbiron, 
lilion  Her  Geraden  auf  der  Möglichkeit,  die  aik< 
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lichas  iu  xv/ei  gleiche  und  sognr  in  jeder  Lnga  ougrnt^nte  Th»i]e  zerlegt 
werden  könne,  iat  gar  nicht  beweisbar,  Hondern  eine,  wenigatPUd  dem  ju- 
gendlichen VerStande  ziemÜcli  fern  liegend«  Hypothese.  Das  Mia^liche 
derselben  tritt  gleieh  hervor,  wenn  man  die  Cnnserjunnz  jenes  Gejnnken- 
gunges  verfolgt;  ist  man  nürnttch  durch  Ilalbirung  de»  Uaiimes  nnf  die 
Ebene  und  durch  Halbirnng  dpr  Ebene  auf  die  Gerade  gekommen,  so 
miissle  man  folgerichtig  durch  Halbirung  der  Geraden  »um  Punkte  gclau- 
gen,  d.h.  letzteren  hIs  Dns  definiren,  was  die  unendlli^he  Gerade  tn 
swei  congruente  Theile  zerlegt;  diese  Ucßnilion  hat  der  Veifasaer  seibar 
nicht  riskirl.  —  Ohne  Zweifel  bedarf  die  Geometrie  gewitistr,  nicht  weitev 
definirbarcr  GrnndnnachaijungeD  oder,  wenn  mau  will,  gewisser  Postulato, 
Voraussetzungen  u.  dergl', ,  die  hier  dieselbe  Rolle  epielen,  wie  in  der 
Chemie  die  Elumentnrt^IoiFe;  welche' Grundnnschauungcn  nber  die  iialilr- 
lichsten  siDd,  das  wird  sich  doch  nur  durch  psychologische  Beobachtungen 
«ntücheiden  lassen,  und  zwar  mUsben  diese  Beobachtungen  nu  Kindern  ge- 
macht werden,  denn  bei  dem  feriigen  Mathematiker  sind  die  Grundnn- 
flchnuungen  und  die  hieraus  durch  Äbstraetion  gewonnenen  Begriffe  so  inuig 
mit  einander  verwachsen,  dass  er  beide  nicht  mehr  zu  trennen  weiss.  Bei 
dem  Worte  „Richtung"  z.  B.  Jenken  wir  sofort  uud  unwillkflrlich  au  eine 
unendlich  lange  Gerade,  welche  nach  einer  beatimmlen  Richtung  verläuft, 
und  umgekehrt  bei  dem  Worte  „Gerarie"  denken  wir  an  eine  durch  die 
Gerade  beslimmte  Kichtuag.  Sind  nun  diese  VortHi'llu-igen  gleichzeitig 
uns  Kum  Bewusstsein  gelangt,  oder,  wenn  nicht,  welche  war  früher  da? 
Theoretisch  Uast  sieh  das  gar  nicht  entscheiden,  wohl  aber  praktisch 
durch  ein  fxpciimeiilum  crucis  mit  dem  ersten  bebten  kleinen  Llorfjungen. 
Man  sage  ihm:  i.geh'  einmal  gerade  auf  den  Baum  dort  los"  und  er  wei^is 
recht  gut,  was  das  heis«en  will;  er  behiilt  den  Baum  im  Auge  {er  visirt 
ihn  an),  nm  wKhrend  dcsGehens  nicht  aus  der  Rieh  tu  ng  zu  kom  men. 
Mau  wird  ferner  bemerken,  dass  er  keine  grössere  Entfernung  kennt,  als 
die,  welche  er  selber  zurückgelegt  hat;  er  besitzt  also  eine  sichere  Vor- 
stellung von  einer  besiinimlen  Richtung,  er  kennt  auch  die  begrenzte 
Gerade,  aber  von  einer  unend  liehen  Geraden  weiss  er  noch  uicbls.  Nach 
der  scharfen  Knut'schen  Terminologie  ist  also  „Richtung"  eine  frllhzeitig 
«ufiretende  Anschftuong,  dagegen  ,, Gerade"  ein  später  dnrch  Äbstrae- 
tion erworbener  Begriff.  Ebendeswegen  hSlt  es  Referent  für  psycholo- 
gisch, mithin  anoh  pädagogisch  und  wisäenschaftlicb  für  gerechtfertigt,  vou 
der  Richtung  aus  znr  Geraden  Überzugehen.  —  Waa  ferner  die  vom  Ver- 
fasser benutzte  Definition  des  Winkels  betrilFt,  so  leidet  sie  an  dem  Uebel- 
atande,  dass  in  allen  Übrigen  'l'heileD  der  Wissenschaft  von  ihr  gnr 
keine  Rede  ist;  die  analytische  Geometrie,  die  Geodäsie,  Astronomie, 
Physik  etc.  betrachten  den  Winkel  nie  anders  als  das  Maass  fUr  Rich- 
tungsdifferenzen ;  dies  ist  eine  nicht  zn  verachtende  Garantie  für  die  Na* 
türlichkeit  der   gewöhnlichen    und  daher  ein  Grund  zi, 
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vom  Voif«8sc-r  bemilzten  Definition.     Mfln  wende    nicht    ein ,    ii«s*  wri 
souat  (z.  B.  für  die  JCegolarbnlUp)  vorscljjedeuo  Dcfiaitiooen  nel 
der   exiatireD;    bei  complicicten  Gebilden,    welcbe   der   Belrachtnug  mli 
Tcrscliiedeoe  Seiten  d&rbietcn ,  Uast  sicli  dsa  ertragen,    bei  Aindanieiiuln 
BegriffsbeBtimmungen    aber  iiicbt. 

Die  Cifngruouzlehre  beliandelt  der  Verrnsanr  in  der  gewdbolieka 
Weise  und  knüpft  daran  melirerf»,  die  Vielecke  iiud  den  Kreia  betieffetil 
Sfttze,  Das  folgende  (zweite)  BucU  etttbnlt  die  Aehnlicbkeilslehre  aal 
scheint  mit  einer  besonderen  Vorliebe  bebandelt  worden  zn  sein;  in  iem 
selben  wird  mehrfach  Auf  die  neuere  Geometrie  (Trnnavcr6»len,  hamW' 
niscbe  VerliSlinisae ,  Kreisverwniidtschafi)  RUcksicbt  geDomineD,  VMft- 
wisa  nur  gebilligt  werden  kann.  Zugleich  siiid  diirin  die  Beröhrnn^nsf- 
galen  knrz  und  elegant  bebandelt.  Den  Inhalt  des  driticn  Unches  bildet 
die  Vergleichung  der  FlSt-hen räume  ebener  Figuren;  unter  dieser  Rubrik 
sind  auch  die  Qnadraliir  und  die  Hcctification  des  Kreiäes  sabsummirt,  wo- 
mit die  Pifiiiimetrio   schliesst. 

Rnfprent  möchte  hier  eine  allgemeine  Bemerkung  anreihen.  In  itt 
Planimetrie  gehen  otTeubar  zwei  Einlheilnngsgründo  neben  einnnder,  J« 
eine  ist  dns  Princip  der  geomelriacben  VerH-andtucbaften  (Congraenz,  Fli- 
chengleichheil,  Aehnlichkeit,  Collineatinu),  der  andere  entspringt  »tu  in 
üntprscheidnog  von  geradlinigen  und  krummlinigen  Gebilden.  OiTcobtr 
siebt  jenes  Princip  höher  als  diese  Unterscheidung,  denn  in  der  höherea 
Geomelrie  verliert  letztere  gew&ltig  an  Bedeutung,  trotzdem  bleibt  Hb« 
immer  noch  die  Frage,  ob  man  jenes  Princip,  so  zn  sagen,  rQcksichlslM 
durchführen  nnd  demgemitss  die  S.ltze  vom  Krei' 
Congruena,  Aehnlli-hkeit  elc,  vertheilen,  oder  ob 
wandtschafien  erst  an  den  gerndliuigen  Gebilde 
Schlüsse  bringen  und  sie  dnnn  auf  den  Kreis  ai 
scheint  jetzt  JIride  gcimriten  zn  sein,  nnd  diesi 
Verfasser}  dagegen  hat  sich  Itoferent  von  jehi 
entschieden  und  zwar  aus  dem  eitifaL-hen  Grunde 
Geomnttie  dieselbe  Gliedernng  erhält  wie  die  s 
welcher  sich    doch  Niemand  einfallen    lassen  wl 

r«de  Linien  entwickelte  Formel  eufort  auf  die  Sehnen  der  Cllipse,  die  Tan- 
genten  der    Lemniscate   anzuwenden,   nach    diesem  Excnrse  eine    «weite 
Formel    für  gerade  Linien  abzuleiten,  daran  eine  ühnliche  Digreision 
knüpfen  n,  s.  w. 

Die  Trigonometrie  und  Stereometrie  htit  der  Verfasser  swar  xiei 
knapp,   f(ir  einen  „Leitfaden"  B.ber  wohl  nnareichend  dargestellt.      Zabl- 
reiohc   gut  gewühlte  Uebnngsnnfgnben  (ohne  Angabe  der  Auflösung)  sind 
Uberflll  eiugealreut  nnd  werden  den  Lehrern  jedcufallB  willkommen  sein. 
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Liternturzei  lung.  4t) 

Xebrbseh  der  Physik  Ar  hShere  Bobulen   von  Dr.  WrLHBiiU  Krdhmb, 
Oberlehrer  an  <!er  Kealacliule  I.  Oidnung  zu  Dutsbiiig.     Mit  144 
in  Ann  Text  getinickten  Abbildungen.    Berlin,  G.  Grate'acbe  Vcr- 
iRgnlinntJInng  1809.      X  und  245  Soitcii  8". 
Für  die  Zwecke,  weiche  der  Verfnsser  im  Auge  hatte,   kann  dieses 
Buch  masterbaft  genannt  werden.     Ein  Unterricht,  welcher  den  Inhsll  des- 
selben den  Schülern  im  Wesentlichen  zn  eigen  oiacbie,  wUrdo  wohl  Alles 
geleistet  haben,  was  man  in  diesem  Fach  von  den  besten  UeaUchulBu  ver- 
langen   könnte.     Namentlich  ist  die  didsctische  Seite  dnrchnus  gelrnffen. 
Durch  die  Einiheilung  in  den  Text,  welcher  (ins  Faktische  der  Erscheinungen 
kurz  nnd  prScis  darlegt,  die  darauf  abgesondert  folgende  Begründung  und 
endlich  das  überall  zngefiigie  Uebungsniaterial  ist  sowohl  der  üebersicbt- 
lichkeit    als    auch    der    Gründlichkeit    Kechi.ung  getragen.     Andererseits 
knüpft  sich  an  dio  eisteren  Thcile  der  Vortrag  undseine  Verarbeitung  wäh- 
rend  des  Unterrichts,  an  lelslerem  6ndet  Uepelitioa  und  Privatfleiss  ein 
reiches  Feld. 

Die  Behandlung  ist  knapp  nnd  oft  nnr  andeutend.  Breite  Ist  mit  einer 
gewissen  Kunst  vermieden,  so  dass  auf  Dinge,  welche  als  aus  der  Erfah- 
rung bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  meist  nur  mit  einem  Wort  hin- 
gewiesen ist  und  jede  Beschreibung  der  Maschinen,  die  der  Schüler  an- 
derswo leicht  finden  kann,  gana  weggeblieben  ist.  So  sucht  man  die 
Dampfmaschine,  welcher  andere  solche  Bücher  mehrere  Seiten  zu  widmen 
pflegen,  im  Register  und  Text  vergeblich.  Dagegen  sind  die  Vorgänge  und 
Gesetze,  auf  welchen  sie  beruht,  an  den  betreffenden  Orten  genügend  dar- 
gelegt. Dieses  Beispiel  zi'igt  scbi)n,  dasa  dem  Verfasser  daran  lag,  den 
Schwerpunkt  des  Buches  auf  die  Gedankenarbeit,  auf  das  eigentlich  Wis- 
senscbafdicbe  in  der  Physik  zu  legen.  Natürlich  wird  dabei  vorausgesetzt, 
dasR  es  der  Lehrer  au  den  Hinweisnngon  auf  jene  äusseren  Beispiele  und 
Anwendungen,  wo  es  nöthig  ist,  auch  an  Veranachanlichnngen  durch  Bild, 
Modell,  Experiment  nirgends  fehlen  lasse.  Das  Buch  braucht  deshalb 
solchen  Bedürfnissen  nicht  auch  noch  ab'^uhelfen.  An  eine  Benutzung  des- 
selben zum  Selbstunlerrii^ht ,  ohne  Lehrer,  ist  daher  auch  nicht  gedacht. 
Der  Lehrer  rouss  bestündig  zur  Hand  sein  und  namentlich  scheint  uns  auch 
für  die  Liisung  vieler  Uebungsaufgaben  —  in  welchen  sich  oft  noch  ein 
Bchöner  Theil  eigentlichen  Lernstoffes  enthalten  Endet  —  eine  vorherige 
Besprechung  nnerlflsslich.  Besonders  unter  den  späteren  sind  welche,  die 
ohnehin  sehr  reife  Schüler  voraussetzen.  Die  Anleitung  zur  gelegentlichen 
schriniichenAnsfülirung  geeigneter  Cspitel  an  der  Hand  der  Stuart  Mül- 
len indnctivon  Methode  ist  hier  recht  am  Plata  und  wird  den  Schüler 
rmehr  fördern  als  noch  so  viel  Geddchtnissweik. 

Die  gegebenen  Beweise  nehmen  keine  Vorbereitung  in  Anspruch, 
welche  über  die  Trigouomotrio  uud  etwa  die  Anfangsgründe  der  aualyli- 
BchcD  Geometrie  hinausgingen.  Üuss  die  Methode  derselben  bisweilen  noch 


eine  melir  küDstlicbe  aU  anscbRDlicIie  geblieben  Ut,   kann  dem  Verfun 
nicht  zur  Lnet  gelegt  werden,  ao  lange  maD  ilie  besseren  nicht  hat 

Die  Anordnung  des  Staffea  ist  sachgenifisE.  Dnaa  der  scliwierige  Tbiü 
der  Optik  vom  elemenlareren  getrennt  wurde,  ist  didnctlsuh  langst  gerecb- 
fertigt.  VielteicLt  hätten  solclier  Trennungen  im  InlereasR  des  Unterrichi 
noch  mehrere  statlQndea  dürfen. 

Von  EinEellieiten  vermisstea  wir  kaum  etwfta.  Dio  Hydradjatmlt 
scheint  noch  einer  Erweiterung  zu  bedürfen.  So  fehlen  die  Krficbt<inuog<a, 
walclie  anf  der  sogenannten  Reacüon  des  ansfliessenden  Wassers  herahra. 
Vielleicht  hätte  auch  be!  Gelegenheit  der  Kotation  noch  der  l-'es  seTKliti 
Versuche  über  frei«  Axcn,  sowie  der  Ursache  der  PrScessiim  etc.  Erwil 
nung  gpscliehca  können. 

Die  Ausstattung  ist  gnt.  Doch  ist  jeder  Lnxns,  s.  B.  bei  den  Pigarea 
mit  Recht  vermieden;  der  Schiller  lerne  bei  Zeiton  schematisch  zeictiiie) 
nnd  das  UnwesenllichB  vom  Wesentlichen  sondern. 

Eins  würde  noch  dns  Bnch  geziert  und  nicht  belastet  haben:  «t«M 
mehr  Historisclies.  Wenn  der  Vt^rfasser  sein  Talent  für  prügnanie  KOrw 
auch  eiuina!  darauf  gewendet  hätte,  würde  es  ihm  leicht  gewordi^n 
eine  Anzahl  Entdeckernamen  und  Jahreszahlen  (etwa  im  Text  nnr  dmci 
Hinweisung  anf  eine  im  Anhang  folgende  tabeÜnrische  Zusaninienstelli 
einzufügen.  Dieselben  anierstützen  unser  Gedüchluiss  und  wir  sind 
wohnt,  aie  im  Zusammenhang  mit  gewissen  Gesetzen  im  Kopf  gii  haben. 
Auch  iüt  ja  das  Gebäude  dieser  Naturwissenschaft  ebenso  wesentlich  ei* 
Pantheon  des  menschlichen  Genius.  Dies  vielleicht  für  eine  folgende  Ao^ 
läge,  an  welcher  es  nicht  fehlen  wird. 

F.  C.  F. 
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Noiire  siir  la  vie  et  les  ouvrages  du  giniral  J.  V.  Poncelet  par  M.  le  gineral 
Didion  lue  ä  V Academie  imperiale  de  Xettdans  la  tdance  du  18  mors 
laeS.  Paris  18öfl. 
Am  23.  December  1867  starb  Genertil  Poocelet,  einer  der  erfiDdtiitgs- 
reicbaten  Teoliniker,  der  geistvollsten  Mathematiker,  welche  Frankreich  in 
diesen  Jahrliunderle  besass,  ein  Mano,  dessen  Lebeusgescbichte  zugleicb  mit 
den  wecbeeln Jen  Geschicken  seines  VaterlnDtles  von  spannendem  Interesse  ist, 
da  er  die  vielen  politischen  UmwUlzungeu ,  deren  Zeuge  er  wtir,  zum  Tbeil 
wenigstens  nicht  bloa  als  stummer  Zuschauer  an  sich  vorübergeben  lieae. 
Die  gelehrte  Geaollachaft  seiner  Heiniatli  Metz,  welche  seit  ihrer  ersten 
Sitzung  am  14.  März  1819  itich  seiner  Tbeilnahme  rühmen  durfte,  deren 
Silzangsprotokolle  sogar  durch  eine  Arbeit  von  Foncelet  erötTnet  worden 
sind,  bat  einer  Ehrenpflicht  wie  einem  Ehrenrechte  genügt,  indem  sie  eine 
Qcdfichtnissrede  auf  ihr  ältestes  Mitglied  durch  eine  dazu  bershigte  Feder 
ausarbeiten  lieaa ,  und  diese  Gedächtnissrcdo  liabon  wir  augenbiicklicb  in 
Gestalt  einer  Brochfire  von  öfl  Octavseiten  vor  uns  liegen.  Wir  selbst  be- 
durften deren  kaum,  um  in  uns  die  Erinnerung  an  die  körperlich  und  geistig 
gleich  hohe,  gleich  kräftige  Gestall  aufzufrischen,  in  welcher  uns  Fon. 
celet  1856  in  Paris  bei  einmaligem  Zusammentreffen  persönlich  bekannt 
wurde.  Der  Wuchs  stattlich;  die  Haare  graugemischt;  die  Sprache  etwas 
r«uh,  wie  zum  Commandorufc  goschafieni  die  Ausdrucks  weise  gerade  und 
offen,  der  Schmeichelei  oder  auch  nur  einer  ihr  nahe  stehenden  den 
Franzosen  nicht  ungewohnten  (ibermüssigen  Höflichkeit  unfKbig;  die  Ge. 
danken  tief,  die  Darstellung  lichtvoll,  wenn  er  mitten  unter  niclitmatliema- 
tischen  Tiscbgenusaen  auf  einen  Augenblick  von  dem  gewöhnlichen  Ge- 
spräche zu  einem  gelehrten  Thema  abbog :  so  steht  Poncelet  heute  noch  vor 
nna,  und  ao  muss  ihn  auch  der  Leser  dos  genannten  Nekrologes  vor  aich 
sehen.     Oder  kann   mau   sieh    ein  anderes  Bild  von  dem  Hanne  macheu 


ilesBen  Entwickelungagang  vom  General  Didinn  in  folgeode  wenige  Sfitse 
zusammengefasst  werden  durFte;  „In  seiner  Kindheit  und  bis  Bum  Alter 
von  16  Jahren  ohne  Lehrer  oder  Lebrbächer  Töhlt  er  das  Bedürfniss  nach 
Äitshildnng.  Die  Hilfsmittel  sind  ihm  spürlich  zngemeasen,  aber  Arbeits Itraft 
und  Willenastärko  übersteigen  die  Scbwierigkeiten.  In  drei  Jahren  erlernt 
er,  was  für  Andere  sechs  oder  acht  Jahre  in  Anspruch  nimmt,  er  Öffnet 
sieb  den  Eingang  znr  polytechnischen  Schnle.  Ein  Jahr  geht  ihm  dnrch 
Krankheil  verloreu.  In  den  beiden  folgenden  Jahren  dnrchlnnft  er  die 
Anwendungsscbule,  teilet  Befcstigungsarheilen  in  Holland,  nimmt  nn  dem 
russischen  Feldzuge  Theil.  Auf  dem  Kückziige  gefangen,  sieht  er  sich  nach 
Saratnfl'an  die  äusserste  Grenze  Europas  nach  Asien  üii  geschleppt.  Dort 
musB  er  ohne  geistige  Unterslülzung,  ohne  Geldmittel,  ohne  Böclier  seine 
Kenntnisse  selbstständig  wieder  nnffrischen,  seinen  Bildungsgang  so  zn 
sagen  wiederholen."  Und  dort  schreibt  er,  der  noch  nicht  20jährige  Ge- 
fangene, jene  Hefte  nieder,  in  welchen  bereits  die  Keime  seines  Meister- 
werkes, des  „Traite  des  propriclc's  priijeclires  des  figiires",  an  finden  sind,  wie 
die  1862  nnd  ItUH  erfolgle  Heraasgahn  derselben  unter  dem  Namen  .,Appli- 
calions  d'Anahjsc  el  de  Gcomeliie"  beweist.  Er  findet  die  geistige  und  kör- 
perliche Kraft  zu  dieser  Thätigkeit  fast  noch  auf  dem  Krankenlager,  anf 
welches  ihn  die  Anstrengung  der  viermonallichen  Fusswandornng  von 
Smolensk  nach  Saratoß'  ohne  Mantel  bei  20  Ccntlgtndeu  unter  dem  Null- 
punkte des  Thermometers  geworfen  halte!  Wir  könnten  einen  weiteren 
Beweis  dieser  fatt  unerhörten  Zähigkeit  seiner  Natur  in  dem  Umstände 
nibren,  welcher  sonst  uns  beinahe  ein  Liicbeln  abzwing(>n  roüsate,  dasi 
ans  Russenhass  verschmähte,  ihm  nngcbotCDo  Unlerrlchlesluad< 
theilen,  dnrcb  deren  Erlös  er  sein«  Lage  doch  jedenfalls  beträchtlich  bi| 
verbessern  können.  Nach  geschlossenem  Frieden  kehrte  Pon 
Metz  zurück,  wo  er  etwa  20  Jahre  verweilte  und  seinen  Namen  den  wii 
tigsten  Entdeckungen  und  Erfindungen  aufdrückte.  Von  dort  aus  bat 
1822  das  schon  genannte  geometrische  Meisterwerk  verölten tlicht;  dort 
schrieb  er  die  drei  grossen  Abhandlungen:  ,. Memoire  nttr  les  cenires  de 
moyennes  harmfuiit/iies"^.  Memoire  sur  la  Iheorie  g6nerale  des  polaires  r^Cfr-i 
proques".,  ^.Analyse  des  transversales  appUqiiee  h  la  recherehe  des  proprieles  pt 
jeclioes  des  lignes  el  surfaees  geomelrigues",  welche  1820  — 1832  in  Groll«! 
Jonrnal  erschienen;  dort  erfand  er  1824  das  unter  seinem  Namen  bckannl 
Wasserrad  mit  gekrümmten  Schaufeln;  dort  orbante  Or  1820  die  erste  P 
celet'sche  Zugbrücke,  bei  welcher  die  aufgerollte  Kette  das  Gegengewid 
gegen  die  Brücke  in  allen  Stellungen  bildet;  dort  endlich  vorfassti 
bis  1832  seine  angewandte  Mechanik.  Poncelet  war  verschiedentlich  auf- 
gefordert worden,  nach  Paris  zu  kommen  und  als  Candldat  für  die  Stelle 
eines  Mitgliedes  der  Akademie  anfEUtrelen.  Er  hatte  sich  dessen  geweigert, 
so  lange  seine  Mutter  in  Metz  lebte.  Erst  durch  ihren  Tod  lösten  sich  die 
Baode,    welche  ihn  an   den  langjährigen  Aufenthalt  fessellen.    .Er  begKb 
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[,«>ch   1S35  auf  nettes  Andringen   nach  Pnris,  nm  den  Sitz  in  der  Aksdemic 
^  einznnehnien,  zn  welchem  er  ale  Nachfulg'er  vnn  Hachotte  mit  allen  gegen 
I  eine  Stimme  erwfllilt  worden  war.     1838  gründete  er  in  der  für  ihn  nsner- 
ichtPten  Professur  die  Vorlesungen  über  pliysik«liflclie  nnd  experimenlelle 
Mechanik,   weklie  ^Blilreiclie  Schüler  Tersnmniellen.     Zu  seinen  engsten 
Freunilen   zählte  Arago.     Als  ilaher  die  Februarrevolution    diesen  zum 
Kriegsminister  erhob,  wurde  Poncel  et  Commandant  der  pnlj'lecIinischRn 
Schule  nnd  fnat  gleichzeitig  gewühlter  Abgeordneter  von  Metz  zur  consti- 
I  tnirpnden  VerBammlung,     ,,rn  der  constituircnden  Versammlung  (hjpr  Ins. 
1  wir  General  Didton  reden)  zeigte  sich  Poncelet  als  das,  was  er  im- 
[  tnerwar:  geraden  Geistea,  gewisaonhaft,  klar,  vollLiebe  zum  Volke,  ohneihm 
I  in  schmeicheln,  voll  Ehrerbietung  gegen  die  Regierung,  ohne  ihr  Weihranch 
k  sn  streuen,  Anhänger  des  Fortschrittes,  aTier  nicht  derZiigellosigkeit.  Wenn 
,  wegen  deiner  Unabhängigkeit,  der  Mann  keiner  Partei  war,  so  genoss 
BT  dafür  die  Achtung  aller  seiner  Mitnhge  ordneten,  und  ihre  Hochschätznng 
■  seiner  edeln  Persönlichkeit  zeigte  sich  iu  den  Wahlen,  durch  die  man  ihn 
ehrte."     Die  Dnppclstellnng  als  Abgeordneter   nnd   als  Commandant  des 
Polytechnikums   benufzle   er  in  den  stürmischen  Mai-  und  Jnnitagen  des 
Jahres  IB4S  im  Interesse  der  offen tlicheii  Ordnung.     Unter  seiner  Leitung 
eilten  die  Schüler  der  polytechnischen  Schule  zum  Schutze  der  constltuiren- 
den  VerBammlung,  dieselbe  rasch  entflammte  Jugend,  welche  man  bei  frü- 
heren Aufstanden  als  Befehlshaber  der  schnell  sich  erhebenden  Barrikaden 
BU  sehen  gewohnt  war,     General  Poncelet  zog  sich  am  ♦.  November  1850 
von  derCommandanlnr  des  Polytechnikums  zurück,  seine  militSrischeLanf- 
bahn  ist  damit  abgeschlossen.   Die  nächste  anstrengende  Thilligkeit,  welche 
er  entwickelte,  hatte  eine  friedliche  Veranlasfinng,  die  allgemeine  Induatrie- 
Busstellnng  in  London  von  1851,  bei  welcher  er  Vorsitzender  der  Jury  für 
die  Classe  der  Maschinen  nnd  Werkzeuge  war.     Als   solcher  widmete   er 
7  Jahre  voll  Arbeit  nnd  Mühen  der  Herstellung   seines  „Rapport  fail  au 
juryinicmatiotinl  de  VExposil%o7i  universelle  de  Londrcs  sur  les  machines  el  outih 
emplayes  dans  Ics  manufactures'^  welcher  1857  in  zwei  starken  Oclavhänden 
:  1100  Seilen  erschien.     Diese  Kiesenarbeit  halte  den 
[  fast  "OjSbrigen  Körper  nahezu  erschöpft.    Poncelet  erkrankte  und  genas 
cn  neuer  Thätigkeit  nur  unter  der  PÜege  und  Beihilfe  der  Gefährtin  apiner 
20  letzten  Lebensjahre,  der  vortrefflichen  Fran.  welche,  wie  Baron  Ch.  Dn- 
pin    am   Grabe    des    Entschlafenen    sagte,    für    seine   Arbeiten    der    auf- 
opferndste, verständigste  Secrelär  nnd  fast  ein  Mitarbeiter  war.  Frau  Pon- 
oelet  und  die  Herren  Montard  und  Mannheim  dürfen  nicht  ungenannt 
I  bleiben,  wenn  man  von  der  Heraosgahe  der  früher  erwähnten  „Applkülioni 
T ^Analyse  et  ilr  Ceomclrie"  nnd  von  der  neuen  zweibändigen  Ausgabe  des 
„Traili  des  proprit-Ws  pmjcclwes  des  figares"  (IBC5 — ISflfl)  spricht.     Mit  der- 
selben Unterstützung  hoffte  er  noch  seine  Mechanik  eu  veniffentlichen,  da 
rief  der  nnerbittlicbe  Tod  ihm  das  letete  Halt  xa.     Aber  aneh  ohne  diee^^ 
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letzte  Leistung,  so  wUDSchenswerth  ihre  ErruUnng  gewesen  wäri-,  war  P  o  n 
cel  e  t  ein  grosser  Meister,  nod  nicht  blos  nm  ihretwillen  können  wir  in  dJa 
Worte  einstimmen,  welche  Herr  Dnmas,  der  Secrelär  der  Aksdemte 
Wissenschnflen   ihm  nachrief:  „Rr  hnt  eine  grosse  Lücke  in  der  frnnai 
sehen  Wissenschaft  zurUckgelasaen", 
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Inlorno  alla  vila  ed  alle  opere  di  Lttigi  Lagrange,  discorto  teUo 
R.   Liceo  GalBei   di  Pisa  per  la  fesla  Irlleraria   commemoraHoa 
Cav.  Anhelo  Forti.     Seconda  ediiione  accresciuta  di  nuove  iiolizie. 
Roma  1860. 
Wenn  sieben  Städte  sich  nm  die  Ehre  stritten,  der  Oebnrtaort  Homer's 
zu  sein,  so  können  drei  StSdie  fast  mit  gleic^bem  Anrechte  den  grossen  Ma- 
thematiker den  ihren  neunon,  dessen  Biographie  das  nns  vorliegende  Pro- 
gramm gewidmet  ist.     Tnrin  sah  ihn  zur  Welt  kommen,  Berlin  hesass  die 
BlUtho  seiner  Manneskraft,  Paris  birgt  seine  Asche.     Gönnen  wir  es  den 
IlnlienerD,  ihren  Landsmann  ganz  vorzugsw eise  zn  beanspruchen  und  sich  sei- 
ner ala'einer  Zierde  ihrer  Nation  zu  rühmen;  Lagrsnge's  Unsterblichki 
mag  ihnen  gehören,  seine  Werke  gehören  der  ganzen  Welt,     Die  Lebei 
geschichte  von  Ludwig  Lagrange  ist  mehrfach  dargestellt  worden. 
lamhre  und  Menabrea  sind  die  beiden  Vorgänger,  an  welche  Hr.  F 
nach  eignem  Eingeständnisse  sich   hauplsüchlich  anlehnt.     Die  Würdigi 
der  mathematischen  Leistungen  Lagrnngo's  dagegen  dürfen  wir  wohl  di 
neuesten  Schriftsteller  selbst  beimessen,  und  in  ihrer  Benrtheiiung 
der  WerihschHtzung  der  ganzen  3%  Bogen  starken  Biochüre  dürfen  wir  den 
Zweck  nicht  ausser  Augen  lassen,    zu   welchem  sie  entstanden  ist.    Auch 
Deutschland  besitzt  eine  reiche  Programmliteratur,  nnd  doch  dürfen 
deutschen  Festschriften  nicht  mit  den  nna  in  italienischer  Sprache  vorltl 
genden    vergleichen.     Der  Unterschied   ISsst  sich  in   zwei  Worte  fasi 
die  deutschen  Schulprogrnmme  wenden  sich,  wenigstens  ihrem  Inhalte  nm 
sammt  und  sonders  an  die  Lehrer,  das  Programm  des  Um.  Forti  ist  ei] 
Rede  an  nnd  für  die  Schiller.  Wie  er  sich  in  der  Ansprache  direct  an  dii 
wendet,  wie  er  an  die  Kenntnisse  anknüpft,  welche  sie  aus  seinen  eigent 
Vorträgen  geschöpft  haben  kSnoon,  wie  er  in  Jen  Schlussworten 
met  neuem  Studium  der  Werke  Lagrange's  auffordert,  so  ISsst  er  nii 
mals  anaser  Augen,  dass  Schüler  ihn  hören,  dass  sie  ihn  verstehen  sollen. 
Damit  ist  aber  auch  der  ganzen  Darstellung  ihr  nothwendiges  Gepräge  auf- 
gedrückt.    Wir  haben   es  nicht  tnlt   einem  O i es el 'sehen  Programme  xa 
thnn,  jedes  Wort  qaellenmJtssig  belegt,  jeder  Satz  fest  begründet,  jede  An- 
schauung die  Frncht  langer  Untersuchung,  dagegen  knum  ein  Wort,  wel- 
ches dem  Satzban  sti  Liebe  eingeschaltet  wKre.     Hier  haben  wir  vor  allein 
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eine  Rede  uud  awar  eioe  schöne  Rede.  Der  Süssere  Prunk  mann  ichfach  er 
Wiederholung  fetilt  nicbl;  Citate  dagegen  sind  nur  ilnuu  vorhanden,  wenn 

(>Ie  von  der  Natur  sind,  einer  Rede  eingefügt  werden  zu  können,  d.  h.  wenn 
sie  schon  beim  Anhören  leicht  verständlich  Kiud  und  zugleich  ttelhst  für 
den  Laien  ein  gewisses  Interesse  bieten.  Tiefgehende  Erörterungen  über 
die  Eiuzelleistungen  Lagtauge's,  über  seine  Methoden,  sein  wissen- 
echaftliches  System,  wie  es  namentlich  in  seiner  .,  Theorie  des  fonclions" 
und  in  seinen  „Ler.ons  sur  le  calcul  des  fonclions"  niedergelegt  ist,  ver- 
missen wir  vielleicht  beim  Lesen,  «her  die  Zuhörer  durften  mit  diesen 
WeglasBungen  zufriedea  gewesen  sein,  und  auf  die  Zuhörer  ist  Alles 
berechnet.  Wir  müssen  also  unser  Bedauern  über  das,  was  wir  als 
Lücke  empfinden,  unterdrücken  uud  in  der  kleinen,  angenehm  geschriebe- 
nen Abhandlung  das  lohen,  was  wirklich  gut  darin  ist;  die  schwungvolle 
Anpreisung  der  Werke  Lagrange's,  deren  allgemeinster  Inhalt  fasalich 
genug  dargestellt  ist,  und  die  gewandte  Vermischung  dieses  mehr  mathe- 
matischen Theiles  mit  dem  biographischen.  Der  Leser  dürfte  die  Brochüre 
zwar  ungesättigt,  aber  nicht  unbefriedigt  aus  der  Hand  legen. 

Cäntoe. 
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